








Г Е О М Е Т Р Ш 
СОБРАНІЕ Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Х Ъ ЗАДАЧЪ. 

7 

Г О Ч Н И Е II I Е 

А. ЛЁВЕ. 

БЪ ТРЕХЪ ЧАСТЯХЪ. 

С . - П Е Т Е Р Б У Р Г ! . . 

Хапиграліз Р Е Т Г Е Р А a ШНЕЙ ДЕРА, на Я о в с в . пр. 5 . 

1 M B . 





i r I i -

U j М Ч А І Ь Н Ы Я О С Н О В А Н Ы 

Г Е О М Е Т Р І И 
и 

СОБРАНІЕ Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Х Ъ З А Д А Ч Ъ . 

1 

С О Ч И Н Е Н І Е 

А . Л Ё В Е . 1 
J / S 

ЧАСТЬ I. - 3 

П Л А Ы И М Е Т Р І Я . 

С.-ПЕТЕРБУРГЪ. 
В ъ типографіи Р Е Т Г Б Р А И Ш Н Е Й Д Е Р А , Невспій просп. ЛЙ 5 . 

1868. 





Начальныя основанія Гѳомѳтріи. 

Ч А С Т Ь I. 

П Л А Н Н М Е Т Р І Я . 

В В Е Д Е Н І Е . 

Величина т ѣ л а ; его измЪренія. П о в е р х н о с т ь , линія и точка. Прямая и кривая  
линія; ломавая линія. Плоскость. Предметъ Геометріи. Предложеніе, слѣд-

с т в і е , задача. Главнѣйшія аксіомы. 

1 . Сравнивая между собою какіе-либо предметы, к а к ъ папри-
мѣръ книгу , глобусъ, стаканъ и сахарную головку, мы замѣчаемъ,  
что стаканъ имѣетъ свойства (напримѣръ прозрачность), не находя-
щіяся въ книгѣ , глобусѣ и сахарпой головкѣ ; точно также не всѣ  
свойства книги принадлежать стакану, глобусу, сахарной головкѣ  
и т . д . ; но каждый предметъ, каковы бы ни были его особенный свой-
ства, непремѣнно долженъ состоять изъ какого-нибудь вещества н дол-
женъ имѣть форму и величину. 

Разсматривая форму и величину какого-нибудь тѣла, мы не обра-
щаемъ впиманія на его вещество; т а к ъ нанрпмѣръ при опредѣленіи  
величины камня, намъ н ѣ т ъ надобности знать , нмѣемъ-ли мы дѣло  
съ гранитоль или мраморомъ; точно также при опредѣленіи величины 
поля мы не заботимся о его почвѣ . 

2 . Всякое тѣло пмѣетъ протяженіе по тремъ направленіямъ : въ  
длину, ширину и высоту. Т а к ъ какъ иротяженіе тѣла онредѣ.іяется 
измѣреніемъ, то мы говоримъ : тѣло имѣетъ три измѣренія. 

Измѣренія тѣла не всегда сохраняютъ свои названія; такъ на-
примѣръ комната нмѣетъ длину, ширину н высоту — рѣка іімѣетъ 



длину, ширину и глубину — кннга нмѣетъ длину, ширину н тол-
щину — стѣна нмѣетъ длину, толщину и высоту. 

3 . Всякое тѣло ограничено со в с ѣ х ъ сторонъ поверхностями. 
Поверхность имѣетъ два измѣренія: длину и ширину. 

Названія пзнѣреній новерхпостн зависятъ отъ ея положенія; такъ 
нанрпмѣръ мы говоримъ: дорога имѣетъ длину н ширину— поверх-
ность стѣны пмѣетъ длину и высоту. Мы можемъ себѣ представить 
поверхность независимо отъ тѣла; такъ нанримѣръ при окраскѣнола  
пли посѣвѣ пашни мы нмѣемъ дѣло съ поверхностями, и потому не 
обращаемъ вниманія на толщину пола или глубину землянаго слоя. 
Ясно представляется намъ поверхность, которою отдѣляется въ ста-
канѣ вода отъ плавущаго на ней масла. 

4 . Поверхность ограничена линіями. Линія имѣетъ только одно 
измѣреніе: длину. 

Линія можетъ быть разсмотрена независимо отъ поверхности; 
такъ напримѣръ при опредѣленіи разстоянія между двумя городами 
мы пмѣемъ дѣло съ линіею, п потому не обращаемъ внпманія на ши-
рину разсматриваемой дороги. На стѣнѣ , выкрашенной разноі(Вѣт- 
нымп полосами, границы между иими представляются линіями. Ясно 
представляются намъ лпиіи, которыми ограничивается поверхность, 
образуемая водою и нлавущимъ на ней масломъ. 

.Іпнія ограничивается точками. Точка не имѣетъ измѣреній. 
5 . Лпніи бываютъ весьма различнаго вида. Простѣйшая изо 

всѣхъ линій есть прямая. Прямою называется такая лпнія, которая 
относительно ея точекъ, имѣетъ одно и то-же положеніе1). Соотвѣт- 
ственно этому опредѣленію мы говоримъ: прямая есть такая линія,  
части которой имѣютъ одно и то-же направденіе. 

Прямая линія есть кратчайшее разстояніе между двумя точ-
ками ' ) . 

6 . І Іинія, которая на всемъ протяженіи измѣняетъ свое направ-
депіе, называется кривою. Если себѣ иредставимъ, что прямая лннія 

H Опредѣленіе Эвклпда, знаменитаго матенатика, жившаго въ Адексапдріи  
около 300 года до P . X . ' 

а) Опредѣленіе Архимеда, греческаго геометра, жившаго 212 л ѣ т ъ до P . X . 



вращается, но положепіе ея оконечныхъ точекъ при этомъ не измѣ- 
няется, то ни одна точка ея не перемѣнитъ даннаго ей положенія;  
слѣдовательно и положеніе прямой линіи при этомъ не измѣняется.  
Вращая же кривую липію, при постоянномъ положеніи ея оконечно-
стей, мы замѣчаемъ, что при этомъ каждая точка безпрерывно пере-
мѣняетъ свое положеніе. 

Липія, составленная изъ прямыхъ линій, называется ломаною. 
7 . Плоскостью называется такая поверхность, въ которой уля-

жется всякая прямая линія, будучи положена на ней въ какомъ угодно 
направленін. Поверхность зеркальпаго стекла и поверхность гладко-
полированпаго мрамора можно принять за плоскости. 

8 . Разсмотрѣніе свойствъ липій, поверхностей и тѣлъ относи-
тельно пхъ величины, формы и взапмнаго положенія, составляетъ 
предметъ Геометріи 

Геометрія раздѣляется на Плажметрію н Стсрсомстрію. 
Планиметрія разсматриваетъ геометрическія величины, лежащія въ  
одной плоскости. Стереометрія имѣетъ дѣло съ геометрическими ве- 
личинами, находящимися въ разныхъ плоскостяхъ; она разсма-

' ) Слово »Геометрія» греческаго происхожденіи ; въ переводе оно оэначаетъ 
«измЕреніе земли». Это названіе с о о т в е т с т в у е т е первоначальному назначенію  
е я , о которонъ упоминаетъ извѣствый греческій писатель, Геродотъ , жившій  
450 лѣтъ до P. X . Геродотъ припиеываетъ происхождение Геометріи Египтя-
намъ, иовѣствуя объ этомъ событіи слѣдующимъ образомъ : «король Сезоетрисъ 
(1600 лѣтъ до P . X . ) , раздѣливъ свою землю на равные участки, раздалъ и х ъ 
своимъ подданнымъ съ тою цѣлью, чтобы собирать равную ежегодную подать 
съ каждаго участка ; но отъ ч а с т ы х ъ разливовъ рѣкъ изменялись прибрежные 
участки; вслѣдствіе чего королемъ назначались чиновники, которымъ было по-
ручено привести в ъ известность уменьшеніе каждаго участка и сообразно этому 
уменьшенію определить подать. Эти работы, какъ полагаете Геродотъ, поло-
жили основаніе Геометріи и впоследствін сделались известными Грекамъ. Дол-
жно полагать, что древніе Г р е к и , первые , привели сведенія по предмету Гео-
метрии в ъ систему и занимались обработываніемъ этой науки. Известнейшее 
сочиненіе ихъ по этому предмету, подъ заглавіемъ ЭвклидовЫХЪ началъ, сохра-
нилось до нашихъ временъ и употребляется, какъ руководство, еще теперь въ 
Акгліи. Англичанине Адхелардъ, нашедиіи это сочиненіе у Аравитяне въ 12-мъ 
сголетіи, перевелъ Эвклидовы начала на латиискій языке. 



ч 

триваетъ линіи и плоскости въ пространствѣ , и форму п величину 
тѣлъ. 

9 . В ъ Геометріи встрѣчаются истины двухъ родовъ. Истины, не 
требующія никакого разъясненія, называются аксгомами. Предло-
жения или теоремы суть истины, который разъясняются посредствомъ 
извѣстныхъ уже истинъ. Рядъ этихъ извѣстныхъ истинъ составляетъ 
доказательство теоремы. Слѣдствгемъ называется истина, которая 
непосредственно выводится изъ доказанной теоремы. 

При изложеніи какой-нибудь геометрической истины, для удоб-
нѣйшаго уразумѣпія ея, составляется изображеніе геометрическихъ 
величинъ, которое обыкновенно называется фигурою; составленіе та-
кого изображенія или фигуры называется геометрическимъ построе-
ніемъ. Если геометрическая задача рѣшается геометрическимъ построе-
ніемъ, то ея рѣшеніе называется геометрическимъ. Геометрическая 
задача, рѣіпеніе которой производится посредствомъ арпѳметпчеекихъ  
дѣйствій, называется численнымъ вогіросомъ. 

1 0 . В ъ Геометріи весьма часто примѣняются слѣдующія ак- 
сіомы: 

1) Д в ѣ величины, изъ которыхъ каждая равна третьей вели-
чинѣ, должны быть равны между собою, т . е. если А = С и В = С, 
то А = В . Отсюда слѣдуетъ, что въ равенствѣ А = С мы можемъ 
подставить вмѣсто величины С равную ей величину В . 

2 ) Если къ равнымъ величинамъ прибавить по-ровну, то полу-
ченный суммы должны быть равны; т . е. если А = В и С = D , то 
A 4 - С = B - f - D . 

В) Если къ неравнымъ величинамъ прибавить по-ровну, то полу-
чатся неравныя суммы ; т. е. если А > В и С = D , то A 4 - С > В 4 - D . 

4 ) Если отъ равныхъ величинъ отнять по-ровну, то полученные 
остатки должны быть равны ; т . е. если А = В и С = D , то А — С = В — D . 

5 ) Если отъ неравпыхъ величинъ отнять по-ровну, то получатся 
неравные остатки ; т . е. если А < В и С = D , то А — С < В — D-



6) Равныя величины, помноженныя на одно и то-жѳ число, д а ю т ь 
равныя произведенія. 

7) OTT. раздѣленія равныхъ величинъ на одно и то-же число по-
лучаются равныя частныя. 

8 ) Если двѣ величины А и В равны между собою и величина В 
больше (или меньше) величины С, то и величина А должна быть 
больше (или меньше) С. 

9 ) Если величина А больше (или меньше) величины В и вели-
чина В больше (или меньше) величины С, то также величина А боль-
ше (или меньше) С. 

1 0 ) Если величина А не больше и не меньше величины В , то 
она должна равняться В . Величина С, которая не равна и не больше 
(или не меньше) D, должна быть меньше (или больше) 1). 

О Т Д Ѣ Д Ъ I . , 

П р я м ы я л и н і и . 

П Е Р В А Я Г Л А В А . 

Свойства прямой линіи. Равенство прямыхъ линій. Провсденіе прлмыхъ линій. 
Употребленіс и повѣрка линейки. Отложеніе прямыхъ линій. Употреблепіе 

циркуля. І Іереоѣкающіяся прямыя. 

И . Всякая прямая линія, д в ѣ точки которой лежать въ плос-
кости, сама находится въ этой плоскости, потому-что, вслѣдствіе  
опредѣленія плоскости ( 7 ) , каждая точка прямой линіи, иоложенной 
на плоскость въ какомъ угодно направленіи, должна находиться въ 
этой плоскости. 

Чрезъ одну точку возможно себѣ представить или возможно про-
вести безчислениое множество нрямыхъ линій. Опредѣлится ли поло-
жение прямой линіи одною точкою! 

Прямая линія означается двумя буквами французской азбуки, 
поставленными обыкновенно при оконечныхъ точкахъ прямой. Пря-



ф и г - 1 мая (фиг. 1 ) , которой точки означены чрезъ 
л в А и В , ирои »носится : прямая A B . Порядокъ, 

m въ котором!, выговариваются буквы, обозна-
чают,ія прямую линію, ноказываетъ направленіе прямой ; такт, на-
нримѣръ прямая, обозначенная чрезъ A B . имѣетъ направленіе отъ 
лѣвой руки къ правой, а прямая В А имѣетъ направленіе отъ пра-
вой руки къ лѣвой. Можно обозначать прямую линію буквами, по-
ставленными при двухъ какихъ-либо точкахъ ея. Иногда прямая 
линія обозначается одною буквою ; какъ напримѣръ прямая т . 

Соединить двѣ точки А и В прямою линіею значить : провести 
прямую отъ точки А до В . 

1 2 . Если д в ѣ точки какой-нибудь прямой m лежать на другой 
нрямой A B , то вся прямая m должна находиться на ирямой A B ;  
т . с. прямая m совпадаетъ съ прямою A B . Дредставимъ себѣ, что 

ф я г - 2- ограниченная прямая A B (фиг. 2 ) наложена на иря-
_ мой CD т а к ъ , что точка А упала въ точку С. Если 

А JB 

при этомъ и точка В пришлась въ D , то мы гово-
" римъ: прямыя A B и CD совмѣщаюпгся. 

Д в ѣ совмѣщающіяея прямыя имѣютъ равную длину, т . е. они рав-
ны между собою. На оборотъ: д в ѣ равныя ирямыя могутъ быть на-
ложены одна на другую такимъ образомъ, чтобы они совместились. 

1 8 . Для проведенія нрямыхъ линій на бумагѣ употребляется ли-
нейка. Отъ вѣрной линейки требуется, чтобы ея края были прямыя 

ф и | - 3- лииіи. Для иовѣрки этого условія 
мы прочертимъ линію A B (фиг 3 ) 

А в по краю линейки и потомъ обра-
ткмъ линейку около края А В т а к и м ъ 

образомъ, чтобы она пришлась по другую сторону ирочерченной лнніи.  
ІІридержавъ линейку въ этомъ положеніи. мы проведемъ еще линію  
по тому-же самому краю. Если окажется, что провсдснныя линіи  
всѣми точками совиадаютъ, то значить: линейка вѣрна. В ъ против-
номъ случай линейка не вѣрна. 



Чтобы начертить прямую, равную другой прямой, ѵпотреб- 
ф и г - 4- ляется циркуль. Этотъ пнструментъ (фиг. 

4 ) состоитъ изъ двухъ остроконечныхъ но-
жекъ вращающихся около шпинка, про-
ходящаго чрезъ ихъ верхнюю часть. По-
ставивъ одну ножку -циркуля въ точкѣ С 
прямой CD (фиг. 5 ) , мы подвипемъ дру-
гую ножку до т ѣ х ъ поръ, пока ея оконеч-
ность придется в ъ точку D . Растворе-
ніе циркуля, т . е. разстояніе между око-
нечностями его ножекъ, равно прямой CD.  
Проведя какую-нибудь прямую A F (фиг. 
5 ) , въ точкѣ А поставимъ одну ножку 
циркуля и лотомъ отмѣтимъ точку В , 

въ которой пришлась оконечность дру-
гой ножки. Значить : мы отложили 
на прямой A F часть A B , равную пря-

® мой CD. 

1 4 . Если ограниченная прямая удлинена въ одну пли въ обѣ 
стороны такнмъ образомъ, что она и ея удлиненіе составляютъ одну 
прямую, то мы говоримъ: прямая линія продолжена; это удлине-
ніе называется продолженіемъ прямой линіи. 

Чтобы продолжить прямую CD (фиг. 6 ) за точку D , мы при.то-
жпмъ линейку краемъ къ прямой 

ф м г - 6 - CD .такъ, чтобы часть линейки 
пришлась за точкою D ; потомъ мы 
прочертимъ прямую отъ точки D  
вправо. 

1 5 . Если на ограниченной прямой или на ея продолженіи взять 
точку, то разстоянія этой точки отъ оконечностей прямой называются 
отргмками сей послѣдней; такъ напрпмѣръ точкою С (фиг. 7 ) обра-



ф п г - 7 - зуются отрѣзки АС и С Б , а точ-
t , D кою Б отрѣзки A D и D B . При-
с в нявъ направленіе прямой отъ точки 

А къ В , мы получаемъ точкою С два положительные отрѣзка АС и 
С В , а точкою D положительный отрѣзокъ A D и отрицательный от-
рѣзокъ D B . Н а этомъ оенованіи составляются равенства 

А В = А С - Ь С В и 
A B = A D + ( — D B ) = A D — D B .  

1 6 . Д в ѣ прямыя, имѣющія только одну общую точку, псресѣ- 
кактгся; общая точка двухъ прямыхъ называется ихъ точкою пере-

Фиг. 8. сѣченія. Прямыя A B и CD (фпг. 8 ) пересѣкаются  
с. л въ точкѣ Е . Положеніе двухъ пересѣкающихся пря-

мыхъ опредѣлено, если, кромѣ ихъ точки пересѣче- 
нія, даны еще д в ѣ точки, не лежащія на одной пря-
мой съ точкою пересѣченія. 

ЗАДАЧИ. 

1) Начертить прямую, равную суммѣ (начерчеиныхъ) прямыхъ 
AB, CD, E F (посредетвомъ линейки и циркуля). 

2) Разстояиіе АВ = 21 сажени, разстояніе ВС — 5 саж. и растоя-
ніе CD = 7 саж.; сколько сажеиь содержитъ разстолніе AD, когда 
пзвѣстно, что точки D и С лежать па прямой AB между точками 
А и В? 

3) Начертить прямую, равную разности прямыхъ AB и CD (по-
средетвомъ линейки и циркуля). 

4) Начертить прямую, равную удвоенной прямой AB. 
5) Начертить прямую, равную длпнѣ данной ломаной лнніп. 
6) Разстояніе отъ А до В равно 212дюймамъ и разстояніе отъ В 

до С равно 84 дюйма; сколько дюймовъ нмѣетъ раствореніе циркуля, 
если одна ножка его помѣщена въ точкѣ А, а другая въ С между точ-
ками А н В? 

7) IIa прямой E F отъ Е до G отложена часть, равная прямой m,  
отъ G до H часть, равная прямой п, и отъ H до F часть, равная пря-
мой р. Какъ выразится длина F F ? 



8) Отъ Е до F отложена часть, равная прямой а, отъ Е до G часть, 
равная прямой Ъ, п отъ G до H часть, равпая прямой с. Какъ выра-
зится отрѣзокъ HF прямой E F ? 

9) На прямой AB отложеиы три части АС, CD п DB. Части АС и 
CD содержать вмѣстѣ 73-t дюйма, части АС и DB содержать 7',8 
дюйма H части CD в DB содержать 8 3 В дюйма. Сколько дюймовъ со-
держите прямая AB? 

10) На прямой AB, содержащей 0,95 метра, отложены три части 
АС, CD, DB, изъ которыхъ АС = '/sCD, CD = 3 « D B 4 0,225 метра. 
Сколько деспметровъ содержите часть DB? 

В Т О Р А Я Г Л А В А . 

Уголъ . Равные углы. Сумма и разность угловъ. Полный, нулевой и развернутый 
уголъ. Равенство р а з в е р в у т ы х ъ угловъ. Прямой, острый и тупой уголъ. Гра-
дусъ угла. Перпендикудяръ. Сумма двухъ смеяшыхъ угловъ. У г л ы , лежащі«  

около одной точки. Противоположные пли вертикальные углы. 

1 7 . Д в ѣ прямыя, идущія отъ одной и той же точки А по разнымъ 
Ф и г ' 9- ванравленіямъ А В . и А С , образуйте уголъ. Прямыя A B  

\ и АС суть стороны угла , а точка А — его вергинна. 
\ Уголъ обозначается тремя буквами, какъ показано на 

' л (фиг. 9 ) ; онъ выговаривается т а к ъ , чтобы буква, стоя-
щая у его вершины, пришлась между буквами, поставленными при 
его сторонахъ; сдѣдовательно начерченный уголъ произносится C A B  
или В А С . Иногда же уголъ обозначается только одною буквою, по-
ставленною при его верпшнѣ. Представимъ себѣ двѣ совмѣщенныя  
прямыя, имѣющія общую начальную точку А , и предположимъ, что 
одна изъ нихъ можетъ обращаться около этой точки. Если обращаю-
щаяся прямая отошла отъ постоянной прямой A B и приняла положе-
ніѳ АС, то величина обращенія, т . е. на сколько прямая АС отошла 
отъ прямой A B , составляетъ величину угла; слѣдовательно чѣмъ  
больше прямая АС отошла отъ A B , тѣмъ больше уголъ В А С . От-
сюда мы заключаемъ, что величина угла не зависите отъ длины его 



L 

сторонъ. потому-что продолживъ стороны A B и АС, мы не измѣняемъ  
направленія этихъ прямыхъ. 

1 8 . Чтобы сравнить величины двухъ угловъ, представимъ себѣ,  
Фиг. іо. ч т 0 угодъ D E F (фиг. 1 0 ) наложенъ на уголъ 

л A B C т а к ъ , что вершина Е пришлась въ вер-
/ ® шину В и сторона E F совпала съ стороною В С . 

Если при этомъ и стороны E D и В А совпали, 
то значить: данные хг ли равны. Если-же сто-
рона E D приняла положеніе между сторонами 

В А и В С , или упала внѣ угла A B C , то въ первомъ случаѣ уголъ 
D E F меньше угла A B C , а во второмъ случаѣ уголъ D E F больше 
угла A B C . 

Если два угла A B C п D E F равны, то, при совнаденіи вершинъ 
Е и В , и сторонъ E F и В С , сторона E D непремѣнно должна со-
впасть съ стороною В А . 

1 9 . Если обращающаяся прямая, принявъ положеніе АС (фиг. 
ф и г - 1 1 - 1 1 ) , образовала съ постоянною прямою A B 

уголъ C A B , и пртомъ, продолжая обращаться, 
составила еще уголъ D A C , то относительно 
A B обращающаяся прямая образовала уголъ 
D A B , равпый углу C A B вмѣстѣ съ угломъ 
D A C или ') 

L D A B = L C A B - h l _ D A C . 
Предположим!., что подвижная прямая, обращаясь около точки 

А , перешла изъ A B въ A D и потомъ обратно изъ A D въ АС. Этимъ 
обращеніемъ она образовала сперва уголъ D A B и потомъ уголъ D A C ,  
а относительно постоянной прямой образовался уголъ C A B , равный 
углу D A B безъ угла D A C ; слѣдоватрльно 

* l _ C A B = L D A B — L DAC. 
Представимъ себѣ , что обращающаяся прямая приняла положе-

' ) Слово «уголъ» замѣняется в ъ письмѣ и въ печати знакомъ . 



ф и г - 1 2 - aie АС (фиг. 1 2 ) относительно постоянной пря-
мой A B , и потомъ постепенно перешла въ A I ) ,  
А Е , A F и т. д . , образуя равные углы C A B ,  
В А С , E A D , F A E ; тогда относительно пря-
мой A B образовался уголь F A ß , равный 
4 L C A B . 

На оборотъ: если прямая, обращаясь около точки А , образовала 
равпые углы F A E , E A D , В А С , C A B , то относительно прямой A B  
прямая АС составила уголъ C A B , равный 7 * L B A F . 

2 0 . Если прямая, обращаясь около точки А (фиг. 9 ) , приняла 
положеніе АС и потомъ обращеніемъ въ обратную сторону перешла 
оиять въ первоначальное ноложеніе, то этимъ обращеніемъ образо-
вался нулевой ухоль ; слѣдовательно нулевой угол ь еі ть разность 
двухь равныхъ угловъ. 

Если прямая, обращаясь около точки А (фиг. 1 3 ) , приняла по-
Ф„,. т . ложеніе АС, составляющее съ пер-

воначальнымъ ноложеніемъ одну 
« * А 1 « прямую, то образуется раз-

вернутый уголъ B E F . Уголъ, 
образуемый полнымъ обращеніезіъ прямой, называется полным 
угломъ. 

Возможио наложить развернутый уголъ C A B (фиг. 1 4 ) на раз-
Фиг. 14. вернутый уголъ B E F такъ, чтобы вершина А , 

А и стороны A B и АС угла C A B совпали сь 
н вершиною Е и сторонами Е Е и Е В угла В Е Б ' . 

о f Отсюда по нредъидущему ( 1 8 ) мы заключаем ь, 
что всѣ развернутые углы равны. 

Д в а развернутые угла дополняютъ одинъ другаго до нолнаго 
угла; слѣдовательнн всякій развернутый ухоль есть половина пол-
на ю угла. 

2 1 . Представимъ себѣ, что сторона В С (фиг. 1 5 ) угла A B C про-



Фиг. It).  
Л 

Ф и г - 1 5 ' должен» за вершину В ; тогда образуется 
уголъ A B I ) , который вмѣсгѣ съ угломъ 
A B C составляет!, развернутый уголъ 
C B D , т . е. 

L A B C + L A B D = L C B D . 
Углы A B D и A B C . которые имѣютъ  

общую сторону A B , общую вершину В и стороны ВС и B D которыхъ 
составляютъ одну прямую, называются смежными углами. 

2 2 . Если два смежные угла A B C и A B D (фиг. 1 6 ) равны, то 
каждый изъ иихъ есть прямой уголъ; слѣдо- 
вате.тьно прямымъ угломъ называется такой 
уголъ, который равенъ своему смежному углу. 
В с ѣ прямые углы равны между собою, потому 
что всякій прямой уголъ есть половина развер-
нутаго угла, a всѣ развернутые углы равны. 

Такъ какъ развернутый уголъ есть половина полнаго угла, а прямой 
уголъ равенъ половинѣ развернутого угла, то прямой уголъ соста-
вляетъ четвертую часть полнаго угла. 

Всякій уголъ, какъ напримѣръ A B C (фиг. 1 5 ) , который меньше 
прямаго угла, называется острымъ. Тупымъ угломъ называется та-
кой уголъ A B D , который больше нрямаго. 

2 3 . Можно себѣ представить, что прямой уголъ раздѣленъ на 9 0 
равныхъ частей прямыми, проходящими чрезъ его вершину; каждая 

изъ зтихъ частей называется градусомъ угла. 
Если сравненіемъ угла D B C (фиг. 1 7 ) съ пря-
мымъ угломъ A B C оказалось, что уголъ D B C  
содержитъ 4 9 девятидесятнхъ частей прямаго 
угла, то мы говоримъ: уголъ D B C равенъ 4 9 
градусамъ. 

Градусъ содержитъ 6 0 минуть и минута дѣлится на 6 0 се-
кундь. В ъ письмѣ и печати градусъ, минута и секунда означаются 

Фиг. 27. 



чрезъ ', " ; слѣдовательно 4 2 ° 1 6 ' 8 5 " значить: 4 2 градуса 1 6 
минуть 3 5 секундъ. 

Углы A B D п В В С (фиг. 1 7 ) , сумма которыхъ равна прямому 
углу, дополняютъ одинъ другаго до прямаго угла. 

Всякій развернутый уголъ содержит!. 2-жды 9 0 ° , или 1 8 0 ° . 
Полный уголъ содержитъ 2-жды I S O 0 , т . е. 3 6 0 ° . 

2 4 . Д в ѣ прямыя A B и В С , составляющія прямой уголъ, взаимно-
перпендикулярны, т. е. прямая A B перпендикулярна къ ВС, и пря-
мая В С перпендикулярна къ A B . Точка В пересѣченія прямыхъ A B  
и В С называется основаніемъ перпендикуляра ') . 

Прямая A B (фиг. 1 5 ) , составляющая съ CD какой-нибудь уголъ, 
большій илп мёньшій прямаго угла, называется наклонною относи-
тельно прямой CD. 

Путь, по которому слѣдуетъ свободно-падающее тѣло, означаетъ 
вертикальную п.ш отвѣсную прямую. Прямая, перпендикулярная къ 
вертикальной прямой, называется юрнзонжиьною. Прямая AB (фпг. 
17), перпендикулярная къВС, только тогда вертикальна, когда пря-
м а я ВС горизонтальна. 

2 5 . Теорема. Сумма двухъ смежныхг угловъ равна двумъ 
прямымъ уіламъ. 

Даны два смежные угла A B C и A B D (фиг. 1 5 ) . Требуется до-
казать , что L А В С + L A B D = 1 8 0 ° . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . L A B C 4 - L A B D = L D B C ( 2 1 ) 

и /_ D B C — 1 8 0 ° ( 2 3 ) ; 

изъ зтихъ двухъ равенствъ ( 1 0 , 1 ) слѣдуетъ, что 
l _ A B C + l _ A B D = I S O 0 . 

77римѣчаніе . Уголъ A B C есть дополнснге угла A B D до двухъ 
прямыхъ угловъ, и уголъ A B D дополняетъ уголъ А Б С до двухъ 
прямыхъ угловъ, потому-что сумма этихъ угловъ равна двумъ пря-

' ) В ъ письыѣ H печати слова « перпендіікуляръ , перпендикулярный » замѣ- 

няются анакоиъ_1_-



мымъ угламъ. На этомъ основаніи острый уголъ имѣетъ своимъ до- 
полненіемъ тупой уголъ, и на оборотъ: тупой уголъ дополняется 
острымъ угломъ до двухъ прямыхъ угловъ. Чтобы найти дополненіе  
угла A B C до двухъ прямыхъ угловъ, стоить только продолжить сто-
рону ВС (или A B ) за вершину В. 

26. Обратное Ііредложеніе. Если сумма двухъ угловъ, 
имѣющихъ общую сторону и общую вергиину, равна двумъ пря-
мымъ угламъ, то ихх, вюыинія стороны составляютъ прямую 
линію. 

Дано: Z . A B C + A B B = 1 8 0 ° (фиг. 1 5 ) . Требуется до-
казать, что стороны ВС и B D составляютъ одну прямую. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Извѣстно, что продолживъ сторону В С за 
вершину В , мы получаемъ уголъ, служащій углу A B C дополненіемъ  
до 1 8 0 ° ; но это дополненіе угла A B C должно равняться углу A B D ,  
потому-что l _ А В С + /_ A B D = 1 8 0 ° по заданію; слѣдовательно  
сторона B D должна совпадать съ иродолженіемъ стороны ВС. 

27. Теорема. Равнымъ угтмъ принадлежать равные смеж-
ные углы. 

Дано (фиг. 1 8 ) / . A B C = / . D E F ; требуется доказать, что 
Ф и г . 1 8 . ^ L A ß I ) _ L G E I L 

f f' Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 

I / L A B C + L A B D = 1 8 0 u и 
, I / Z . D E F + Z . D E H = 1 8 0 ° ; 
« в е- а f 

откуда ( 1 0 , 1) 
L A B C + Z - A B D = / . E E F - h / _ G E H . 

Изъ этихъ двухъ равныхъ суммъ вычтя по-ровну, т. е. / _ A B C и 
L D E F , получимъ ( 1 0 , 4 ) равные остатки, т . е. A B D = / _ D E H . 

2 8 . Теорема. Сумма угловъ, лежащихъ по одну сторону 
прямой и имѣющихъ на ней общую вергиину, равна двумъ пря-
мымъ угламъ. 

Требуется доказать (фиг. 1 9 ) , что 
L A B C + D B A + E B D + / _ F B E + L D B F = 1 8 0 ° . 



Фиг. 19 . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Т а к ъ какъ сумма данныхъ угловъ равна суммѣ  
смежныхъ угловъ В В С и D B G и велѣдствіе (теоремы 2 5 ) 

[ _ D B C + L B B G = 1 8 0 ° , то 
A B C + / _ В В А + L E B B + L F B E 4 - L G B F = 1 8 0 ° . 

2 9 . Теорема. Сумма уг.ювъ, лежащихь около одной точки, 
равна четыремъ прямымъ угламъ. 

Требуется доказать (фиг. 2 0 ) , что 
L A B C 4 - L C B D 4 - L В В Е 4 - L E B F 4 - L F B A = 3 6 0 ° . 

Фиг. 20. 

A 
\ r 

F 
£ 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Продолживъ сторону B B за вершину В ' Л мы 
получимъ 

/_ СВВ 4- L ABC 4- L ABG = 1 8 0 ° (см. теор. 2 5 ) и 
LFBG4- L E B F 4 - L E B B = 1 8 0 ° (см. теор. 2 5 ) ; 

откуда 
^ _ C B D 4 ~ Z . A B C 4 - L A B G 4 - L F B G 4 - L E B F 4 - L E B B =  
3 6 0 ° пли L A B C 4 - L C B D 4 - L B B E 4 " L E B F + L F B A =  
3 6 0 ° , потому-что L A B G 4 - L F B G = L F B A . 

' ) Вспомогательным дпнін, т. е. ляніи, облегчяющія доказательство теоремы, 
проводятся пунктнромъ (точками). 



30. Творвма. Если двѣ прямыя п ереси,каюте я, то проти-
воположные относительно ихг вершины углы равны между собою. 

Даны двѣ пересѣкающіяся прямыя A B п CD (фиг. 8 ) . Требуется 
доказать, что L A E D = L В Е С ') и L А Е С = L « E D . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . A A E D + LАЕС = 1 8 0 ° (см.теор. 2 5 ) И 

l _ В Е С + L А Е С = 1 8 0 ° (см. теор. 25); 
откуда L A E D + L А Е С = L В Е С - f L А Е С (см. 1 0 , 1 ) или 

A E D = / _ В Е С (см. 1 0 , 4 ) . 
Подобным!, образомъ доказывается равенство противоположных!, 

утловъ А Е С и B E D . 
3 1 . Слѣдствіе. Еслиодинъ изъ угловъ, образовавшихся двумя 

Фиг. 21. пересѣкающимися прямыми А В и С П ( ф и г . 2 1), 
А прямой, то три остальные угла также должны 

быть прямые. В ъ самомъ дѣлѣ , если наири-
г » " мѣръ уголъ AOD прямой, то также противо-

положный ему уголъ ВОС и смежпый уголъ 
к 

АОС должны быть прямые; наконецъ и уголъ 
B O D прямой, иотому-что противоположный ему уголъ АОС прямой. 
Отсюда слѣдуетъ : если прямая АО перпендикулярна кг C D , гпо 
ея продолженье O B также перпендикулярно къ CD. 

32. Теорема. Изъ тонки, данной на прямой нельзя возста-
вить больгие одного перпендикуляра къ этой прямой. 

Возетавитъ перпендикуляръ къ данной прямой значитъ: провести 
перпендикуляр!, къ данной прямой чрезъ точку,взятую на этой прямой. 

Изъ точки В (фиг. 1 6 ) , данной на прямой DC, возставленъ пер-
пендикуляръ В А . Требуется доказать, что изъ точки В нельзя воз-
ставить другаго перпендикуляра къ прямой DC. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Иредставимъ себѣ , что прямая A B обра-
щается около точки В , какъ угодно : вправо или влѣво. При этомъ 

' ) > ілы A E D и В Е С , также углы А Е С u B E D , называются часто верти-
кальными углами. 



обращеніи прямой, уголъ A B C постепенно увеличивается и въ то-же 
время уголъ A B D постепенно уменьшается, или на оборотъ: уголъ 
A B C уменьшается и уголъ A B D увеличивается; слѣдовательно вра-
щающаяся прямая, выходя изъ ноложенія A B , не можетъ образовать 
равныхъ смежныхъ угловъ съ прямою CD. Отсюда мы заключаемъ, 
что изъ точки В возможно возставить только одині. перпендикуляра, 
къ прямой CD. 

ЗАДАЧИ. 

11) Какимъ угломъ выражается сумма угловъ ЕВЕ п FBG (фиг. 
19)? какимъ угломъ выражается сумма угловъ GBE, EBD, DBA? ка-
кпмъ угломъ выражается сумма угловъ ABC, ABD, DBE, E B F ? 

12) Уголъ BAD (фиг. 11)равенъ третьей части развернѵтаго угла, 
а уголъ DAC составляете, третью часть угла BAD; какую часть иол-
наго угла составляете уголъ DAC? 

13) Уголъ BAF (фиг. 12) равеиъ шестой части иолнаго угла; 
сколько разъ уголъ ВАС уляжется въ полномъ углѣ? 

14) Какимъ угломъ (фиг. 19) выражается разность угловъ ABG п 
ABE? Найти уголъ, равный 

L G B F - f - L D B F — l _ E B D -+- L A B E — /_ A B F . 
15) Изъ суммы какпхъ угловъ составлены углы (фиг. 19) DBG,  

ЕВС, ABF? 
16) Какіе углы образуются стрѣлками часовъ, когда часы иоказы-

ваютъ 12 часовъ, 3 часа, 6 часовъ, 9 часовъ? 
17) Какимъ угломъ дополняется уголъ CBD (фнг. 19) до двухъ 

прямыхъ угловъ? 
18) Если углы FBG п ЛВС равны (фиг. 19) п уголъ ABF вдвое 

больше угла FBG, то чему равенъ уголъ ABC? 
19) Предположивъ, что углы (фиг. 19) равиы между собою, на-

звать уголъ, равный '/» угла CBG, равный '/a yr.iaCBD, равный '/s угла 
DBG, равный 2 з угла СВЕ, равный 8Д угла ABG, равный утроенному 
углу ABC. 

20) Два угла т и п дополняюте одинъ другаго до прямаго угла 
н уголъ m втрое больше угла п; сколько градусовъ и минуте содер-
жите. каждый изъ зтихъ угловъ? 



21) Сколько градусовъ содержитъ уголъ ЕАС (фиг. 22), когда нз-
Фиг. 22. вѣстио, что уголъ DAB = 60°, прямая АЕ пернен-

с и дикулярна къ AB и прямая АС перпендикулярна 
г къ A D ? 

22) Сколько градусовъ содержитъ уголъ EAD  
* (фиг. 22 ) , когда пзвѣетно, что уголъ ЕАС = 126°, 

прямая АЕ перпендикулярна къ AB и прямая АС пер-
с пендикулярна къ AD? 

23) Сколько угловъ, равиыхъ каждый 22°80', можно начертить 
около одной и той-же точки ? 

24) Извѣстно, что уголъ ABF (фиг. 20) равенъ 140°, уголъ 
D B E = 87°, углы A B C H C B D равны п уголъ E B F равенъ 60°. Сколько 
градусовъ содержитъ уголъ ABC? 

25) Сколько градусовъ содержать углы ABD u ABC (фиг. 15), 
если уголъ ABD втрое больше угла ABC? 

26) Сколько градусовъ содержитъ уголъ ABF (фиг. 19), если уголъ 
СВЕ Ф 1 2 7 ° , уголъ ЕВ F = углу FBG и уголъ ЛВС = углу ABE? 

27) Чрезъ точку А прямой BF (фиг. 23) проведены прямыя СН, 
Фиг. 23. DG, АЕ; уголъ GAH = 32°23', FAH = 33°53' и 

DAE = 14°52'; сколько градусовъ и минуть въ 
углѣ EAF? 

28) Уголъ ВАС = 32°18 ' (фиг. 23) , уголъ 
G АН равенъ ноловннѣ угла FAG и уголъ 
EAF = 93°39' ; сколько градусовъ и минуть въ 
углѣ BAG? 

29) Зная (фпг. 8 ) , что уголъ СЕВ равенъ 2/з угла АЕС, узнать, 
сколько градусовъ содержитъ уголъ BED. 

30) Уголъ BAD (фиг. 23) — CAE, уголъ BAD = FAG, уголъ 
BAG = 115° н прямая AD раздѣллетъ уголъ CAE на двѣ равныя ча-
сти; сколько градусовъ и минуть содержитъ уголъ CAE? 

Т Е О Р Е М Ы . 

31) Уголъ ABD (фиг. 15) раздѣленъ прямою BF на двѣ равныя 
части, н уголъ ABC раздѣленъ прямою Б Е на двѣ равныя части. 
Требуется доказать, что прямыя BE и BF взаимно-перпендикулярны. 

32) Если прямая дѣлптъ уголъ АЕС (фиг. 8) на двѣ равныя ча-



сти, то ея продолженіе должно раздѣлить уголъ BED на двѣ равныл 
части. 

33) Если уголъ ЛЕС (фиг. 8) равенъ углу BED, то стороны АЕ и 
ЕВ должны составлять одну прямую. 

34) Если нзъ вершины В угла ABC возставленъ пернендику.тяръ 
BD къ сторонѣ AB н перпендпкуляръ BE къ сторопѣ ВС, то уголъ 
EBD, образовавшінся этими перпендикулярами, доиолняетъ уголъ 
ABC до двухъ прямыхъ угловъ. 

35) Если углы GBE и ABC (фиг. 19) равны н прямая BD раздѣ- 
ляетъ уголъ ABE на двѣ равныя части, то прямая BD должна быть 
перпендикулярна къ GC. 

Т Р Е Т Ь Я Г Л А В А . 

Треугольники. Свойства суммы д в у х ъ сторонъ треугольника. Р а в е н с т в о т р е -
угольниковъ. Свойства равнобедреннаго треугольника. 

3 3 . Если на сторонахъ угла А Б С (фиг. 2 4 ) в з я т ь точки А и С 
Фиг. 24. и соединить ихъ прямою А С , то составится прямо-

II линейная фигура, называемая треугольникомъ ; слѣ-
, довательно треугольникъ есть часть плоскости, огра-

ниченная тремя пересѣкаюіцимиея прямыми. Эти пря-
л е- мыя называются сторонами или боками треуголь-

ника. Точки А , В , С пересѣченія боковъ треугольника называются 
его вершинами. Сторонами треугольника образуются три угла А Б С 
(или С Б А ) , А С Б (или В С А ) и Б А С (или С А Б ) . Каждой сторонѣ  
треугольника противолежитъ одинъ уголъ и прилсжатъ два угла; 
такъ напримѣръ сторонѣ А Б противолежитъ уголъ А С Б и прилежатъ 
углы А Б С и С А Б . Каждый уголъ треугольника заключепъ между 
двумя сторонами. 

Относительно сторонъ треугольники бываютъ равностороннее, 
равнобедренные и разностороннее. Равностороннимъ называется 
треугольникъ, въ которомъ всѣ стороны равны ; въ равнобедрепномъ 



треугольнікѣ двѣ стороны равны; въ разностороннемъ треуголышкѣ  
-стороны не равны. 

Сумма сторонъ треугольника называется его гіергшеѵгрош. 
3 4 . Теорема. Во асякомъ треугольникѣ сумма двухъ сто-

ронъ больше третьей стороны. 
Между точками В и С (фиг. 2 4 ) проведены прямая ВС и ло-

маная линія В А С . йзвѣстно, что прямая ВС есть кратчайшее раз-
стояніе между точками В и С ; слѣдовательно 

С Л Ъ Д С Т В І Е 1 . Вычтя В А изъ обѣихъ частей послѣдняго не-
равенства, получимъ 

т. е. разность между двумя сторонами треугольника должна 
быть меньше третьей стороны. 

С л ъ д е т в і Е 2 . Три прямыя произвольной длины не всегда ио-
гутъ быть сторонами треугольника. Чтобы ими возможно было обра-
зовать треугольникъ, каждая изъ нихъ должна быть меньше суммы 
двухъ остальныхъ, или наибольшая изъ нихъ должна быть меньше 
суммы двухъ остальныхъ; такъ напримѣръ изъ прямнхъ, содержа-
щихъ 9 верпіковъ. 4 вершка и 3 вершка, нельзя составить троуголь-
пикъ, потому-что 9 не меньше 4 - f - 3 . 

35. Теорема. Сумма прямыхъ, соединяющихъ точку, взя-
тую внутри треугольника, съ оконечностями' одной изъ его сто-
ронъ, меньше суммы двухъ остальныхъ сторонъ треугольника. 

Точка D (<|»иг. 2 5 ) , находящаяся внутри треугольника A B C , 

ВС < В А С или В С < В А + АС. 

ВС — В А < А С ; 

Ф: і г 25 . соединена съ точками А и В прямыми 
D Â и D B . Требуется доказать, что 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Продолживъ пря-
мую A D до пересѣченія Е съ стороною 
В С , получимъ изъ треугольника А Е С 

UA + D B < CA + С В . 

(см. теор. 34) 



Е А < C A 4 - С Е или 
E D + D A C C A + C E ,  

и изъ треугольника B D E имѣемъ 
D B < Е В 4 - E D . 

Сложеніемъ двухъ послѣднихъ неравенствъ по-членпо получится 
E D 4 - DA + D B < CA 4 " CE 4 " Е В - h E D или 

DA H- D B 4 - E D < CA + C B 4 " E D или 
D A 4 - D B < C A 4 : C B . 

3 6 . Теорема. Если на прямой построены два треуголь-
ника, двѣ стороны которыхъ перст,каются, то сумма зтгіхъ  
двухъ стороны больше суммы двухъ нетреаі,кающихся стороны. 

На прямой A B построены два треугольника A B C и A B D (фиг. 
2 6 ) , которыхъ стороны В С и A D иересѣкаются  
въ точкѣ Е . . Требуется доказать, что 
'AD 4 - D O АС 4 - B D . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . И З Ъ треугольника А С Е 

мы имѣемъ (см. теор. 3 4 ) 
А Е 4 - Е С > АС 

и изъ треугольника B E D получится 
E D 4 - B E > B D .  

Сложивъ эти два неравенства ио-члепно. иолучимъ 
А Е + E D 4 - B E 4 - ЕС > АС - f B D или 

AD 4 - В О АС 4 - B D . 
3 7 . Теорема. Два треуюлг.ника равны, если двѣ стороны 

одного соотвѣтственно равны двумъ сторонамг другого треуголь-
ника и углы, заключагощіеся между этими сторонами, раины. 

Дано (фиг. 2 7 ) : A B = D E , AC = D F и L В А С = L E D F .  
ф и 1 ' - ' 2 7- Требуется доказать, что тре-

• А 
угольники A B C и D E F равны. На-
ложимъ треугольникъ A B C на тре-

\ _ угольникъ D E F такимъ образомъ, 
* чтобы: 1 ) вершина А упала въ 



вершину D , 2 ) сторона A B пошла по сторонѣ D E , и 3 ) треуголь-
ники пришлись по одну сторону совмѣстившихся боковъ A B и D E .  
Тогда узнаемъ, что 1 ) точка В упадетъ въ Е , потому-что A B = D E , 
2 ) сторона АС нойдетъ по D F , потому-что углы В А С и E D F равны, 
3 ) точка С упадетъ въ F , потому-что АС = D F , и наконецъ 4 ) сто-
рона В С совмѣстится съ стороною E F , потому-что оконечныя точки 
В и С совпали съ оконечными точками Е и F . Т а к ъ какъ стороны 
A B , АС и В С совмѣстились съ соотвѣтствуюіцими сторонами D E ,  
D F и E F , то мы заключаемъ, что треугольники A B C и D E F  
еовмѣщаются и слѣдовательно они равны. 

3 8 . Теорема. Если сторона одною треугольника равна 
сгщюнѣ другого треугольника и углы, прилежащіе къ этимъ 
сторонамъ, соотвѣтственно равны, то треугольники должны 
быть равны. 

Дано (фиг. 2 7 ) : A B = D E , L В А С = L E D F и L A B C  
= / . D E F . Требуется доказать, что треугольники A B C и D E F  
равны. 

Для доказательства наложимъ треугольннкъ A B C на треуголь-
ник!. D E F такимъ образомъ, чтобы сторона A B совмѣстилась съ сто-
роною D E ; это совмѣщеніе возможно, потому-что стороны A B и D E  
равны. Тогда по равенству угловъ В А С и E D F сторопа АС нойдетъ 
по D F и точка С упадетъ въ какую-нибудь точку стороны D F . По-
томъ, но равепству угловъ A B C и D E F , сторона В С пойдетъ по E F  
и точка С уиадетъ въ какую-нибудь точку стороны E F . Т а к ъ какъ 
точка С должна лежать одновременно на сторопахъ D F и E F , то она 
непремѣнно уиадетъ въ ихъ общую точку, т . е. въ точку F ихъ ие-
ресѣченія. Совмѣщеніемъ вершинъ треугольника A B C съ соотвѣт- 
ствующими вершинами треугольника D E F опредѣляетея совмѣщеніе  
сторонъ А С , В С , A B съ сторонами D F , E F , D E и слѣдовательно  
совмѣщеніе данныхъ треугольниковъ. 

3 9 . Теорема. Если двѣ стороны одною треуюлтта со-
ответственно равны двумъ сторонамъ другого треугольника, но 



углы, заключающісся между этими сторонами, не равны, то 
меньшему углу противолежитъ меньшая сторона. 

Дано (фиг. 2 8 ) : A B = D E , AC = D F и L В А С < L E D F .  
Требуется доказать, что сторона В С < E F . Для доказательства по-

слѣдовательно треугольникъ А Б С приметь ноложеніе D G F . Пред-
ставпмъ себѣ прямую D H , которою уголъ E D G раздѣляется на двѣ  
равныя части E D H и G D H . Проведя прямую H G , получимъ два 
треугольника H D E и H G D , въ которыхъ сторона D H общая (т. е. 
она принадлежитъ каждому изъ этихъ треугольниковъ), сторона 
D E = DG (потому-что по заданію D E = A B , а сторона A B при-
няла положепіе D G ) и /__ E D H = / _ G D H . Т а к ъ какъ двѣ  
сторопы и находящійся между ними уголъ треугольника H D E соот-
вѣтетвенно равны двумъ сторонамъ и лежащему между ними углу 
треугольника H G D , то эти треугольники (см. теор. 3 7 ) должны 
быть равны; слѣдовательно H E = H G . Изъ треугольпика F G H мы 
имѣемъ (см. теор. 3 4 ) F G < F H - | - H G . В ъ этомъ неравенетвѣ под-

• ставивъ Н Е вмѣсто H G , получимъ 
F G < F H + Н Е или F G < E F или В С < E F . 

4 0 . Т е о р е м а . Два треугольника равны, если три стороны 
одного соотвѣтственно равны трсмъ сторонамъ другого тре-
угольника. 

Дано (фиг. 2 7 ) : A B = D E , AC = D F и В С = E F . Требуется 
доказать, что треугольники А Б С и D E F равны. 

Углы В А С и E D F , заключающіеся между соотвѣтственно рав-
ными сторонами, не могутъ быть неравны, потому-что при неравен-
ствѣ угловъ противо.іежащія имъ сторопы должны быть неравны (см. 
теор. 3 9 ) ; но такъ какъ по заданію стороны В С и E F равны, то и 

Фиг. 28 . ложимъ треугольникъ А Б С подлѣ  
треугольника D E F такимъ обра-
зомъ, чтобы вершипа А упала в ъ 
D , вершина С упала въ F и сто-
рона В С приняла положепіе G F ; 



углы B A G и ЕВБ 1 должны быть равны. Отсюда слѣдуетъ, что тре-
угольники В А С и E D F , въ которыхъ по заданію A B — D E , A C = D F ,  
и но доказанному ВАС = E D F , должны быть равпы (теор. 
3 7 ) . В ъ треугольнікахъ В А С и E D F , ѵдовлетворяющнхъ условію  
A B = D E , AC = D F , ВС = E F , должно быть 

L А С В = / _ D F E , L A B C — L D E F , L B A C = L E D F . 
•41. 11римѣчанк. Всякііі треугольникъ состоите изъ шести э.ге-

мснтовъ: трехъ сторонъ и трехъ угловъ. Если два треугольника 
равны, то шесть элементовъ одного соотвѣтственно равны шести эле-
ментамъ другаго треугольника. В ъ предъидущихъ теоремахъ ( 3 7 , 3 3 , 
4 0 ) мы узнали, что въ двухъ треугольникахъ элементы соотвѣт- 
ственно равны, если три элемента одного треугольника соотвѣтственно  
равны тррмъ элементамъ другаго, и если они составляют^ слѣдующія  
группы: а) двѣ стороны н заключающийся между ними уго.ть, I ) сто-
рона и два прнлежащіе къ ней угла, с) три стороны. 

4 2 . Теорема. Во равнобедренномъ треуюліннкѣ равнымъ 
сторонамъ противолежать равные углы. 

Дано (фпг. 2 9 ) : A B = А С ; требуется доказать, что 

A B D и ACÜ равны и / _ А С В = / _ A B C . 
ІІримѣчаніе. Точка пересѣченія равныхъ сторонъ равнобедрен-

наго треугольника называется его вергиггною, сторона, противолежа-
щая вершинѣ, называется его основаніемъ, и прямая, соединяющая 
вершину съ срединою основанія, называется вглеотою равнобедрен наго 
треугольника. 

/ _ ACD = / _ A B C . 
Ф и г . : -9. Для доказательства соедипимъ прямою A D  

вершину А съ срединою D стороны В С ; полу-
чимъ два треугольника A B D и A C D , въ ко- • 
торыхъ сторона B D = CD (потому-что сторона 
ВС раздѣлена точкою D на двѣ равныя ча-
сти), сторона A D общая и A B — АС по за-
дапію; слѣдовательно (теор. 4 0 ) треугольники 

А 



С Л В Д С Т В І Е 1 . Изъ равныхъ треугольпиковъ A B D и A CD слѣ- 
дуетъ, что / _ A D B = / . A D C . Такъ какъ эти углы, имѣющіе об-
щую сторону A D и стороны B D и DC составляютъ одну прямую, 
смежные и кромѣ того равны между собою, то каждый изъ ннхъ пря-
мой и слѣдовательно прямая A D перпендикулярна къ ВС. Изъ этихъ 
же равныхъ треугольниковъ мы имѣемъ / . B A D = / . CAD. Отсюда 
слѣдуетъ, что въ равнобедрѳнномъ треугольникѣ 1) прямая (высота 
равнобедренного треугольника), соединяющая ею вергиину съ сре-
диною осгюванія, перпендикулярна къ основанию, и 2) этотъ 
перпендикуляръ раздгьляетъ уголъ при вершинѣ на две равныя 
части. 

Прямая A D удовлетворяете пяти условіямъ: 1) она нроходитъ 
чрезъ вершину А , 2 ) она проходитъ чрезъ средину D основанія ВС, 
3 ) она перпендикулярна къ основапію В С , 4 ) она раздѣляетъ уголъ 
при вершинѣ на двѣ равныя части, 5 ) она раздѣляетъ треугольнпкъ 
A B C на. два равные треугольника. 

С Л Ѣ Д С Т В І Е 2 . Если А В = А С и А В = В С , т о по равенству 
сторонъ A B и АС мы имѣемъ / . A G B = / . A B C и по равенству 
сторонъ A B и В С получимъ / . А С В = / . В А С ; слѣдовательно въ 
равностороннемъ треугольнике всгь углы равны. 

4 4 . Обратное прѳдложеніе. Въ треугольникеравнымъ 
угламъ пропгиволежатъ равныя стороны. 

Дано (фиг. 3 0 ) : / _ А В С = / . А С В ; требуется доказать, что 
ф і " • 3 о- АС = A B . 

о Для доказательства предста-
вимъ себѣ треугольникъ D E F ,  
совершенно равный треугольнику 

. А Б С . Наложимъ треугольникъ 
D E F на треугольникъ A B C та-

кимъ образомъ, чтобы точка Е упала въ С и точка F упала въ В ; 
тогда сторона E F совмѣстится съ равною стороною ВС. Такъ какъ 
Z . D F E = / . А С В и / . A G B = / . A B C , то / . D F E равенъ также 



l _ A B C , и по равенству этихъ угловъ сторона F D пойдетъ по В А . 
Уголъ D E F = L A B C и L A B C = L A C B ; слѣдовательно  
Z. D E F = Z. A C B , и сторона E D пойдетъ по CA. Точка D должна 
находиться одновременно на В А и C A ; слѣдовательно она упадетъ 
въ точку A нересѣченія этихъ прямыхъ. Т а к ъ какъ сторона D E ,  
равная A B , совмѣстидась съ стороною А С , то мы заключаемъ, что 
стороны A B и АС равны и слѣдовательно треугольникъ A B C равно-
бедренный. * 

45. Теорема. Если въ треуюлшикѣ неравные углы, то 
сторона, противолежащая большему углу, больше стороны, на-
ходящейся противъ меныиаго угла. 

Дано (фиг. 3 1 ) Z . A B O Z. A C B ; требуется доказать, что 
Фиг. зі . А С > А в > 

Проведя прямую B D такимъ образомъ, 
чтобы образовался уголъ D B C , равный углу 
А С В , получимъ равнобедренпый треуголь-
пикъ B C D . В ъ самомъ дѣлѣ , въ немъ сто-
роны CD и B D , противолежащія равнымъ 
угламъ C B D u B C D , равны. Изъ треуголь-

ника A B D нмѣемъ A D + D B > A B . Подставивъ DC вмѣсто D B ,  
получимъ A D + DC > A B или AC > A B . 

Ч И С Л Е Н Н Ы Е В О П Р О С Ы . 

36) Перпметръ равнобедрен наго треугольника ABC равенъ 120 
саж., АС = 37 саж. п AB = ВС; сколько сажень содержись сто-
рона AB? 

37) Въ треугольник!; ABC сторона В С = 2 7 саж. и сторона А В = 1 5 1 2 
саж. Можетъ-лн сторона АС равняться 11 саж.? 

38) ІІериметръ равнобедреннаго треугольника ABC раненъ 105 
саж., AB = 86 саж. п AB = ВС; сколько сажень содержать сторона АС? 

39) ТТериметръ ранносторонняго треугольника ABC равенъ 185 
саж.; сколько сажень содержптъ стороца АС? 



4 0 ) Периметр!, треугольника ABC (фиг. 29) равенъ 114 саж. п 
сторона АС = 25 саж.; сколько сажень содержитъ отрѣзокъ BD? 

41) Въ треуголышкѣ ABC (фпг. 29) отрѣзокъ DC = 373Д саж. п 
сторона AB = 80'/г саж.; сколько сажень содержитъ перпметръ этого 
треугольника? 

42) Въ (фиг. 25) АС = 371/* саж., В С = 2 5 1 а саж. п AD = 17 саж.; 
сколько сажень можетъ содержать прямая BD? 

43) Въ (фиг. 26) ВС = 753Д саж., АС = 43 (г саж. п BD = 35'/4 
саж.; сколько сажень можетъ содержать прямая AD? 

44) Отрѣзокъ BD (фпг. 29) составляет!, какую часть периметра 
равиосторонняго треугольника? 

45) Въ треугольнпкѣ ABC сторона АС = 8ДАВ, ВС = АС н перп-
метръ равепъ 150 саж. Сколько сажень содержитъ каждая сторона 
этого треугольника? 

46) Продолживъ сторопы CA п ВА (фиг. 29) за вершпну А, узна-
емъ, сколько градусовъ содержитъ образовавшая уголъ, если уголъ 
BAD = 37°30'. 

4 Î ) Къ прямой AD (фпг. 29) возставленъ иерпенднкуляръ АЕ изъ 
точки А. Сколько градусовъ п минуть содержитъ уголъ CAE, если 
уголъ В А С = 67°30'? 

48) Иродолжпвъ сторону CA (фпг. 29) за вершину А до точки Е, 
ѵзнаемъ, сколько градусовъ и минуть содержитъ уголъ ВАЕ, если 
уголъ BAD = 36°35'. 

49) Изъ точки А (фиг. 29) возставленъ иерпенднкуляръ AF къ 
сторонѣ АС и периендпкуляръ AG къ прямой AD. Сколько градусовъ 
ц мішутъ содержитъ уголъ FAG, если уголъ ВАС = 42°10'? 

50) Основаніе ВС равнобедреннаго треугольника ABC составляет!, 
7/в стороны АС. Какую часть периметра треугольника составляетъ 
сторона АС? 

Т Е О Р Е М Ы . 

51) Если на продолженін стороны AB треугольника ABC (фпг. 24) 
отложить часть BD, равную ВС, на продолженіп стороны СВ отло-
жить часть BE , равную AB, и провести ED, то образуется треуголь-
никъ DBE, равный треугольнику ABC. 



52) Если средину D основанія ВС равнобедреннаго треугольника 
АБС соединиті, съ средними точками Е и F сторонъ AB и АС, то 
образуются дна равные треугольника BDE и CDF. 

53) Если въ треѵгольвикѣ ABC, котораго сторона AB меньше 
стороны ВС, отложить иа ВС часть BD, равную ВА, потомъ, продол-
ЖІІВЪ ВА, отложить прямую B E , равную ВС, и наконецъ соединить 
точки D п Е, то образуется треугольникъ EBD, равный треугольнику 
ABC. 

54) Периметръ треугольника ABC (фиг. 25) больше суммы пря-
мыхъ, соедпняющнхъ точку D съ вершинами А, В, С н меньше удвоен-
ной суммы этпхъ нрямыхъ. 

55) Прямыя, проведенныя въ равноетороннемъ треугольннкѣ  
чрезъ его вершины перпендикулярно къ протпволежащимъ сторо-
намъ, равны между собою. 

56) Если средину H осиованія ВС равнобедреннаго треугольника 
АБС соединить съ какою-нябудь точкою M стороны АС, то разность 
нрямыхъ МН и ВН меньше разности нрямыхъ AB и AM. 

57) Если иа сторонахъ ВС, CA, AB равносторонняго треугольника 
отложить равныя частп BD, CE, AF п провести ирямыя DE, EF, FD,  
то образуется равностороииій треугольнпкъ DEF. 

Ч Е Т В Е Р Т А Я Г Л А В А . 

Свойства перпендикуляра и н а к л о н н ы х ъ , проведенныхъ отъ одной и той-же 
точки до прямой. Р а в е н с т в о прямоугольныхъ треугольвиковъ . 

4 6 . Изъ точки опустить перпендикуляры на прямую зна-
чип»: чрезъ точку, данную внѣ прямой, провести ирямую перпенди-
кулярно къ данной прямой. 

Теорема. Изъ данной точки нельзя опустить больше 
одною перпендикуляра на данную прямую. 

Представимъ себѣ, что изъ точки А (фиг. 21)опущенъ перпен-
дикуляръ АО на прямую CD, и что бумага, на которой ироведены эти 



прямыя, перегнута но направденію CD. Если, согпувъ бумагу, мы от-
мѣтимъ нодъ прямою CD точку В , въ которой пришлась точка А * 
потомъ нынрямимъ опять бумагу и наконецъ соедннимъ точки А и В 
прямою A B , то получимъ два равные угла АОС и ВОС (иотому-что 
пхъ стороны совмѣщаются). Т а к ъ какъ уголъ АОС прямой, то и уголъ 
ВОС долженъ быть прямой; слѣдовательно эти углы суть смежные и 
ихъ сто]юны АО и O B должны составлять одну прямую линію. Зная, 
что между точками А и В возможно провести только одну прямую, 
мы заключаемъ, что изъ точки А нельзя опустить больше одного пер-
пендикуляра на прямую CD. 

47. Теорема. Лерпендикуляръ, опущенный изъ данкой 
точки но прямую, короче наклонной, проведенной между данною 
точкою и данною прямою. 

ф и г - 3 2 - Изъ точки С (фиг. 3 2 ) опуіценъ перпендикуляры 
с CD на данную прямую A B и проведена наклонная 

C F къ A B . Требуется доказать, что CD < C F . IIpo- 
должнвъ прямую CD, сдѣлаемъ D E = C D и нроведеиъ 

в нрямую F E ; получим ь два равные треугольника C E D  
и E F D , потому-что сторона D F общая, стороны CD  
и E D равны (по отложенію) и углы C D F и E D F  
равны (прямые углы); слѣдовательно C F = E F и 

C F = половинѣ ломаной лпнін C F E . Далѣе мы замѣчаемъ, что 
между точками С и Е проведены: прямая СЕ и ломаная линія C F E ,  
Т а к ъ какъ прямая СЕ короче всякой линіи, проведенной между точ-
ками С и Е , то СЕ < C E E и 

7 « С Е < Ѵ Х С Е - ( - F E ) или CD < C F . 
Примѣчаніе 1. Периендикуляръ C D , опущенный изъ точки С 

на нрямую A B , есть кратчайшая прямая между точкою С и прямою 
A B , а потому этотъ пернендикуляръ означаете разстояніа между 
точкою С и прямою A B . 

Примѣчаніе 2. Такъ какъ въ треугольникѣ CD! 1 сторона 

/ 
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CD < C F , то (теор. 4 5 ) уголъ C F D долженъ быть меньше угла C D F .  
Отсюда слѣдуетъ: если изъ какой-нибудь точки прямой C F , состав-
ляющей съ прямою AB острый уголъ, опустить перпендикуляръ 
на A B , mo онъ долженъ находиться внутри этою острою угла. 

Уголъ C F A , смежный съ угломъ C F B , долженъ быть тупой 
(теор. 2 5 ) ; слѣдовательно если двѣ прямыя A F и C F составляютъ 
тупой уголъ C F A , гпо перпендикуляръ CD упадетъ на продолжс-
ніе прямой A F вгаъ тупаго угла A F C . 

ІІримѣчаніе 3. Зная, что прямая F D , проведенная перпен-
дикулярно къ CD, меньше наклонной F C , мы узнаемъ, что уголъ 
F C D < угла F D C (теор. 4 5 ) ; слѣдовательно уголъ F C D острый. 
Отсюда мы заключаемъ, что m трсуюлънгікгь, содержащему пря-
мой уголъ, два остальные угла должны быть острые. Треуголь-
никъ, въ которомъ заключается прямой уголъ, называется прямо-
угольнымъ. Сторона C F треугольника C D F , противолежащая прямому 
углу, называется гипотенузою, a двѣ остальным стороны CD и D F  
суть катеты. 

4 8 . Теорема. Двгь наклонныя, проведенныя отъ одной 
и той - же точки перпендикуляра до данной прямой и 
равно-огггетояиыя отъ основанія этого перпендикуляра, равны 
между собою. 

Фш. зз. д а н о (фиг. 3 3 ) : D E = D F ; требуется до-
с казать, что С Е = C F . 

/ ' Треугольники E C D и F C D равны, потому-
что сторона CD общая, D E — D F но зада-
нію и L C D E = L C D F (прямые углы); 

л к 7і г я слѣдовательно С Е = C F . 

4 9 . Обратное предложеніе. Двгь равныя наклонныя, 
ггроведенныя огпъ одной и той - же точки ггерпендику.іяра до 
данной прямой, равно-отпггоягггъ отъ основания этого перпенди-
куляра. 
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Дано (фиг. 3 3 ) : CE = C F ; требуется доказать, что E D = F D . 
По равенству нрямыхъ С Е и C F мы заключаешь, что C E F рав-

нобедренный треугольникъ. Такъ какъ прямая CD проведена отъ вер-
шины этого треугольника перпендикулярно къ его основанію, то этимъ 
перпендикуляромъ основаніе дѣлится на двѣ равныя части ( 4 3 ) ; слѣ- 
довательно E D = F D . 

50. Теорема. Всѣ точки перпендикуляра, оозставленнто 
изъ средины прямой, равно отстоять отъ оконечностей данной 
прямой. 

Ф и г - 3 4 - Дано (фиг. 3 4 ) : изъ средины D прямой 
е A B возставленъ дерпендикуляръ ; слѣдова- 

тельно A D = B D . Требуется доказать, что 
AM = ВМ. Наклонныя AM и ВМ равно уда-
лепы отъ оснбванія D перпендикуляра DC,  

л " йі і я иотому-что по заданію DA = D B ; следова-
тельно AM - В М (теор. 4 8 ) . 

Докажемъ теперь, что всякая точка Р , на-
ходящаяся внѣ перпендикуляра D C , неравно отстоитъ отъ точекъ 
А и В . Проведя прямыя Р А и P B , соедянимъ точку M пересѣченія  
прямыхъ CD и А Р съ точкою В прямою M B . По предыдущему 
AM = В М и B P < В М - ) - M P (прямая короче ломаной липіи).  
Замѣпивъ въ этомъ неравенствѣ В М чрезъ A M , нолучнмъ 

B P < AM H - M P или B P < А Р . 
51. Геометрическимъ мѣотомъ называется лпиія (или поверх-

ность), всѣ точки которой удовлетворяютъ одпимъ и тѣмъ-же усло-
віямъ. По этому прямая С Е , проведенная перпендикулярно къ пря-
мой A B чрезъ средину D, есть геометрическое мѣсто всѣхъ точекъ, 
равно-удаленныхъ отъ точекъ А и В . 

52. Теорема. Если отъ одной и той-же точки перпен-
дикуляра проведены овѣ наклонныя, то та изъ нихъ наиболь-
шая , которая дальше отстоитъ отъ основапія перпендику-
ляра. 
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Дано (фиг. 3 5 ) : перпендикуляръ C D , накдонныя C F и C G , и 
ф и г - 3 5 - DG > D F . Требуется доказать, что 

CG > C F . 
Продолжит, прямую CD и отложивъ 

D E = CD. проведет, прямыя E F и E G ;  
получимъ треуг. C D F = треуг. E D F и 
треуг. CDG = треуг. E D G , потому-что 
CD = D E по отложенію. CDG = 
/__ E D G (прямые углы) и стороны D F  
и D G общія: слѣдовательно C F = E F  
и CG = E G . По предъидущему (теор. 

3 5 ) изъ треугольника C E G получимъ 
CG + G E > C F + F E или 2CG = 2 C F ;  

откуда CG = C F . 
Представимъ себѣ двѣ наклонный СН и CG. Если разстояніе  

DG отъ основанія перпендикуляра больше разстоянія D H , то паклон-
наи CG больше наклонной CH. В ъ самомъ дѣлѣ , отложивъ D F = D H  
и проведя прямую C F . получимъ равныя наклонпыя C F — СН (теор. 
4 8 ) и CG > C F (потому-что D G > D F ) . Т а к ъ кань 

C F = СН и CG > C F , то CG > CH. 
53. Теорема. Два прямоугольные піреуголімѵка равны, 

если гипотенуза и острый/ уголъ одного соотвгьтственно равны 
гипотенузѣ и острому углу другого гпреуголг ннка. 

Дано (фиг. 3 6 ) : ВС = E F и L A B C = L D E F ; требуется 
доказать, что треугольники Л В С и D E F равны. 

Наложимъ треугольникъ D E F на треуголь-
никъ Л В С такимъ образомъ, чтобы сторона 
EFсовмѣстилась съ стороною В С ; тогда точки 
Е и F упадѵтъ въ точки В и С и , но равен-
ству угловъ D E F и A B C , нрямая E D пойдет!, 

но прямой В А . Сторона F D , перпендикулярная къ D E , должна при-
нять направленіе прямой CA. потому-что изъ точки С возможно опу-



стить только одинъ перпендикуляр-!, OA на A B . Т а к ъ какъ точка 
D должна упасть одновременно па прямыя В А и C A , то она ненре-
мѣнно упадетъ въ точку A пересѣченія этихъ прямыхъ; слѣдовательно  
данные треугольники совмѣстятся. 

54. Теорема. Два прямоугольные треугольника равны, 
если гипотенуза и категпъ одною соотвѣпіственно равны гипо-
тенузгь и катету другаго игре угольника. 

Дано (фиг. 3 6 ) : В С = E F и АС = D F ; требуется доказать, 
что треугольники A B C u D E F равны. Наложимъ треугольники D E F  
на треугольникъ A B C такимъ образомъ, чтобы сторона D F сонмѣ- 
стилась съ стороною АС ; тогда точки D и Б1 упадутъ въ точки А и 
С, и сторона D E пойдетъ по направленію стороны A B но равенству 
угловъ F D E и C A B . Такъ какъ вслѣдствіе этого наложенія стороны 
С В и Б'Е придутся по одну и ту-же сторону перпендикуляра CA и 
по заданію СВ = БЧЗ, то эти прямыя, какъ равння наклонныя, дол-
жны находиться на равныхъ разстояніяхъ (теор. 4 9 ) отъ оспованія  
перпендикуляра C A ; слѣдовательно E D = В А и данные треуголь-
ники совмѣстятся. 

5 5 . Теорема. Іки, точки ггрямой, раздгьлятцегг уголъ на 
двгь равнгля части, равно-отстоять огггъ сторонъ этого угла. 

Дано (фиг. 3 7 ) : B A D = CAD, прямая M E перпендику-
• 37• лярна къ A B , прямая МБ1 перпендикулярна 

къ АС. Требуется доказать, что МБ) = M F .  
Треугольники А Е М и А ЕМ равны (теор. 5 3 ) , 
потому-что сторона AM общая и / _ Б А М = 
і _ Е А М ; слѣдовательно M E = M E . 

Докажемъ теперь, что всякая точка Р , ле-
жащая внѣ прямой A D , не равно-отстоитъ 
отъ прямыхъ A B и АС. Для этого изъ 

точки Р опустимъ перпендикуляры Р Е и Р(т на стороны A B и 
А С , и изъ точки M ітересѣчснія прямыхъ A D и РБ) опустимъ 
перпендикуляръ M F на АС. Наконецъ проведя прямую P F , но.ту-

з* 



чпмъ треугольникъ F M P , въ которомъ Р М - ) - M F > P F . Извѣстно,  
что P F > P G , потому-чго прямая P G перпендикуляръ, a P F на-
клонная относительно прямой АС. Т а к ъ какъ Р М - j - M F > P F и 
P F > P G , то непремѣнно ( 1 0 , 9 ) P M + M F > P G ; но M F = M E ,  
слѣдовательно Р М 4 - M E > P G или Р Е > P G . 

Ч И С Л Е Н Н Ы Е В О П Р О С Ы . 

58) Зиая, что ломаная линія C F + F E (фиг. 32' равна 63 саж. и 
разстояніе точкп С отъ прямой AB равно 16 саж., узнать, сколько са-
жень содержитъ наклонная СЕ. 

59) Наклонная CF больше прямой CD на 8 4 саж. (фиг. 33). IIa  
сколько сажень прямая CD должна быть меньше наклонной СЕ, ко-

• торой разстояніе отъ точкп D равно DF? 
6 0 ) Разстояніе между точками F н С (фиг. 32) равно 38 саж. и 

FD = 16 саж. Опредѣлнть на прямой AB еще точку, отстоящую отъ 
С на 38 саж. 

61) Сколько сажень содержитъ прямая СЕ (фиг. 33 ) , если лома-
лая лпнія E C F - 3 7 саж. п DE = DF? 

62) Найтп разстояніе между точками D и F (фиг. 33) , когда нз-
вѣсгно, что СЕ = CF и F.F = 85 саж. 

63) Прямая MP = 17 '/г саж. и MB = 233Д саж. (фиг. 34) ; сколько 
сажень содержитъ разстояніе АР? 

64) Ломаная лпнія CGE (фиг. 35) содержитъ 3 7 4 саж. н перпен-
дпкуляръСЕ = 25 3 ч саж. Между какими числами должна находиться 
длина CF? 

Т Е О Р Е М Ы . 

65) Перпендикуляръ BD, опущенный изъ вершины В треуголь-
ника А ВС на протнволежащій бокъ АС. меньше полусуммы прилежа-
щихъ сторонъ ВА н ВС. 

66) Двѣ равныя наклонныя СЕ и CF (фиг. 33) составляют!, съ 
прямою AB равные углы. 

67) Если прямая CD (фпг. 33) раздѣляетъ угол ь ЕСРнадвѣ рав-
ныя части п чрезъ точку С проведена прямая GH перпендикулярно 
къ CD, то образуются равные углы GCE п IICF. 



68) Перпендикуляры BD и СЕ, оиущенные изъ оконечностей оено-
ванія ВС равнобедреннаго треугольника на противолежащія стороны 
АС и AB, равны п пхъ основаиія D и Е равно-отстоятъ отъ вер-
шины А. 

69) Прямыя AD и СЕ, которыми соединяются оконечности А и С 
оенованія АО равнобедреннаго треугольника съ срединами D и Б] 
сторонъ ВС и ВА, равны. 

70) Есдя на сторонахъ угла ВАС (фиг. 37) отложены равны л ча-
сти АЕ и AF, и перпендикуляры, возставленные къ сторонамъ AB н 
АС изъ точекъЕпЕ, пересѣкаются на прямой A D, то эта прямая раз-
дѣляетъ уголъ ВАС на двѣ равныя части. 

71) Если къ прямой AD (фиг. 37), раздѣляющей уголъ ВАС на 
двѣ равныя частп, провести иерпенднкуляръ ЕЕ между сторонами 
AB и АС, то отрѣзки АЕ и AF должны быть равны. 

ПЯТАЯ Г Л А В А . 

Фиг. 3 8 . 

А 

Параллельный прямыя. 

5 6 . Прямая M X (фиг. 3 8 ) , пересѣкающая двѣ прямыя A B и CD, 
образуетъ съ этими прямыми восемь 
угловъ. (Прямую MN впредь будемъ на-
зывать сп,кущею). 

Углы с, d, е, f . лежащіе между пря-
мыми A B и C D , называются внутрен-
ними. Углы a, Ь, g, h, лежащіе внѣ 
прямыхъ A B и CD, называются внѣш-

- — 

ними. 
Д в а внутренніе или два внѣшніе угла, лежащіе по одну сторону 

сѣкущей, называются противолежащими. Углы а и у, также углы 
bah, суть внѣшно-противолежащге. Углы due, также углы 
с и / , суть внутрснно-противолежащіе. Д в а внутренніе или два 
внѣшніе у г л а , пмѣющіе разныя вершины и не лежащіе по одну сто-



рону сѣкущей, называются на-крестъ лежащими. Углы d и / , так-
же углы с п в, суть внутренніе на-крестъ лежащіе. Углы а и й, 
также углы Ь и у, суть вшыиніе на-крестъ лежащіе. 

Д в а угла, лежаіціе по одну сторону сѣкущей, изъ которыхъ одинъ 
внѣганій, а другой внутренней, называются соответствующими. 
Углы а и е, h и / , d и у, с и й суть соотвѣтствующіе. 

Д в ѣ прямыя, находящіяся въ одной и той-же плоскости, назы-
ваются параллельными, если онѣ , будучи продолжены въ какую 
угодно сторону, нигдѣ не встрѣчаются О. 

57. Теорема. г[вѣ прямыя параллельны между собою, если 
они перпендикулярны къ одной и той-же прямой. 

Дано (фиг. 3 9 ) : прямыя АС и B D перпендикулярны къ E F . 
Фиг. 39. Требуется доказать, что АС и B D параллельны. 

А в В ъ самомъ д ѣ л ѣ , прямыя АС и B D , будучи про-
должены вверхъ или внизъ, не могутъ встрѣтиться,  

- I г потому-что, если предположить, что онѣ гдѣ-пибѵдь 
е п л. • 

встретятся, то представилась бы возможность опу-
стить изъ одной и той-же точки два перпендикуляра на прямую E F . 

5 8 . Теорема. Чрезъ точку, данную вюь прямой, возможно 
провести параллельную къ этой прямой. 

Даны (фиг. 4 0 ) : прямая В С и точка А . 
ф и г - 4 о - Изъ точки А опустимъ периендикуляръ 

A D на ВС, и изъ точки А возставимъ иер-
пенднкуляръ А Е къ A D ; тогда прямыя А Е и 
В С , перпендикулярный къ A D , параллельны 

(і между собою. 
С Л Ъ Д С Т В І Е 1 . Зная, что изъ точки А 

нельзя возставить больше одного перпендикуляра къ прямой A D , мы 
заключаешь, что чрезъ точку А возможно провести только одну па-
раллельную къ ВС. 

Слово .параллельный» заменяется в ъ письме знакомъЦ. 



С Л Ѣ Д С Т В І Е 2 . Если прямая A D перпендикулярна къ В С , то 
она также перпендикулярна къ прямой А Е , параллельной къ В С . 

5 9 . Теорема. Двгь прямыя, параллельный къ третьей пря-
мой, параллельны между собою. 

Дано (фиг. 4 1 ) : прямая A B параллельна къ CD и прямая Е Е па-
Фиг. 41. раллельна къ CD. Требуется доказать, что прямыя 

/ f A B и CD параллельны между собою. 
Проведемъ прямую G H перпендикулярно къ A B .  

По параллельности прямыхъ A B и CD, прямая GH  
в ' / ! " должна быть перпендикулярна къ C D , а по парал-

" лельности прямыхъ CD и Е Е прямая G H должна 
быть иернендикулярна къ Е Е (слѣд. 2 теор. 5 8 ) . Такъ какъ пря-
мая G H перпендикулярна къ прямымъ A B и Е Е , то эти прямыя 
параллельны между собою. 

6 0 . Теорема. Если двѣ параллельным прямыя разсѣчены  
прямою, то: 1) внутреннее, на-крестъ лежащіе углы равны, 
2) вн/ыаніе на-крестъ лежащіе. углы равны, S) соотвгьтствую-
щі.е уиы равны, 4) внутренніе противолежащіе углы суть оо-
полняющіе до двутъ прямыхъ угловъ, 5) внѣганіе пропгггволежа-
щіе углы суть дополняющіе до двухъ прямыхъ угловъ. 

Даны (фиг. 4 2 ) : паралледьныя Е Е и CD и сѣкущая A B . 
Чрезъ средину К пряной G H проведемъ 

прямую LM перпендикулярно къ параллель-
нымъ Е Е и C D ; тогда но предъидущему ( 4 7 ) 
перпенднкуляръ K L помѣстится внутри остраго 
угла K G D , и нерпендикуляръ К М унадетъ вну-
три остраго угла К Н Е . Образовавшіеея прямо-
угольные треугольники L K G и Н К М раины 

(теор. 5 3 ) , потому-что K G . = К Н поотложенію и ^ / .LKG == Н К М 
(иротивоноложные углы); слѣдовательно / _ LG К = М Н К . 

По доказанному внутренніе на-крестъ лежащіе углы а и у равны 



Фиг. 43 . (фиг. 4 3 ) ; слѣдовательно ихъ дополне-
пія до двухъ прямыхъ угловъ также 
должны быть равны (теор. 2 7 ) , т . е. 

с- Е 

J 

а 
2)Извѣстно(теор. 3 0 ) , что La— /_d  

и L g — /_ е (противоположные углы); г 

сдѣдовательно по равенству внутреннихъ на-крестъ лежащихъ угловъ 
а и у мы имѣемъ L d — / _ е. 

Дополненія равныхъ угловъ d и е до двухъ прямыхъ угловъ 
должны быть равны ( 2 7 ) , т . е. Lb — L f -

3 ) Зная, что La— Ldn Le==y> мы получимъ La — Lв-
Т а к ъ какъ L c — Lb и L f Щ L К то L с = L f -

Такимъ-же образомъ мы узнасмъ, что L ( J п Z . & — L b . 

4 ) Сумма смежныхъ угловъ а - \ - с = 1 8 0 ° и L a = L У (вну-
тренніе на-крестъ лсжащіе углы). Подставпвъ L У вмѣсто L а , полу-
чимъ Ld+ L°— 1 8 0 ° . Т а к ъ какъ L c — Lb (внутренніе на-
крестъ лежащіе углы), то подставпвъ L b вмѣсто L с > получимъ 

5 ) Сумма смежныхъ угловъ h d — 1 8 0 ° и L d — L & 
(внѣшніе па-крестъ лежащіе углы). Подставпвъ L с вмѣсто L  
получимъ Lb+ L e = 1 8 0 ° . 

Уголъ b = L f (внѣшніе на-крестъ лежащіе углы). Подставпвъ 
L f вмѣсго L b, получимъ L f + Ld= 1 8 0 ° . 

61. Обратное предложеніе. Если dm прямыя обра-
зуютъ съ сѣкующею равные внутренніе (пли внѣшніе) на-крестъ 
лежащіе углы, или равные соотвѣтствующіе углы, или вну-
тренніе (или внтиніе) протпволежагаіе углы, которыхъ сумма 
равна двумъ прямым* угламъ, то эти прямыя параллельны. 

1 ) Дано (фиг. 4 2 ) : L B G B = L A H E . 
Изъ средины К прямой G H опустимъ перпендикуляръ K L на 

CD и продолжимъ его до перееѣченія съ прямою E F . Образовавпгіеся  
треугольники L K G и М К Н равны ( 3 8 ) , потомѵ-что K G = К Н 

L a + Lb= 1 8 0 ° . 



(по отложенію), / _ L K G — / . M K H (вертикальные у г л ы ) , 
/ L G K = М Н Е (но заданію); слѣдовательно / К Ш = / _ К М Н ; 

но такъ какъ уголъ KLGr прямой (по перпендикулярности прямыхъ 
K L и CD), то и уголъ К М Н долженъ быть прямой. Отсюда мы за-
ключаемъ, что прямыя CD и E F , перпендикулярным къ одной и той-
же прямой L M , параллельны между собою ( 5 7 ) . 

2 ) Д а н о : / . AGG = L A H E . 
Извѣстно, что / . A G G = / _ B G D (вертикальные углы) 

и / _ A G G = / . А Н Е (по заданію);  
слѣдовательно / . B G D = ^ А Н Е ( 1 0 , 1 ) . 

По равенству внутреннихъ на-крестъ лежащихъ угловъ B G D н 
А Н Е прямыя CD н E F параллельны. 

3 ) Дано: L A G B - + - / . B H F = 1 8 0 ° . 
Извѣстно ( 2 5 ) , что / _ A G D -+- / . B G D = I S O 0 и 

Z . A G D + L B H F = I S O 0 (по заданію). 
Вслѣдствіе ( 1 0 , 1 ) получимъ 

L A G D + L B G D = L A G D + / . B H F . 
Изъ этихъ равныхъ суммъ вычтя уголъ A G D , получимъ 

/ . B G D — / . В Н Е . По равенству соотвѣтствующихъ угловъ мы за-
ключаем!., что CD къ E F . 

0 2 . С Л Ѣ Д С Т В І Е 1 . Если д в ѣ прямыя A B и CD (фиг. 3 8 ) раз-
сѣчены прямою MN и оказалось, что сумма внутрешшхъ угловъ боль-
ше или меньше 1 8 0 ° , то прямыя A B и CD должпы встрѣтиться.  
Точка пересѣченія этихъ прямыхъ должна находиться по ту сторону 
сѣкущей M N . по которую лежатъ виутренніе углы, составляющее 
вмѣстѣ меньше 1 8 0 ° . 

С Л Ъ Д С Т В І Е 2 . Если къ прямой (фиг. 4 4 ) проведены наклон-
Фиг. 41. н а я Qj) І г перпендикуляръ A B , то прямыя CD п 

A B должны встрѣтиться, потому-что 
L В А С + L ACD < 1 8 0 ° . 

Примѣчаніе. Такъ какъ теорема, „перпендику-
ляръ и наклонная, проведенные къ той-же самой 



прямой, встретятся"4 не можетъ быть доказана съ тою-же стро-
гостью, съ какою доказываются прочія предложенія Геометріи, то 
уже Эвклидъ былъ принужденъ принять эту теорему за аксіому. 

63. Теорема. Части двухъ траллельныхъ прямыхъ, заклю-
ченный между параллельными прямыми, равны. 

Дано (фиг. 4 5 ) : A B къ CD и К F къ G H . Требуется доказать, 
что К М = L N и K L = MN. 

Проведя прямую M L , получимъ (теор. 
3 8 ) равные треугольники K M L и K M L ,  
въ которыхъ сторона L M общая, 

K L M = N M L (внутренніе на-
крестъ лежащіе углы равны но парал-
лельности прямыхъ A B и CD, пересѣ- 

ченныхъ црямою L M ) и / _ K M L = M L N (внутренніе на-крестъ 
лежащіе углы равны ио параллельности прямыхъ E F и G H , пере-
гѣченны.чъ прямою L M ) ; следовательно К М = L N и K L = MN. 

64. Теорема. Всѣ точки прямой равно-отстоять отъ 
прямой, параллельной къ первой. 

Дано (фиг. 4 6 ) : A B къ CD. Требуется доказать, что точки Е 
и G прямой A B равно-отстоять отъ ирямой 
CD, т . е. перпендикуляры E F и G H равны. 

Прямыя E F и G H , проведенныя перпенди-
кулярно къ одной и той-же ирямой A B (или 
C D ) , параллельны между собою. Такъ какъ 

параллельный прямыя, заключенный между двумя параллельными, 
равны, то E F = G H . 

Фиг. 46 . 

я 

Ч И С Л Е Н Н Ы Е В О П Р О С Ы . 

72) Сколько градусовъ въ каждомъ изъ угловъ а, Ь, с, d, c , f , у, 
если уголъ h = 127°? (фиг. 43). 

73) Сколько градусовъ и минутъ въ углѣс, если уголъ г/ = 65°37'? 
(фиг. 43). 



74) Будутъ-ли прямыя CD и E F параллельны, когда угол ь е=58°4б ' 
и уголъ Ь = 121 °14'? (фиг. 43). 

75) Будутъ-лн прямыя CD и ЕЕ параллельны, когда уголъ с=119°37 ' 
и уголъ </ = 60°20'? (фиг. 43). 

76) Разстояніе МК (фиг. 45) составлнетъ 7«прямой K L , п 
LN = 763/4 саж.; сколько сажень содержитъ прямая MN? 

77) Прямая KL (фиг. 45) втрое больше LN, н MN = 54 4 саж.; 
сколько сажень содержитъ прямая КМ? 

78) Сколько градусовъ и мипутъ (фиг. 45) содержать углы LMK,  
KLM, MKL, MNL, если уголъ MLN = 37*15' и уголъ LMN = 40°55'? 

79) Прямыя EG, GH, HF, FE вмѣстѣ (фиг. 46) составляютъ 235 
саж., к прямая Е Е равна 393/< саж.; сколько сажень содержитъ пря-
мая EG? 

8 0 ) Прямыя EG, GH, HF, F E вмѣетѣ (фиг. 46) составляютъ 178 
саж., н прямая ЕЕ составляв г ь 3/s прямой EG; сколько сажень со-
держитъ прямая FH? 

Т Е О Р Е М Ы . 

81) Если чрезъ вершину А равнобедреннаго треугольника АБС 
нровестп прямую DE параллельно къ основанію ВС, то образуются 
равные углы DAB и ЕАС. 

82) Если чрезъ точку G (фиг. 42) провести прямую GN, которою 
раздѣлится уголъ BGD на двѣ равныя части, и чрезъ точку H пря-
мую HP, которою уголъ АНЕ раздѣлнтся по-по.іамъ, то нрямыя GN  
и HP должны быть параллельны. 

83) Если чрезъ вершину С (фиг. 36) прямоугольнаго треугольника 
ABC провести прямую DE параллельно къ AB, то образуется уголъ 
ВСЕ, служащій углу АСВ доно.інеиіемъ до прямаго угла. 

84) Геометрическое мѣсто точекъ, равно-отстоящихъ отъ двухъ 
параллельныхъ прямыхъ AB н C'D (фиг. 46) есть прямая GH, прове-
денная чрезъ средину G прямой F.F перпендикулярно къ этой 
прямой. 

85) Если чрезъ точку M прямой AD (фиг. 37) провести прямую 
M N параллельно къ AB до пересѣченія N съ стороною АС, то обра-
зуется уголъ MNC, равный углу ВАС, и уголъ AMN, равный поло-
вин!. угла ВАС. 

86) Если осиованіе ВС равнобедреннаго треугольника ABC раз-



дѣлить въ точкахъ D и Е на три равнин части и соединить эти точки 
съ вершиною А. то уголъ ВАС раздѣлится на три угла BAD, DAE,  
CAE, изъ коихъ углы BAD и CAE равны между собою, ыо уголъ DAE  
ие равенъ углу BAD (пли CAE). 

Ш Е С Т А Я Г Л А В А . 

У г л ы , стороны к о т о р ы х ъ с о о т в е т с т в е н н о параллельны илп перпеиіпкулжрны.  
Сумма у г л о в ъ треугольника . Т р и замечательный точки треугольника. 

6 5 . Теорема. Двѣ прямыя. соотвѣтствснно перпендику-
лярным къ двумъ перееѣкающимся прямымъ, должны пересѣ- 
катъся. 

Дано (фиг. 4 7 ) : E F _ L къ АС и G H къ ВС. 
Фиг. Ai. Проведя прямую E G , узнаемъ, что каждый 

л ц г изъ внутренппхъ угловъ F E G и H G E меньше 
\ N 4 / нрямаго угла, и ихъ сумма меньше двухъ пря-

--Ѵ , ; мыхъ угловъ; а потому заключаемъ. что нря-
\ мыя E F и G H не могутъ быть параллельны. 

f 66. Теорема. Два угла, стороны ко-
торыхъ соотвѣтственно параллельны, равны, или-же они вза-
имно дополняются до двухъ прямыхъ уиовъ. 

1 ) Дано (фиг. 4 8 ) : паралдельныя стороны В А и E D направ-
лены снизу вверхъ, а параллельныя стороны 
В С и E F направлены слѣва на право. Тре-
буется доказать, что / _ A B C = D E F .  

f Продолжимъ сторону D E до пересѣченія H 
— 1 съ стороною В С ; тогда / _ À B C = DHC 

(соотвѣтствующіе углы) по параллельности 
прямыхъ A B и DH , пересѣченныхъ прямою В С ; также 



D E F = DHC (соответствующее углы) по параллельности 
прямыхъ G F и В С , пересеченныхъ прямою D H . Такъ какъ уголъ 
D H C равенъ L A B C и равенъ L D E F , то L A B C - L D E F  
( 1 0 , 1). 

2 ) Дано: сторона В A направлена снизу вверхъ и параллельная 
ей сторона Е Н направлена сверху внизъ; сторона В С направлена 
слева па право и параллельная ей сторона E G направлена справа на 
лево. Требуется доказать, что /_ А ВС = L G E H . 

Продолживъ стороны G E и Н Е за вершину Е , получимъ уголъ 
D E F , равный углу G E H (противоположные углы); но по предъиду-
щему ( 1 ) L D E F = £ A B C , следовательно L A B C = L G E H  
(Ю, 1). 

3 ) Д а н о : параллельный стороны В А и E D направлены снизу 
вверхъ; сторона ВС направлена елѣва на право, а параллельная ей 
сторона E G направлена справа на лево. Требуется доказать, что 
A A B C + Z _ D E G = 1 8 0 А 

Продолживъ сторону G E за вершину Е , получимъ уголъ D E F ,  
равный углу A B C ( 1 ) . Известно, что L D E F + L D E G = 1 8 0 ° 
(сумма двухъ смежпыхъ угловъ). Замѣнивъ уголъ D E F равнымъ ему 
угломъ A B C , получимъ L А В С + B E G = 1 8 0 ° . 

Отсюда следуотъ: два угла, которыхъ стороны соответственно 
параллельны, равны, если каждый две параллельный стороны имѣютъ  
направленіе в ъ одну сторону, или если каждый двѣ параллельный сто-
роны ииеютъ противоположное направленіе; два угла, которыхъ сто-
роны параллельны, взаимно дополняются до двухъ прямыхъ угловъ, если 
д в е параллелышя стороны пмѣютъ паправленіо иъ одну сторону, а 
д в е другія параллельный стороны имѣютъ противоположное направ-
лено. 

07. Теорема. Два угла, которыхъ стороны соотвѣт-
ствснчо нерпслюнкулярны, раины, или они взаимно-дополняются 
до двухъ нрямыхъ угловъ. 

Дано (фиг. 4 9 ) : острые углы A B C и D E F , D E _ L къ A B , и 



Фиг. 49. E F _ L КЪ ВС. Требуется доказать, что 
А А В С = L D E F .  

Чрезъ точку Е проведемъ E G _ L къ ED, и 
E H J _ къ E F ; тогда / . D E F + L F E G = 9 0 ° 

„ и / . G E H - f - / . F E G = 9 0 ° , т . е. одинъ и 
тотъ-же уголъ F E G дополняется до лрямаго 

угла угломъ D E F и также угломъ G E H ; следовательно эти допол-
ненія равны, или / . D E F = / . G E H . Т а к ъ какъ прямая D E пер-
пендикулярна къ A B (по заданію) и перпендикулярна къ E G , то 
прямыя В А и E G параллельны. Прямая E F перпендикулярна къ В С 
и также перпендикулярна къ Е Н ; следовательно прямыя ВС и Е Н 
параллельны. По предыдущему (теор. 6 6 ) / . G E H = / . A B C ; но 
L G E H = / . D E F , следовательно / . A B C = / . D E F . 

2 ) Точно такинъ-же образомъ доказывается равенство двухъ 
тупыхъ угловъ, которыхъ стороны соответственно перпендикулярны. 

3 ) Дано (фиг. 5 0 ) : острый уголъ A B C и тупой уголъ D E F ,  
E D _ L къ В А и E F J _ къ В С . Требуется 
доказать, что / _ A B C + / . D E F = 1 8 0 ° . 

Продолживъ сторону F E за вершину Е , 
получимъ уголъ D E G , равный углу A B C ( 1 ) . 
Также известно,что / . D E G - f - / . D E F = 1 8 0 ° 

* (сумма смежпыхъ угловъ). Замѣнивъ уголъ 
D E G равный, ему угломъ A B C , получимъ / . А В С + / . D E F = 1 8 0 ° . 

68. Теорема." Сумма угловъ. треугольника равна двумъ 
прямым г. угламъ. 

Продолживъ (фиг. 5 1 ) сторону В С , проведемъ чрезъ точку С 
прямую СЕ параллельно къ В А ; получимъ 
/ . ВАС = / . А С Е (внутренніе на - крестъ 
лежащіе углы) по параллельности прямыхъ 
В А и С Е , пересеченныхъ прямою А С , и 
/ . A B C = / . E C D (соответствующее углы) 
по параллельности прямыхъ В А и С Е , пере-

Ф и г . 5 1 . 



сѣченныхъ прямо») B Ü . Зная, что (теор. 2 8 ) 
L A C B + L A C E 4 - L E C B = 1 8 0 ° 

и замѣнивъ углы А С Е и ЕС! ) равными имъ углами В А С и A B C .  
получимъ 

L A C B 4 - L ВАС - h L A B C = 1 8 0 ° . 
С л ъ д с т в і г , 1. Уголъ ACD, образовавшейся продолженною сто-

роною ВС и смежною съ нею стороною А С , называется внѣгинимъ  
угло.т треугольника. Уголъ A CD = L A C E 4 ~ L E C B , но 

A C E = /_ В А С и L E C B — Z . A B C , т. е. втминій уголъ тре-
угольника равенъ суммѣ двухъ внутренние, съ нпмъ несмеж-
ные угловъ; такъ напримѣръ если / _ A B C = 3 7 ° 2 . Ѵ п Z. В А С 
= 4 3 ° 4 5 ' , то Z. ACD = 8 1 ° 1 0 ' . 

С Л Ѣ Д С Т В І Е 2 . Треугольникъ не можетъ нмѣть больше одного 
прямаго или больше одного тупаго угла. В ъ треугольник!. A B C  
(фиг. 3 6 ) уголъ В А С = 9 0 ° , а потому / _ A B C 4 " L В С А = 9 0 ° : 
слѣдовательно Z. ВАС - /_ A B C 4 - Z. В С А . Отсюда мы зак.тю-
чаемъ: если въ треугольник! уголъ В А С равенъ сумм! угловъ A B C  
п В С А , то уголъ В А С долженъ быть прямой. 

С Л Ѣ Д С Т В І Е 3 . Острые углы прямоугольнаго треугольника 
взаимно дополняются до прямаго угла; такъ напрпмѣръ если (»риг. 3 6 ) 

L A B C = 2 0 ° 1 6 ' , то L A C B = 9 0 " — 2 0 4 6 ' = 6 9 " 4 4 ' . 
Оль д е т в IЕ 4 . Уголъ В А С = ? 1 8 0 ? — (Z. A B C 4 ~ L A C B ) ,  

т. е. всякій уголъ треугольника дополняетъ сумму двухъ остальных!, 
угловъ до 1 8 0 ° ; такъ напримѣръ, если Z. A B C — 7 5 ° 2 4 ' и 
L А С В = 2 8 ° 4 8 ' , то L В А С = 1 8 0 ° — ( 7 5 " 2 4 ' 4 - 2 8 ° 4 8 ' ) = 
7 5 ° 4 8 ' . 

69. Теорема. Если стороны двухъ треуіолънжовъ соот-
вптппвенно параллельны или перпендикулярны, то соотвѣт- 
ствуюгиге углы равны. 

Назовемъ дапнне треугольники чрезъ AHO и D E E . Если въ 
нихъ стороны A B и D E , АС и D E . ВС и Е Е параллельны или пер-



пендикулярны, то вслѣдствіе доказанныхъ теоремъ ( 6 6 и G7) мы 
имѣемъ 

/ _ В А С = L E D F или L В А С + L E D F = 1 8 0 ° , 
L A B C = L D E F или L A B C + D E F = 1 8 0 ° , 

A C B = D E E или L А С В 4 / _ D F E = 1 8 0 ° ; 
слѣдовательно для этихъ угловъ представляются три случая : 
1 ) когда Z . В А С 4 - L E D F = 1 8 0 ° , A B C 4 L D E F = 1 8 0 ° , 

L A C B + Z . D F E = 1 8 0 ° ; 
2 ) когда Z . B A C ^ E D F , L A B C 4 Z _ D E F = 1 S 0 ° , 

Z . A C B 4 Z . D F E = 1 8 0 ° ; n 
3)когда L B A C = Z. E D F , Z. A B C = Z. D E F , L A C B = L D F E . 

Допустивъ, что 
L B A C 4 - Z. E D F = 1 8 0 ° , L A B C 4 - L D E F = 1 8 0 ° и 

Z. ACB 4 " Z. BFE = 1 8 0 ° , мы узнаемъ, что въ двухъ данныхъ 
треугольшікахъ сумма, угловъ равняется 5 4 0 ° ; что не возможно. 
Если-же предположить, что въ данныхъ треугольникахъ / _ В А С 
= L E D F , L A B C 4 " L D E F = 1 8 0 ° и Z. A C B + D F E  

= 1 8 0 ° , то ихъ сумма угловъ окажется больше 3 6 0 ° . Отсюда мы 
заключаем!,, что для данныхъ треугольниковъ возможно допустить 
только случай, когда / _ В А С = /_ EDF, /_ А В С = DEF,  
L А С В = L D F E . 

70. Теорема. Если точку пересѣченія прямыхъ, раздгь-
ляющихъ два угла треугольника соответственно на двіь рав-
ным части, соединить съ вершиною пгретіяго угла прямою, то 
эта прямая раздшитъ также гпретш уголъ на двгь равныя 
части. 

Ф и г . 5 2 . Дано (фиг. 5 2 ) : точка 0 пересѣченія пря-
мыхъ, раздѣляющихъ углы A B C и АСВ дан-
наго треугольника на двѣ равныя части, и 
прямая АО, соединяющая вершину А съ точ-
кою 0 . Требуется доказать, что 

А 

В 



Изъ точки О опустимъ перпендикуляры 0 1 ) , О Е , O F на стороны 
ВС, АС, A B ; получимъ равные треугольники B O D и B O F , потому-
что сторона ВО общая и D B O = F B O (но заданію); слѣдо- 
вательно ( 5 3 ) OD = O F . Также прямоугольные треугольники CDO  
и СЕО равны, нотому :что сторона СО общая и DCO = / _ ECO  
(по заданію); слѣдовательпо ( 5 3 ) OD = ОЕ. По равенству прямыхъ 
OD = O F и OD = ОЕ мы имѣемъ O F = О Е . Наконецъ прямоуголь-
ные треугольники A O F и А О Е равны, потому-что сторона АО об-
щая и O F = О Е ; следовательно / _ F A O = Е А О . 

С Л Ъ Д С Т В І Е . Прямыя, которыми разделяются углы треуголь-
ника соотвѣтственно на двѣ равныя части, пересѣкаются въ одной 
точке , равно-отстоящей отъ сторонъ треугольника. 

7 1. Теорема. Если точку пересѣченія перпендикуляровъ,воз-
ставленныхъ къ двумъ сторонамъ треугольника изъ среднихъ точекъ, 
соединитг, прямою съ срединою третьей стороны, то эта прямая 
должнабытьперпендикулярнакътретьей стороюь треугольника. 

Дано (фиг. 5 3 ) : прямая OD перпендикулярна къ В С , прямая 
Фиг. 53. 0 Е перпендикулярна къ А С , B D = CD, 

л A F = B F , А Е = СЕ. Требуется доказать, 
/ ; ' \ что прямая O F перпендикулярна къ A B . 

/ / \ ІІо предъидущему ( 6 5 ) известно, что пер-т/ Дк 
/ •л-" \ пендикуляры DO и Е О пересѣкаются. Потомъ 

/ у ' известно, что треугольникъ ВОС долженъ быть 
„^ ^ с равнобедренный, нотому-что прямая OD, про-

веденная перпендикулярно къ В С , нроходитъ 
чрезъ вершину 0 и средину D стороны В С ; слѣдовательно O B = 0 0 . 
Точно также доказывается, что треугольникъ АОС равнобедренный 
и ОС = ОА. Наконецъ треугольники B F O и A F O равны, потому-
что сторона F 0 общая, 0 А = O B (по доказанному) и A F = = B F (по 
заданію) ; слѣдовательно / _ A F O = / _ B F O . По равенству этихъ 
угловъ ( 2 2 ) мы заключаем!,, что они прямые и прямая F 0 перпен-
дикулярна къ A B . 



Оль д е т в iE. Перпендикуляры, вОзетавленные къ еторонамъ  
треугольиика изъ среднихъ точекъ, пересѣкаются въ одной точкѣ .  
равно-отстоящей отъ вершинъ треугольника. 

72. Теорема. Перпендикуляры, опущенные /т, вергкгінг  
треугольника на ѵрогтгволежагиія стороны, перепькаюгпся въ 
одной точкѣ. 

Прямыя A D , B E , C F соответственно перпендикулярны къ сто-
ф и г - 5 4 - ронамъ ВС, АС и A B (фиг. 5 4 ) . Чрезъ 

вершины А, В , С ироведемъ ирямыя: 
HG къ В С , Н К 1 къ А С . G K | къ 
A B . Такъ какъ парал.тельныя, заклю-
чающіяся между параллельными, равны 
( 6 3 ) , то В С = A G и В С = Н А ; сле-
довательно Н А = = A G . По той-же при-
чине A R = C G и А В = С К , также 
АС — В Н и АС == В К ; следовательно 

CG — CK и В Н В К . По параллельности нрямыхъ ВС и H G ,  
прямая АГ) перпендикулярна къ H G . Точно также доказывается, 
что прямая B E 1 къ Н К и прямая C F J _ къ K G . Такъ какъ пря-
мыя A D , B E , C F проведены чрезъ среднія точки А , В , С прямыхъ 
H G , Н К и G K перпендикулярно къ атимъ прямымъ, то по предьиду-
щему ( 7 0 ) эти перпендикуляры пересѣкутся къ одной точке. 

Ч И С Л Е Н Н Ы Е В О П Р О С Ы . 

87) Сколько градусовъ содержитъ каждый уголъ равностороішяго  
треугольника V 

88) Въ нрямоуголыюмъ треугольнике ABC (фиг. 8 6 ) уголъ 
АСВ — 87°48' ; сколько градусовъ и минуть въ углѣ ABC? 

89) Въ равнобедренномъ треугольнике ABC сторона AB == АС и 
уголъ ВАС = 72°35 ' ; сколько градусовъ и минутъ въ углѣ ABC? 

9 0 ) Зная, что AB = АС (фиг. 51) и L ВАС = 54°10', узнать, 
сколько градусовъ содержитъ внѣшпій уголъ ACD. 



91) Зная, что АС = ВС (фиг. 51) и L ACD = 162°15', узнать, 
сколько градусовъ содержитъ уголъ ABC. 

92) Сколько градусовъ содержитъ уголъ ABC (фиг. 51), если 
L АСЕ = 43° 10' и L ACB = 3 6 ° ? 

93) Сколько градусовъ содержит!, уголъ ВАС (фпг. 51), если 
L DCE = 33°45' и L ACB = 54°? 

94) Въ треугольник! АБС уголъ А В С = L ВАС + L ACB и Z. ACB  
= 25°17' ; сколько градусовъ п минуть содержать углы ABC н ВАС? 

95) ІІродолженіемъ BG стороны AB прямоутольнаго треугольника 
ABC (фпг. 36) образуется внѣганій уголъ CBG; сколько градусовъ и 
минуть содержитъ уголъ CBG, если Z. АСВ-= 53°15'? 

96) Въ треугольник! ABC (фиг. 51) АС = ВС и Z . ВАС=62 1 '35 ' ; 
сколько градусовъ и мииутъ содержитъ уголъ ACDV 

97) Чрезъ вершину A равнобедреннаго треугольника АБС про-
ведена прямая DE параллельно къ основанію ВС, составляющая съ 
стороною AB уголъ DAB = 47"25' ; сколько градусовъ и мииутъ со-
держитъ каждый уголь даннаго треугольника? 

98) Въ треугольник! ABC (фиг. 51) , имѣющемъ равиыя стороиы 
AB и АС, проведена прямая AG иериеидикулярно къ ВС; сколько 
градусовъ н минуть содержать уголъ BAG, если уголъ A C D = 146°15'? 

99) Ес.ш въ треугольник! ABC (фпг. 51) уголъ ABC = 90° и уголъ 
АСЕ = 67°48' , то сколько градусовъ н мпнутъ въ углѣ ВСА? 

100) Въ треугольник! ABC (фиг. 51) уголъ ВАС = 54°26'и уголъ 
DCE = 68°28' ; сколько градусовъ и мпнутъ содержать углы ABC  
и АСВ? 

101) Въ треугольник! ABC (фиг. 51) уголъ АСВ = 47°48' и уголъ 
DCE = 56°25' ; сколько градусовъ и минуть содержать углы ABC и 
ВАС? 

102) Если въ треугольиикѣ ABC (фиг. 51) уголъ АСВ = 90° и 
уголъ DCE = 38°43', то сколько градусовъ и ммнутъ содержитъ уголъ 
ВАС? 

Т Е О Р Е М Ы . 

103) Если изъ точки D, взятой внутри угла ABC, опустить иер-
иеидикуляры Dt: и DF на стороны ВА п ВС, то образуется уголъ 
EDF, которымь уголъ ABC дополняется до двухъ прямыхъ угловъ. 

4* 



104) Если чрезъ точку С (фиг. 35) перпендикуляра CD проведены 
наклонныя CF н CG, то та изъ нихъ составляетъ съ сѣкущею AB  
наименьшіГі уголъ, которая наиболѣе отстоитъ отъ основанія D пер-
пендикуляра. 

105) Прямая AD, раздѣляющая на двѣ равныя части внѣшніп  
уголъ CAE, расположенный при вершннѣ А равнобедреннаго тре-
угольника ABC, параллельна къ осиованію ВС. 

106) Если внутри треугольника ABC взять точку D и соединить 
ее съ точками А и С прямыми DA п DC, то уголъ ADC, образуемый 
этими прямыми, больше угла ABC. 

107) Прямая CD, проведенная перпендикулярно къ боку АС равно-
бедреннаго треугольника ABC, составляетъ съ основапіемъ ВС острый 
уголъ BCD, равный ноловинѣ угла ВАС. 

108) Если въ прямоугольном!, треугольник! изъ вершины В нря-
маго угла опустить перпендикуляръ BD на гипотенузу АС, то уголъ 
ABD, составляемый перпендпкуляромъ BD съ катетомъ ВА, равенъ 
угДѴ АСВ, составляемому гипотенузою съ катетомъ ВС. 

109) Если въ равнобедренном!, треугольник! ABC, коего уголъ 
ВАС при вершин! равенъ половин! угла ABC при основаніи, прове-
дена прямая BL), раздѣляющая уголъ ABC на двѣ равныя части, то 
образуются два равнобедренные треугольника ABD и BCD. 

110) Если въ прямоугльномъ треугольник! ABC острый уголъ 
ВАС вдвое больше остраго угла АСВ, то меныній катетъ AB равенъ 
половин! гипотенузы АС. 

СЕДЬМАЯ Г Л А В А . 

Рѣшеніе геометрическихъ задачъ поетроеиін. 

7 3 . Для проведенія на бумаг ! параллельныхъ и нерпендикуляр-
ныхъ линій употребляется обыкновенно линейка съ 
чертежнымъ треугольником» (фиг. 5 5 ) . У чер-
тежнаго треугольника два смежные края В А и ВС 
составляютъ прямой уголъ, а край АС (гипотенуза), 
противолежащій прямому углу, дѣлается иногда ско-
шеннымъ (срѣзаннымъ). 



В ъ вѣрномъ чертежномъ треугольникѣ края В А и В С (фиг. 5 6 ) 
Фиг. 56. должны быть взаимно-перпендикулярны. Для 

повѣрки этого условія проведемъ какую-ни-
будь нрямую MN и, приложивъ къ ней чер-
тежпый треугольникъ краемъ A B , проведемъ 
прямую по краю В С . Потомъ обратимъ тре-
угольникъ около точки В такимъ образомъ, 

чтобы его край A B совмѣстился съ прямою MN по другую сторону 
точки В , и проведемъ еще прямую по краю В С . Если проведенным 
прямыя слились въ одну нрямую. то значить: треугольникъ вѣренъ.  
В ъ противномъ случаѣ , т . е. если проведенный прямыя составляютъ 
уголъ С В С , то края A B и С В не перпендикулярны и треугольникъ 
не вѣрепъ. 

7 4 . Чтобы чрезъ точку С провести прямую параллельно къ пря-
Фиг. 57. МОЙ A B (фиг. 5 7 ) , приложимъ 

чертежный треугольникъ гипотену-
зою къ прямой A B . Придержавъ 
его правою рукою, нриложимъ ли-
нейку краемъ къ его катету. По-
томъ нридержимъ линейку лѣвою  
рукою, а правою рукою будемъ 

двигать треугольникъ по краю лннейки вверхъ (или внизъ) до т ѣ х ъ  
норъ, пока гинотенуза закроете точку С. Наконецъ по гипотенузѣ  
проведемъ нрямую DC чрезъ точку С. 

Прямая DC параллельна къ A B . Дѣйствительно, прямая D E  
составляете съ прямыми A B и DC соотвѣтствующіе углы Е А В и 
E D C , которые равны. 

Для проведенія параллельныхъ прямыхъ нѣтъ надобности, что-
бы чертежный треугольникъ имѣлъ нрямой уголъ. 

7 5 . Чтобы изъ точки К (фиг. 5 8 ) опустить перпендикуллръ на 
прямую AM. приложимъ чертежный треугольникъ гипотенузою к ъ 
A M , а линейку краемъ G H къ катету АС. Придержавъ линейку л ѣ -
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ф я г - 5 8 - вою рукою и снявъ треугольникъ 
съ бумаги, приложимъ его другимъ 
катетомъ къ краю линейки. По-
томъ подвинемъ треугольникъ по 
краю неподвижной линейки до т ѣ х ъ  
поръ, пока гипотенуза треугольника 
пройдетъ чрезъ точку К . Нако-

нецъ прндержавъ треугольникъ, проведешь чрезъ К ирямую K L  
по гииотенузѣ. 

Прямая K L перпендикулярна къ AM. В ъ самомъ дѣлѣ , отъ пе-
ремѣщепія чертежнаго треугольника прямой уголъ A G B припялъ по-
ложеніе ach и острый уголъ В А С переместился въ bar ; следова-
тельно 1_ В А С = /_ bac. Уголъ A D c = «DL (вертикальные углы) 
и уголъ A c D прямой, потому-что смежный ему уголъ ach прямой. Такъ 
какъ въ прямоугольномъ треугольнике A D c y r . A D c -+- / . D A c = 9 0 ° , 
то равные имъ углы ai)L и bac составятъ вместе также 9 0 ° . Отсюда 
мы заключаемъ, что въ треугольнике a D L уголъ аІЛ) прямой и сле-
довательно прямая a h перпендикулярна къ A B . 

7 6 . Геометрическими задачами построенія мы называемъ такіе  
вопросы, которыхъ решеніе требуетъ составлѳніе геометрической фи-
гуры. 

Прямую AB раздѣлитъ на 5 (или на сколько угодно) рав-
ныхъ частей (фиг. 59). 

59. Чрезъ точку А проведемъ какую-ни-
, к ь л я будь прямую A D и на ней отложпмъ 

-р.:. - - циркулемъ пять равныхъ частей АС, р уо /а и 
/ 

. / C E , E F , F G , G H . Потомъ соединишь 
" точки В и H прямою В Н и чрезъ точки 

С , Е , F, G проведемъ прямыя CK, EL, FM, GN параллельно къ 
В Н до пересеченія съ прямою AB; тогда точками К, L, M, N пря-
мая A B разделится на пять равныхъ частей. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Чрезъ точки К , L , M , N проведемъ прямыя 



K P , L O , M<4, M i , параллельно къ A D . Вслѣдствіе теоремы ( 6 3 ) мы 
имѣемъ K P = CE, L p =p E F , MQ = F G , N R = G H . Прямыя AC,  
C E , E F , F G . G H равны между собою по отложенію; слѣдовательно  
и раврыя имъ прямыя А С , K P , L O , MQ, N R равны между собою. 
Углы С А К , P K L , OLM, QMN, R N B равны между собою, какъ CO- 
OT вѣтствующіе углы, и также углы А С К , K P L , L O M , MQN, N R B  
равны между собою (теор. 6 6 ) ; следовательно треугольники А К С . 
K L P , LMO, MNQ, N B R равны и ихъ стороны A K , K L , L M , MN,  
N B равны. 

7 7 . Данный уголъ разделить на две равныя часта (фиг. 60). 
На сторонѣ ВС и на продолженіи стороны A B отдожнмъ равныя 

B E D , дежащіе противъ равпыхъ сторонъ B E и B D , равны. Уголъ 
A B F = L D D E по параллельности прямыхъ B F и D E , пересѣчен- 
ныхъ прямою A D . Уголъ С Б Е = B E D по параллельности прямыхъ 
B F и D E , пересѣченныхъ прямою В С . Т а к ъ какъ углы B D E и B E D  
равны, то и равные имъ углы A B F п C B F должны быть равпы; слѣ- 
довательно L A B F = L C B F = >/» L A B C . 

7 8 . Геометрическіе вопросы часто рѣшаются аналитическим'. 
снособомъ. Этотъ способъ примѣненъ къ рѣшенію сдѣдующихъ за-
дач ъ . 

На данной примой AB опредгьлгіть гпоуку, равно-отстоя-
щую отъ данныхъ пгочекъ С « D (фиг. 6 1 ) . 

Предположимъ, что задача рѣшена и что на прямой A B най-
дена точка F , равно-отстоящая отъ точекъ С u D ; слѣдователыш  
разстоянія F C и F D должны быть равны. Дересѣкающілся прямыя 

Ф и г . 6 0 . части B E и B D . Потомъ соединим!, 
точки D и Е прямою D E и параллельно 
къ этой прямой проведемъ прямую B F  
чрезъ вершину В . Прямая В Г раздѣ- 
лптъ данный уголъ на двѣ равныя части. 

в 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В Ъ равнобедрен-

номъ треугольиикѣ D B E углы B D E и 



F C и F D будутъ наклонныя относительно прямой 
Е с о е д и н я ю щ е й данныя точки С и D . Такъ какъ 

; э т и наклонныя равны, то они должны находиться 
\ I н а Р а в н ы х ъ рязстояніяхъ отъ основанія перпенди-

л ь куляра F E , опѵщеннаго изъ точкп F пересѣченія 
наклониыхъ на прямую CD (теор. 4 9 ) ; слѣдова- 

тельио должно быть С Е = D E . 
Рѣгиенёе. Теперь уже легко произвести самое рѣгаеніе задачи: 

о) должно соединить точки С и D прямою CD, Ъ) прямую CD должно 
раздѣлить въ точкѣ Е на д в ѣ равныя части ( 7 6 ) , и с) изъ 
точкп Е должно возставить перпендикуляръ E F къ прямой CD ( 7 5 ) . 
Точка F пересѣченіл прямыхъ E F и A B удовлетворяет* вопросу. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Соединивъ точку F съ точками С и D пря-
мыми F C и F D , получимъ равные треугольники ECF и EDF, потому-
что С Е = D E по раздѣленію, сторона E F общая и / . C E F = / . D E F  
(прямые углы); слѣдовательно F C = F D . 

79. Чрезъ точку С провести прямую такгімъ образомъ, что-
бы эта прямая раздѣлила данную прямую AB на двгь равныя 
части (фиг. 62). 

Предположимъ, что задача рѣшена и что прямая CD раздѣляетъ 
ФИГ. 62. данную прямую A B на двѣ равныя части; слѣдо- 

вательно получимъ А Е = Е В и / _ A E Ü = / . В Е С 
А / \ (вертикальные углы). Если теперь начертить при 

точкахъ А и В равные углы, то получатся равные 
треугольники (теор. 3 8 ) . Для этого соединимъ точки 

В и С прямою ВС и параллельно къ этой прямой проведемъ прямую 
A D чрезъ точку А ; получимъ равные внутренніе на-крестъ лежащіе  
углы DAP] и Е В С . Изъ равныхъ треугольниковъ A E D и В С Е слѣ- 
дуетъ, что A D = В С . 

Ргыиеніе. Д л я рѣшенія этой задачи : « ) соединимъ точки В и С 
прямою ВС, Ь) параллельно къ ВС проведемъ прямую чрезъ точку А , 
с) на этой прямой отложимъ часть A D , равную В С , но въ сторону, 



противоположную направленію В С , и d) соединимъ точки С и D пря-
мою С В . Точкою Е пересѣченія прямыхъ A B и CD раздѣлитсл пря-
мая A B на двѣ равныя части. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Треугольники A E D и В С Е равны, потому-
что AD = ВС по отложенію, /_ DAE = /_ ЕВС по параллельности 
прямыхъ AD и ВС, пересѣченныхъ прямою AB, /_ ADE — /_ ВСЕ 
по параллельности прямыхъ AD и ВС, пересѣченныхъ прямою DC;  
слѣдовательно АЕ = ЕВ. 

8 0 . Требуется провести двѣ прямыя такъ, чтобы первая 
прошла чрезъ точку А и вторая чрезъ В, и чтобы они, пересѣ- 
каясъ на данной прям m МЛ', образовали равные углы съ этою 
прямою (фиг. 6 3 ) . 

Положимъ, что задача рѣшена, и что прямыя АС и В С состав-
Фиг. оз. ляютъ съ прямою MN равные углы АСМ и BCN.  

а в Какимъ образомъ можно получить при точкѣ С эти 
ч / равные углы? Продолживъ прямую В С за вершину 

\ Х С, получимъ уголъ MCD, равный углу BCN (вертп-
калыше углы); слѣдовательно и / _ АСМ долженъ 
равняться /_ MCD. Какимъ-же образомъ должно 
получить равные углы АСМ и M CD? Сдѣлавъ  

CD = CA и проведя прямую AD, получимъ равнобедренный треуголь-
никъ A C D , въ которомъ Z . A C E = Z . H C E , если прямая С Е пер-
пендикулярна къ основапію AD и проходить чрезъ средину Е пря-
мой A D . 

Рѣшенге. Изъ точки А онустимъ нерпендикуляръ А Е на MN и 
на его продолженіи отложимъ часть ED, равную А Е . Соединивъ 
прямою D B точки D и В , и прямою АС точку А съ точкою С 
пересѣченія прямыхъ MN и D B , получимъ требуемыя прямыя В С 
и АС. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Треугольники А С Е и D C E равны, потому-
что сторона ЕС общая, А Е = E D по отложенію и / _ А Е С = L D E C  
(прямые углы) ; слѣдовательно / _ А С Е = D C E . Т а к ъ какъ 



L DDE = L BON (вертикальные углы), то L A C E = L ВСМ 
( Ю , 1 ) . 

8 1 . Чрезъ точку 1) , данную внутри угла A B C , требуется 
провести прямую такъ, чтобы она составляла съ прямыми В А 
и ВС равные углы (фиг. 6 4 ) . 

Положимъ, что задача рѣшена и что прямая F G , проходящая 
Ф и г . 0 4 . Ч р е з ъ д а ш і у Ю точку D , составляете равные углы 

л B F G и B G F съ сторонами ВА и ВС. Этимъ рав-
F/ нымъ угламъ должны противолежать равняя стороны 

B G и B F . Какимъ образом'!, определятся точки F  
и G ? Проведя чрезъ точку I ) прямую D E до пере-

с с сеченія съ прямою В А параллельно къ стороне 
ВС, получимъ / _ E D F — B G F (соответствующіе углы); следо-
вательно L E D F = E F D и E F = E D . 

Рѣшенге. Проведя прямую D E параллельно къ В С , сделаемъ 
E F = E D и чрезъ точки F и D проведемъ прямую F G . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В Ъ треугольнике D E F стороны E D и E F  

равны (по отложевію) и противъ этихъ равныхъ сторонъ лежать 
равные углы EFD и EDF. Погомъ по параллельности прямыхъ ВС 
и ED уг. BGF = L EDF. Т а к ъ какъ BFG L EDF и / .BGF 

L E D F , то / _ B F G = L B G F . 
82. Между прямыми AB и CD требуется провести пря-

мую такъ, чтобы она данною точкою M разджщласъ на двѣ  
равныя части (фиг. 6 5 ) . 

Предположимъ, что найдена ирямая Н К , которая точкою M 
разделяется на дне равныя части М Н и 
М К . На нрямыхъ МН и M К начертимъ 
два равные треугольника. Для этого 
проведемъ прямую H F параллельно къ 
A B , и чрезъ точку M ирямую E F до 

пересѣчекія съ прямою H F . Будутъ-ли треугольники М К Е и M H F  
равны? В ъ нихъ М К = М Н , L М К Е — M H F (внутренніе на-



крестъ лежащіе углы ) и Е М К = / _ F M H ; слѣдовательно  
M E = M F . 

Ртиеніе. Чрезъ точку M проведя прямую, сдѣлаемъ M F = M E .  
Потомъ проведемъ прямую F H чрезъ точку F параллельно къ A B  
до пересѣченія H съ прямою CD. Накопецъ проведемъ прямую чрезъ 
точки H и М. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Треугольники М К Е и M H F равны, потому-
что M E = M F , Z . M E K = Z . M F H и £ Е М К = Z . F M H ; слѣдо- 
вательно МК = МН. 

ЗАДАЧИ ДЛЯ УЛРАЖНЕНІЯ. 
111) Чрезъ три точки А, В и С, не лежащія на одной прямой, про-

вести параллельный прям и я, равно-отетоящія между собою. 
112) Построить равнобедренный треугольникъ, котораго основа-

ніе должно равняться данной прямой AB и перпендикуляръ, возсга-
нленный пзъ средины основапія долженъ равняться прямой CD. 

ИЗ) Внѣ даннаго треугольника ABC чрезъ его вершину А прове-
сти прямую, составляющую съ сторонами AB и АС равные углы. 

114) На данной прямой AB онредѣлпть точку, равно-отстоящую 
отъ точекъ С u D, когда точка С находится иадъ прямою AB, а точка 
D лежптъ нодъ прямою AB. 

115) На гипотенуз! AB прямоугольнаго треугольника АБС опре-
делить точку D, равно-отстоящую отъ вершины В И и ретиноле жа-
щаго ей катета АС. 

116) Даны : точка А надъ прямою MN и точка В нодъ прямою MN.  
Требуется провести двѣ прямыя : первую чрезъ точку А п вторую 
чрезъ точку В такпмъ образомъ, чтобы эти прямыя, пересЬкаясь на 
прямой MN, составляли съ нею равные углы. 

117) Дана прямая E F внѣ угла АБС. Между сторонами этого угла 
требуется провести прямую, параллельную и равную прямой EF. 

118) Требуется опред!лпть точку, коей разстояніе отъ двухъ дан-
иыхъ непараллельныхъ прямыхъ AB н CD должно равняться дапной 
прямой EF. 

119) Между двумя прямыми, который не могутъ быть продол-
жены до ихъ пересѣченія, провести прямую такпмъ образомт,, чтобы 
оиа составляла съ данными прямыми равные углы. 



120) Даны три точки А, В н С, не лежащія на одной прямой. 
Чрезъ точку А требуется провести прямую, равно-отстоящую отъ то-
чекъ В и С. 

121) Чрезъ точку Р , данную внутри угла ABC, провести прямую 
DE между сторонами ВА и ВС такимъ образомъ, чтобы образовались 
на ннхъ равные отрѣзки BD п BE. 

122) Чрезъ точку Р, данную внутри угла ABC, провести прямую 
между сторонами ВА и ВС такъ, чтобы эта прямая раздѣлплаеь въ 
точкѣ Р на двѣ равныя части. 

123) На каждой изъ данныхъ ирямыхъ AB и FG (фиг. 50) тре-
буется построить равнобедренный треугольникъ такимъ образомъ, 
чтобы эти треугольники имѣлн общую вершину. (Данныя нрямыя 
должны быть основаніямн нскомыхъ треугольниковъ. Въ какомь слу-
чаѣ вопросъ иевозможенъ?) 

121) Чрезъ точку Р, данную внѣ угла ABC, провести прямую до 
иересѣченія съ далыгѣйшею стороною ВС такимъ образомъ, чтобы 
искомая прямая раздѣдилась ближайшею стороною ВА на двѣ рав-
ныя части. 

125) Провести прямую перпендикулярно къ сторон! ВС даннаго 
угла ABC такъ, чтобы этотъ перпендикуляръ, заключенный между 
сторонами ВА н ВС, равнялся данной нрямон DE. 

126) Въ данномъ треугольник! ABC требуется ировестн прямую 
DE параллельно къ AB между сторонами АС и ВС такимъ образомъ, 
чтобы прямая DE равнялась отрѣзку AD. 

127) Провести прямую такимъ образомъ, чтобы отъ нея равно-
отстояли д в ! данныя точки А и В. (Сколько рѣшеній донускаетъ 
этотъ вопросъ?) 

Іірштчаніе. Вопросъ, допуекающій безконечное число рѣшеній, 
называется неоѵредѣ.ітнымъ. 

128) Между сторонами AB и АС треугольника ABC провести пря-
мую DE иараллельио къ сторон! ВС такимъ образомъ, чтобы прямая 
DE равнялась сумм! отр!зковъ BD ц СЕ. 

129) Провести двѣ параллельный прямыя: нервую чрезъ точку А 
и вторую чрезъ точку В такимъ образомъ, чтобы они на данной нря-
мой MN отрѣзалн часть, равную прямой CD. 



ВОСЬМАЯ Г Л А В А . 

Четыреугольники и многоугольники. 

8 3 . Часть плоскости, ограниченная четырьмя прямыми липіями,  
ф и г - f i f i - называется четыреуюльникомг (фиг. 

6 6 ) . Прямыя A B , В С , СП, DA суть 
стороны четыреугольника. Прямая, со-
единяющая вершины В и D двухъ про-
тиволежащихъ угловъ четыреугольника, 
называется его діаюналью. Сумма сто-

ронъ всякаго четыреугольника называется его периметромъ. 
Теорема. Сумма угловъ четыреугольника равна 360". 
Проведя діагональ B D (фиг. 6 6 ) , получимъ два треугольника 

A B D и C B D , въ которыхъ 
Z . B A D + Z . A D B + Z . A B D = 1 8 0 ° и  
Z . D B C + / _ BCD 4 " / _ C D B = I S O 0 ;  

слѣдовательно t 

L B A D + L A D B ' 4 L A B D 4 £ D B C 4 Z . B C D 4 A C D B =  
3 6 0 ° или L B A D 4 L A DC 4 L B C D 4 " L A B C = 3 6 0 ° . 

8 4 . Четыреугольникъ A B C D (фиг. 6 7 ) , въ которомъ противо-
Фиг. 67. лежащія стороны по-парно параллельны, называется 
——-параллелограмомъ 

Теорема. Въ параллелоірамѣ: 1) противо-
в леоюащіе углы равны, и 2) противолежащія  

стороны равны. 
Требуется доказать (фиг. 6 7 ) , что / _ А В С = / _ ADC. 
Зная, (теор. 6 0 ) , что сумма внутреннихъ угловъ, образуемыхъ 

двумя параллельными съ сѣкущею, равна двумъ ирямымъ угламъ, мы 
имѣемъ 

Z . А В С 4 L B A D = 1 8 0 ° и 
Z . C D A 4 Z . B A D = 1 8 0 ° . 

Изъ этихъ двухъ равенствъ получимъ 



L ABC - I - L B A D = / . CDA - j - / . B A D , 
откуда / . A B C = / _ C D A . 

Т а к ъ какъ углы A B C и CDA равны, то ихъ дополненія до двухъ 
прямыхъ также равны, т. е. / _ BCD = / , B A D . 

2 ) Требуется доказать, что A B = CÜ и A D = ВС. Проведя 
діагональ АС. получимъ треугольники A B C и A D C , которые равны. 
Действительно, въ нихъ сторона АС общая, / . А С В = / . CAD по 
параллельности прямыхъ В С и AI» и / . В А С = / . ACD по парал-
лельности прямыхъ A B п DC; следовательно A B - DC и A D = B C . 

С Л Ъ Д С Т В І Е . Діагоналыо раздѣляется параллелограмъ на два  
равные треугольника. 

Обратное Ііредложеніе. Чстыреуюлгтш, въ которомъ: 
1) и рот исолежащ")" углы равны, нлн 2) проттолежащгя сто-
роны равны, есть яараллелограмъ. 

I ) Дано (фиг. 6 7 ) : / . B A D = / . B C D , / _ A B C = / . ADC,  
В ъ четыре угольник! A B C D сумма угловъ равна 
L B A D - f /. A B C 4 - L BCD + L ADC = 2 L B A D + 2 / . A B C ,  
потому-что по заданію / . B A D = / . BCD и / . A B C = / . ADC;  
эта-же сумма угловъ равна (теор. 8 3 ) 

/ . B A D + / 1 A B C + / . B C D 4 - / . A D C = 3 6 0 " ;  
следовательно 

2 / . B A D 4 - 2 Z . A B C = 3 6 0 ° или 
/ . B A D - j - / _ А В С = 1 8 0 ° . 

Такъ какъ сумма угловъ B A D и A B C равна 1 8 0 ° , то (теор. 6 0 ) 
прямыя A D и ВС должны быть параллельны. 

По доказанному извѣстно, что / . B A D 4 - А ВС = 1 8 0 ° и но 
заданію / _ A B C = / . ADC, Замѣнивъ уголъ ABC угломъ ADC,  
нолучимъ / . B A D 4 * L ADC = 1 8 0 ° ; отсюда мы заключаем!,(теор. 
6 0 ) , что прямыя A B и DC параллельны. 

По параллельности сторонъ AD и В С , и сторонъ A B и DC мы 
заключаем!, что четыреугольпикъ A BCD параллелограмъ. 



2 ) Дано (фиг. 0 7 ) : A B = DC и AD = ВС. Требуется доказать, 
что A B C D параллелограмъ. 

Проведя діагональ АС, получимъ два равные треугольника A B C  
и A D C , потому-что въ иихъ сторона АС общая, A B = DC (по за-
данію) и AD ВС (по заданікі) ; следовательно £_ ACD = 1_ ВАС 
и / . CAD = / _ АСВ. По равенству внутреннихъ на-крестъ лежа-
щих ъ угловъ ACD и В А С мы заключаем!., что стороны DC и A B  
параллельны, и по равенству внутреннихъ на-крестъ лежащихъ угловъ 
CAD и А С В стороны AD и В С должны быть параллельны. 

S6. Теорема. Если въ четырег/юлыниюь дть протшолежа-
щія стороны равны ѵ параллельны, то н два, осталъныя сто-
роны равны и параллельны, гі четыреугольникъ есть параллело-
грамъ. 

Дано (фиг. 6 7 ) : A B — D C и AD параллельно къ DC. Требуется 
доказать, что AD = В С и A D параллельно къ ВС. 

Проведя діагональ АС. получимъ два равные треугольника A B C  
и ADC, потому-что въ иихъ сторона АС общая, A B = DC (по за-
днюю) и / . В А С — / . DCA (по параллельности прямыхъ A B и DC);  
следовательно В С = A D и /_ ВС А = / . C A D . По равенству зтихъ 
угловъ мы заключаема что стороны ВС и А Р шраллельвй. 

87. Теорема. Въ параллелоірамѣ діахонали взаимно дѣ- 
лятся по-поламъ. 

Требуется доказать (фиг. 6 8 ) , что АО = СО и ВО = DO. 
ф ш - 6 8 - Треугольники A B O и CDO равны, 

я г потому-что въ иихъ A B = DC, / _ В А С 
= L PCO и Z . A B O = . / . CDO (вну-
тренніе на-крестъ лежащіе углы); сле-

a L e 1 1 _ Ѵ В дователъно АО = СО и В О = DO. 
8S. Теорема. Два параллелограма 

равны, если двѣ смежныя стороны одною соогпвѣтствснно  
равны двумъ смежнымъ сторонамъ дряраго параллелограма, и 
углы, заключающісся между этимгі сторонами, равны. 



t 
Дано (фиг. 6 9 ) : A B = E F , A D = E H , / _ B A D = L F E H .  

Требуется доказать, что A B C D = E F G H . 
Фиг. 69. Наложимъ параллелограмъ A B C D на па-

и е н е раллелограмъ E F G H такимъ образомъ, чтобы 
J - стороны A B и E F совмѣстились ; тогда по ра-

I ! ; венству угловъ B A D и F E H прямая A D пой-
J 1 L г детъ по Е Н , и по равенству сторонъ A D и 

Е Н точка D упадетъ въ Н . Прямая DC, па-
раллельная къ A B , пойдетъ по прямой H G , параллельной къ E F ,  
и вершина С упадетъ въ какую-нибудь точку прямой H G . Прямая 
ВС, параллельная къ A D , пойдетъ по прямой F G , параллельной къ 
Е Н , и вершина С упадетъ въ какую-нибудь точку прямой F G . Т а к ъ 
какъ вершина С должна находиться на прямыхъ H G и F G , то она 
упадетъ въ точку G пересѣченія этихъ прямыхъ; слѣдовательно па-
раллелограмъ A B C D совмѣстится съ параллелограмомъ E F G H . 

8 9 . Теорема. Если въ параллелщхшѣ A B C D (фш. 70) 
двѣ смежныя стороны A B и В С равны, то всѣ стороны равны 
между собою. 

По предъидущему ( 8 4 ) извѣстно, что A B = DC и A D = В С ; 
Фиг. 70. но т а к ъ к а к ъ п о з а д а н і ю a b = В С , т о A B = В С 

= DC = A D . 
Нараллелограмъ, въ которомъ всѣ стороны рав-

ны , называется ромбомъ. 
9 0 . Теорема. Въ ромбѣ діагонали: 1) дѣ- 

лятся взаимно по-поламъ, и 2) взаимно-перпен-
дикулярны. 

1) См. доказательство теор. 8 7 . 
2 ) Требуется доказать, что прямая B D перпендикулярна къ АС 

(фиг. 7 0 ) . 
По равенству сторонъ A B и В С мы заключаемъ, что A B C рав-

нобедренный треугольникъ. Такъ какъ по предъидущему (теор. 8 7 ) 
А Е = СЕ, то прямая B E , соединяющая вершину В равнобедреннаго 



треугольника A B C съ срединою Е его основанія, должна быть пер-
пендикулярна къ этому основанію; слѣдоватедьно прямая B D пер-
пендикулярна къ АС. 

90. Теорема. Два ромба равны, если сторона и уіолъ  
одного соответственно равны стороне и углу другаго ромба. 

См. доказательство теор. 8 7 . 
9 1 . Параллелограмъ, содержащій прямые углы, называется пря-

моугольникомъ. 
Теорема. Въ прямоугольнике діаюнали: 1) взаимно де-

лятся по-поламъ, и 2) равны. 
1) См. доказательство теор. 8 7 . 
2)' Требуется доказать, что АС = B D (фиг. 7 1 ) . Треугольники 

Ф и г . 7 і . д у в р ; и j p B D равны, потому-что сторона A B 
общая, A D = В С (какъ разстоянія между па-
раллельными A B и DC) и D A B = L С В А ; 
слѣдовательно А С = D B . 

9 2 . Теорема. Два прямоугольника рав-
ны, если двгь смежный стороны одного соответственно равны 
двумъ емежнымъ сторонамъ другаго прямоугольника. 

См. доказательство теор. 8 8 . 
9 3 . Параллелограмъ, въ которомъ всѣ стороны равны и всѣ углы 

прямые, называется квадратомъ (фиг. 7 2 ) . 
Теорема. Въ квадрате діагонали: 1) діьлятея взаимно 

по-поламъ, 2) взаимно - перпендикулярны, и 
3J равны. 

1) См. доказательство теор. 8 7 . 
2 ) См. доказательство теор. 9 0 , 2 . 
3 ) См. доказательство теор. 9 1 , 2 . 

94. Теорема. Два квадрата равны, если сторона одного 
равна стороніь другаго квадрата. 

9 5 . Четыреугольнпкъ A B C D (фиг. 7 3 ) , въ которомъ только двѣ 
5 



Фиг. 73. противѳлежащія стороны A B и DC параллель-
ны , называется трапеціею. Параллельныя 
стороны A B и DC суть основания трапеціи, а 
непараллельный прямыя A D и В С суть ея сто-

' " роны или бока. 
9 6 . Теорема. Если въ гпрапеціи углы, прилежагціе къ 

одному основами), равны, то и ся стороны равны. 
Дано (фиг. 7 4 ) L B A D L A B C ; требуется доказать, что 

A D = В С . 
Фиг. 74. Проведя прямую СЕ параллельно къ DA, 

получимъ L D A B = L С Е В (соотвѣтствую- 
щіе углы); но такъ какъ / . D A B = / . С Б А 

/ , (по заданію), то L С Е В = L С В А . В ъ тре-
/ / \ ( угольник! В С Е равнымъ угламъ С Е В и С В А 

противолежатъ равныя стороны, т . е. С В = С Е ; 
по DA — СЕ (параллельныя, заключенныя между параллельными A B  
и D C ) , сл!довательно DA = С В . 

Трапеція, им!ющая равныя стороны, называется аптипарал-
лелограмомъ или равнобочного гпрапеціт. 

97. Обратное предложеніе. Въ равнобочной трапеціи  
углы при одномъ изъ его основаній равнгл. 

Дано (фиг. 7 4 ) : AD = В С и прямая A B параллельна къ DC.  
Требуется доказать, что L B A B = L С В А . 

Чрезъ С проведя прямую С Е параллельно къ D A , получимъ 
С Е = DA (параллельная, заключенный между параллельными); но 
по заданію DA = С В , сл!довате.ты-о СЕ = С В . По равенству этпхъ 
прямыхъ мы заключаемъ, что В С Е равнобедренный треуголышкъ п 
L A B C = Z . B E C ; но / _ В Е С = / _ B A D (соотв!тствующіе углы), 
сл!довательно £_ A B C = / _ B A D . 

98. Теорема, прямая, проведенная чрезъ средину одной 
изъ сгпоронъ трапеціи параллельно къ основамямъ, должна прой-
ти чрезъ средину другой стороны. 



Дано (фиг. 7 5 ) : A M = MD и прямая MN параллельна къ A B 
Фиг. 75. и JJ(J. требуется доказать, что B N = N C . 

щ е Чрезъ точки D и M проведя прямыя D E 
и M F параллельно къ СВ, получимъ два 

и, ^ Да- равные треугольника A M F и M D E , по-
\ тому-что A M = MD (по заданію), 

в L M A F = D M E (соотвѣтствующіе 
углы) и / _ A M F = Z . M D E (соотвѣт-

ствующіе углы) ; слѣдовательно M F — D E . По параллельности пря-
мыхъ A B , MN и DC, и прямыхъ D E , M F и С В мы ямѣемъ M F = N B 
и D E = CN (параллельный, заключенный между параллельными); 
слѣдовательно N B = CN (потому-что M F = D E ) . 

Прямая, соединяющая среднія точки сторонъ трапеціи, назы-
вается хордою. 

99. Теорема. Хорда трапеціи равна полусумме обо-
ихъ основаній. 

Требуется доказать (фиг. 7 6 ) , что M N = ^ ' « ( A B - f - D C ) . • 
Чрезъ точку N проведемъ прямую E F параллельно къ A D до 

Фиг. 76. нересѣченія F съ продолженною стороною DC; 
, получимъ два равные треугольника B N E и 

>1 \ / CNF, потому-что B N = NC (теор. 9 8 ) , 
м/ д/ L B N E = Z . C N F и Z . N B E = Z . N C F 
/ / \ (внутренніе на-крестъ лежащіе углы); слѣво-

j L f и ватсльно B E — FC. Т а к ъ какъ параллельпыя 
прямыя, заключепныя между параллельными, 

равны, то MN = D F и MN = А Е ; но D F = = DC - f - C F и А Е = 
A B — Е В ; слѣдовательно MN — DC + C F n MN = A B — Е В . 
Сложивъ эти два равенства по-членно, получимъ 

2MN = D C + C F + A B — Е В и.ти 
2MN — A B + DC (потому-что Е В = C F ) ; 

откуда M N = 7 2 ( A B + D C ) . 
1 0 0 . Теорема. Если одна сторона трапещи разделена 

ъ* 



на равныя части и чрезъ точки дѣленія проведены прямыя па-
раллельно къ оенованіямъ, то этими прямыми другая сторона 
трапеціи раздгълится также на равныя части. 

Дано (фиг. 7 7 ) : параллельный прямыя A B , Е Н , F K , G L , DC  
Фиг. 77. и А Е = E F = F G = GD. Требуется доказать, 

в, ,с что В Н = Н К = K L = LC. В ъ трапеціи 
с і \ L A B K F прямая E H проведена чрезъ средину 

г / \к Е стороны A F параллельно къ основанію A B ; 
\ следовательно (теор. 9 8 ) В Н = Н К . Прямая 
\ F K , проведенная чрезъ средину F стороны E G 
И 

трапеціи EHLG- параллельно къ основанію  
Е Н , раздѣляетъ сторону H L на двѣ равныя части; следовательно 
Н К = K L . В ъ трапеціи F K C D прямая G L , проведенная чрезъ средину 
G стороны F D параллельно къ основанію F K , раздѣляетъ сторону 
КС на двѣ равныя части K L и LC. Т а к ъ какъ В Н = Н К , H K = K L  
и K L = LC, то В Н = Н К = K L = LC. 

1 0 1 . Плоская фигура, имѣющая больше четырехъ сторонъ, на-
зывается вообще многоугольникомъ или полигономъ. Во всякомъ 
многоугольник! столько угловъ и столько вершив®, сколько опъ 
нмѣетъ сторонъ. Углы, составляемые сторонами многоугольника, на-
зываются внутренними. Уголъ, составляемый стороною многоуголь-
ника съ продолженіемъ смежной стороны, называется внгыинимъ. По 
числу сторонъ (или по числу угловъ) многоугольники называются 
пятиугольниками, шестиугольниками, семиугольниками и т. д. Пери-
метромъ многоугольника называется сумма его сторонъ. Діагональ  
есть прямая, соединяющая двѣ несмежный вершины многоугольника. 

Полигонь, содержащий равныя стороны и равные углы, назы-
вается правильнымъ. 

102. Теорема. Число дгагоналей, проведенныгъ въ много-
угольниш изъ одной вершины его, равно числу сторонъ, умень-
шенному тремя. 

Между вершиною А (фиг. 7 8 ) п прочими вершинами В , С, D и 



т. д. возможно провести столько прямыхъ, сколько 
вершпнъ въ многоугольнике безъ одной вершины; 
но такъ какъ прямыя A B и A F , проведенпыя до 

в ближайшихъ вершинъ В и F , суть стороны много-
угольника, то число діагоналсй, проведенныхъ изъ 
вершины А , равно числу вершинъ (или числу сто-

ронъ), уменьшенному тремя; следовательно въ многоугольнике, имѣю- 
щемъ п сторонъ, возможно провести и — 3 діагоналей отъ одной 
вершины. 

104. Теорема. Сумма внутреннихъ угловъ многоугольника 
равна двумъ прямымь угламъ, повтореннымъ столько разъ, сколько 
въ нсмъ сторонъ безъ двухъ. 

Діагоналями АС, A I ) , А Е (фиг. 7 8 ) разделяется многоуголь-
нпкъ на треугольники. Крайніе треугольники A B C и A F E содер-
жать четыре стороны многоугольника, а въ среднихъ треугольникахъ 
находится только по одной стороне его; следовательно число сред-
нихъ треугольниковъ равно числу сторонъ многоугольпика, умень-
шенному четырьмя, т . е. въ многоугольнике съ п сторонами число 
среднихъ треугольниковъ равно п — 4 . В ъ этомъ многоуголь-
нике должно быть и — 4 треугольника и еще два крайніе тре-
угольника, т . е. въ многоугольнике п — 4 + 2 или п — 2 тре-
угольника. Во всякомъ треугольнике сумма угловъ равна 1 8 0 ° , 
следовательно углы въ и — 2 треугольникахъ составляютъ 1 8 0 ° , 
помпоженныхъ на п — 2 , или сумма угловъ многоугольника равна 
1 8 0 ° . ( » — 2 ) . 

С Л Ѣ Д С Т В І Е . Каждый изъ внутреннихъ угловъ правильнаго мио-
180». (п— 2) 

гоугольника съ п сторонами равенъ • 
103. Теорема. Сумма внѣгинихъ угловъ мноюугольгшка 

равна четыремъ прямымъ угламъ. 
Означивъ внутренпіе углы многоугольника (фиг. 7 9 ) чрезъ а, Ь, с 

и т. д . и внешніе углы чрезъ а ' , Ь', & и т. д . , получимъ 



Фиг. 79. Z . a + Z . a ' = 1 8 0 ° 
L b - \ - / _ Ь ' = 1 8 0 ° 
Lc Л- L c' = 1 8 0 ° и т . д . 

Сложивъ эти равенства ио-членно и озна-
чивъ сумму внутреннихъ угловъ чрезъ S и 
сумму внѣпінихъ угловъ чрезъ S ' , иолѵчимъ  
S + S ' = 1 8 0 ° « ; но 
S = 1 8 0 ° ( w - 2 ) или S = 1 8 0 ü « — 3 6 0 ° , 

\ 
éC / 

( 7 * i \ / 
т 

/ Л 

слѣдовательно S ' = 1 8 0 ° « — 1 8 0 ° « + 3 6 0 ° = 3 6 0 ° . 

.ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

130) Сколько аршинъ плинтуса потребно для комнаты, длина ко-
торой 25 и ширина 17 футъ? 

131) Сколько аршішъ лептъ потребно для обшивки копра, длпна 
котораго 7'/» фугъ и ширина 5 1 2 футъ? 

132) Въ четыреугодьникѣ ABCD (фиг. 66) уг. BAD = 106°35',  
уг. B C D = 123°46' и уг. ADC = 87°52'. Сколько градусовъ н минуть 
въ углѣ ABC? 

133) Для сада должпо построить заборъ изъ вертикально-постав-
ленныхъ досокъ, ширина которыхъ 3/4 фута; сколько нотребпо та-
кихъ досокъ, когда садъ имѣетъ видъ прямоугольника, длпна кото-
раго 120 и ширина 66 сажень? 

134) Квадратный дворъ, длиною въ 24 сажени, требуется обвести 
тротуаромъ изъ квадратішхъ и.іптъ, длиною въ 1',2 фута каждая 
плита; сколько потребно так ихъ плитъ? 

135) Сколько пудовъ алебастру нотребпо па каршізъ комнаты, 
длина которой 9г/з аршинъ и ширина б3,4 аршина, когда пзвѣстпо,  
что на 10 сажень длины карниза полагается 3'/* пуда алебастру? 

136) Для кладки цоколя потребно 7 каменыциковъ на 9 сажепь 
каждаго ряда плитъ; сколько каменыциковъ должно нанять для 
кладки цоколя, состоящаго шъ 4 рядовъ плитъ, когда длина зданія  
20 саж. 2 ар. п ширина 15 саж. 1 Ѵя ар.? 

13?) Прямоугольный лугъ, длиною въ 160 и шириною въ 120 са-
жень, должно огородить деревьями, отстоящими одно отъ другаго на 
10 фѵтъ; сколько потребно деревьевъ? 

138) Строеніе, длиною въ 14 саж. 2 ар. п шириною въ 10 саж., 



требуется обвести заборомъ, отстоящимъ отъ длив наго фаса строе-
иія на 2'/г ар., а отъ короткаго на 3'/г ар-; какой длины долженъ 
быть заборъѴ 

139) Къ краю прямоугольной доски стола должно прибить клеенку 
гвоздиками; сколько потребно гвоздиков и, когда длина досин стола 
2 ар. 4 вершка, ширина 1 ар. 6 вершковъ н разсгояніе между гвоз-
диками должно равняться 2 вершкамъ? 

140) Прямоугольное поле, коего длина 142е/? сажени н ширина 
І14 2 7 саженн, требуется обратить въ ботаннческій садъ, въ которомъ 
растенія должно расположить на прямыхъ, нараллельныхъ къ сто-
ронамъ прямоугольника въ раЗстолиін 2 футъ одно отъ другаго 
сколько номѣстнтсл растеніб въ этомъ саду? 

140а) Чрезъ поле, нмѣющее видъ транеціи ABCD (фиг. 75) про-
ведена дорога чрезъ средину M стороны AD параллельно къ AB.  
Зная, что нерпметръ этой трапеціи равенъ 725 саж., AB — 2 0 4 саж.. 
AD = 177 саж. и В С = 166 саж., найти длину дороги MN. 

141) Сторона квадрата содержите 25(г саж. , а его нернметръ 
равенъ полу-периметру прямоугольника, котораго большая сторона 
равна 65 саж. Сколько сажень содержите меньшая сторона этого 
прямоугольника? 

142) Въ транецін хорда равна 75 саж. н большее основаніе равно 
96 саж. Сколько сажень содержите меньшее основаніе? 

143) ІІериметръ антипараллелограма равенъ 107 саж., AB = 35 
саж., DC = 23 саж. (фиг. 74). Сколько сажень содержать стороны 
AD и ВС? 

144) Зная, что AB = 737а саж. H D C = : 5 8 : , 4 саж., узнать, сколько 
сажень содержите каждая изъ прямыхъ EH, FK и GL (фиг. 77). 

145) Сколько сажень содержите нернметръ правильваго восьми-
угольника, сторона котораго равна 16а/в сажени? 

146) Сколько градусовъ содержать сумма внутреннихъ угловъ въ 
нятиугольникѣ, семиугольникѣ и девятиугольникѣ? 

147) Сколько градусовъ содержите внутренній уголъ правильныхъ 
многоугольниковъ съ 6, 12 и 24 сторонами? 

148) Сколько градусовъ содержатьвнѵтренній уголъ иравилыіыхъ 1' 
многоугольниковъ ст, 8, 16, 32 сторонами? 

149) Сколько угловъ содержите правильный многоуголі.ніікъ, ко- і  
тораго сумма внутреннихъ угловъ равна 2520°? 



150) Сколько сторонъ содержитъ правильный многоугольвпкъ, 
коего внутренііій уголъ равенъ 102°? 

151) Чрезъ вершину А многоугольника сь 15 сторонами прове-
дены всѣ возможный діагоналн. Сколько образовалось угловъ при 
точкѣ А? 

152) Сколько сторонъ въ нравнльномъ многоугольннкѣ, коего 
внѣшній уголъ равенъ 22°30'? 

ТЕОРЕМЫ. 
153) Параллелограмъ раздѣляется на два равные параллелограма 

прямою, соединяющею среднія точки двухъ нротиволежащнхъ сто-
ронъ. 

154) Параллелограмъ раздѣляется на двѣ равныя части прямою, 
проведенною между двумя противолежащими сторонами чрезъ точку 
пересѣченія діагонален. 

155) Всякая прямая, проведенная между двумя противолежащими 
сторонами параллелограма чрезъ точку нересѣченія его діагоналей,  
дѣлится этою точкою на двѣ равныя части. 

156) ЕСЛИ чрезъ какую-нибудь точку 1 > основанія В С равнобе-
дреннаго треугольника АБС ііровестн прямую DE параллельно къСА 
п прямую DF параллельно къ ВА, то образуется параллелограмъ 
A E D F , котораго периметръ равенъ сѵммѣ сторонъ A B н А С . 

15Î) Если соединить среднія точку Е, F, G, H сторонъ прямоуголь-
ника прямыми EF, FG, GH н НЕ, то образуется ромбъ EFGH. 

158) Если соединить среднія точки Е, F, G, H сторонъ квадрата 
прямыми EF, FG, GH и НЕ, то образуется квадратъ EFGH. 

159) Во всякомъ аіітнпараллслограмѣ діагоналн равны. 
169) Въ четыреугольшікѣ АВС1), котораго смежный стороны AB  

и AD равны, и также сменшыя стороны ВС н DC равны, діагонали  
взаимно-перпендикулярны, меньшая діагональ BD дѣлится большею 
діагональю АС на двѣ равныя части, и большая діагональ дѣлитъ  
каждый нзъ угловъ BAD н BCD на двЬ равныя части. 

161) Прямая, соединяющая среднія точки основаиій антипарал-
лелограма, перпендикулярна къ основаніямъ. 

162) Если на діагонали BD квадрата ABCD отложить часть BE,  
равную еторонѣ AB, и нзъ точки Е возставить нерпенднку.іяръ E F  
къ діагоналн BD до пересѣченія F съ стороною AD, то E F = BD—AB. 



163) Если раздѣлить на двѣ равныя части каждым изъ угловъ, 
составляемыхъ діагоналяын параллелограма, и точки нересѣченіл пря-
мыхъ раздѣла съ сторонами параллелограма соединить по двѣ между 
собою, то образуется ромбъ. 

164) Если чрезъ оконечныя точкп діагонали АС (фиг. 68) прове-
сти прямыя параллельно къ діагонали BD, и чрезъ точки В и D про-
вести прямыя параллельно къ діагоыали АС , то проведенными пря-
мыми образуется параллелограмъ, который вдвое больше даииаго 
параллелограма ABCD. 

165) Если средину Е стороны AB параллелограма ABCD (фиг. 68) 
соединить съ вершиною D, и средину F стороны DC соединить съ 
вершиною В, то прямыми ED н FB раздѣлнтся діагоналъ АС на трп 
равныя части. 

166) Если изъ какой-нибудь точки D осиоваиія ВС равнобедрен-
наго треугольника ЛВС опустить перпендикуляръ DF на АС и нер-
иендикуляръ DE на AB, то сумма этихъ перпеидикуляровъ равна 
перпендикуляру BG, опущенному изъ точки В на противолежащую 
сторону АС. * 

167) IIa данной стороиѣ AB построить квадратъ. 
168) Начертить квадратъ, котораго діагоиаль должна равняться 

данной прямой. 
169) Начертить нрямоугольннкъ, котораго стороны должны рав-

няться данными прямыми AB и CD. 
170) ІІо двумъ данными діагоналямъ AB н CD построить ромбъ. 
171) Даны три точкп А, В и С, не лежащія на одной прямой. 

Чрезъ точку А требуется провести такую прямую MN, чтобы перпен-
дикуляры, опущенные на нее изъ точекъ В и С, равно-отстояли отъ А. 

172) Требуется провести прямую параллельно къ данной прямой 
AB и въ такомъ разстояніи отъ AB, чтобы сумма иерпендикуляровъ, 
оиущенинхъ на искомую прямую изъ данныхъ точекъ С и D, равня-
лась данной прямой т . 

ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНІЯ. 



О Т Д Ѣ Д Ъ I I . 

Окружность круга. 

ПЕРВАЯ Г Л А В А . 

Окружность круга. Свойства діаметра. Вписанный у г о л ъ , стороны котораг» 
проходить чрезъ концы діаиетра. Иерпенднкуляръ, опущенный изъ центра на 
хорду. Касательная. Дуги, заключающіясн между параллельными хордами. Ка-

сающаяся и пересѣкающіяся окружности. Задачи построения. 

1 0 5 . Представимъ себѣ, что какая-нибудь прямая С В (фиг. 8 0 ) , 
Фиг. во. вращаясь на плоскости около неподвижной точки С, 

сдѣлаетъ полный оборотъ; тогда точка В начер-
тить сомкпутую кривую линію, точки которой рав-
но-отстоятъ отъ неподвижной точки С. Э т а кривая 
лииія называется круговою или окружностью круга. 
Плоскость, ограниченная круговою линіею, назы-

вается круюмъ. Точка С, равно-отстоящая отъ точскъ окружности, 
называется центромъ. Прямая С В , соединяющая центръ съ точкою 
окружности, называется радіусомъ. Радіусы C A , С В , CD и т . д . 
одного и того-же круга равны, нотому-что каждый изъ нихъ выра-
жаетъ разстояніе между центромъ и окружностью, а эти разстоянія  
(вслѣдствіе сдѣланнаго оиредѣленія окружности) равны между собою. 

1 0 6 . Д в а круга равны, если ихъ радіусы равны. Въсамомъ дѣлѣ ,  
если мы на.южимъ одинъ кругъ на другой такимъ образомъ, чтобы 
центры этихъ круговъ совпали, то но равенству радіусовъ всѣ точки 
цервой окружности с о в п а д у т съ точками второй окружности. От-
сюда мы заключаемъ, что данные круги равны. 

Какая-нибудь часть окружности, напримѣръ A B , называется ду-
гою 0 . Д у г а A D E равна сужмѣ дугъ A D и D E . Д у г а B D равна 
разности дугъ B E и D E . 

' ) Въ ииеьмѣ часто употребляется зйакъ вмѣсто слова «дуга» 



M 

1 0 7 . Для начертанія окружности на бѵмагѣ употребляется цир-
куль съ выдвижною ножкою. В ъ этомъ циркулѣ , ослабивъ винтикъ 
ножки (фиг. 3 ) , мы можемъ освободить ея стальную часть отъ мѣд- 
ной и въ эту мѣдную часть вставить трубочку съ карандашемъ. Если 
мы пожелаемъ начертить окружность такимъ образомъ, чтобы ея 
центръ находился въ точкѣ С (фиг. 8 1 ) и ея радіусъ равнялся пря-

Фиг. 81. мой A B , мы возьмемъ циркуль, къ ножкѣ ко-
тораго привинчана трубочка съ карандашемъ, 
и дадимъ ему раствореніе, равное прямой A B .  
Потомъ поставимъ циркуль одною ножкою въ 
точкѣ С и , держа его за верхнюю часть, бу-
демъ вращать его около точки С такимъ обра-

л д зомъ, чтобы оконечность карандаша скользила 
на бумагѣ. Этимъ дѣйствіемъ мы опмиемъ 

окружность нзъ точки Срадіусомъ, равнымъ прямой A B , по-
ф и г - тому-что раствореиіе циркуля равно пря-

г а мой A B и равно также радіусу СЕ. 
Точно такимъ-же образомъ мы они-

гаемъ дугу Н К (фиг. 8 2 ) изъ точки О 
радіусомъ, равнымъ ирямой F G . 

* Д в ѣ дуги, оішсайныя равными радіу-
сами, равны, если они могутъ быть наложены одна на другой такъ, 
чтобы ихъ оконечння точки совпали. 

108. Теорема. Всякая прямая пересшаетъ окружность 
только въ двухъ точкахъ. 

Нельзя допустить, чтобы прямая E F (фиг. 8 3 ) и данная окруж-
Фиг. 83. н о с т ь и м ^ л п больше двухъ общ ихъ точекъ, 

потому-что отъ центра С невозможно прове-
сти болѣе двухъ равныхъ наклонныхъ до то-
чекъ иересѣченія прямой E F съ окружностью. 

Прямая E F , которою перееѣкаетея окруж-
ность, называется сѣкущею. 



Прямая, соединяющая двѣ точки окружности, называется хор-
дою; такъ нанримѣръ прямыя A B и І ) Е (фиг. 8 0 ) суть хорды. Дугѣ A B  
принадлежите хорда A B , или дуга A B стягивается хордою A B ,  
потому-что эта хорда соединяете оконечныя точки дуги A B . 

Х о р д а , проходящая чрезъ дентръ круга, называется діаме- 
тромъ. В с ѣ діаметры одного и того-же круга равны, нотому-что каж-
дый діаметръ есть удвоенный радіусъ. 

1 0 9 . Чтобы въ кругѣ провести хорду, равную данной прямой 
Ф и г . 8 4 . д в ( ф и г > g ^ дадимъ циркулю раствореніе, равное 

A B . Потомъ изъ какой-нибудь точки D окружности 
опигаемъ дугу даннымъ раствореніемъ циркуля. На-
конецъ соединима точку D съ точкою Е перееѣче- 
нія описанной дуги съ окружностью. 

л в 1 1 0 . Теорема. Діаметръ есть наибольшая 
хорда въ кругѣ.  

Требуется доказать, что A B больше D E (фиг. 8 5 ) . Проведя ра-
Фш. 85. діусы CD п СЕ, получимъ треугольникъ CDE,  

въ которомъ CD - f - CE > D E (теор. 3 4 ) ; но 
CD = CA и C E = С В (радіусы), сдѣдова- 
тельно CA + С В > D E или A B > D E . 

111. Теорема. Діаметръ раздѣляетъ  
окружность на двѣ равныя части. 

Согнемъ бумагу, на которой начерчена 
окружность (фиг. 8 5 ) по направленію діаметра A B такпмъ обра-
зомъ, чтобы верхняя часть чертежа помѣстилась на нижней части; 
тогда радіусъ СЕ примете положение радіуса C F . Такъ какъ радіусы  
одной и той же окружности равны, то точка Е упадете въ точку F .  
Точно также по равенству радіусовъ CD и CG точка D упадете въ 
точку G. Такимъ-же образомъ узваемъ, что всякая точка дуги A D E B  
совпадете съ точкою дуги A G F B ; слѣдовательно эти дуги совмѣ- 
стлтся или они равны. Каждая изъ этихъ дугъ называется полу-
окружностью. 



1 1 1 . Чтобы описать полуокружность на данной прямой A B 
Фиг. 86. (фиг. 8 6 ) , мы раздѣлимъ эту прямую въ 

точке С на двѣ равныя части, и потомъ изъ 
С радіусомъ CA опишемъ полуокружность. 

Всякая хорда, какъ напримѣръ D E (фиг. 
8 5 ) , раздѣляетъ окружность на двѣ нерав-
ныя дуги : D E , которая меньше полуокруж-

ности, и D G F E , которая больше полуокружности. Когда говорится 
о дугѣ , которая стягивается хордою, то обыкновенно подразумѣ-
вается меньшая изъ дугъ, принадлежащих!, этой хордѣ . 

1 1 2 . Уголъ, составляемый двумя хордами, пересекающимися па 
окружности, называется вписаннымъ угломъ. Уголъ составляемый 
двумя радіусами, какъ напримѣръ ACD (фиг. 8 5 ) , называется цен-
тральнымъ угломъ. 

Теорема. Вписанный уголъ, стороны которого проходятъ 
чрезъ оконечносгпи діаметра, есть прямой. 

Даны хорды А Е и B E , проходящія чрезъ точки А и В діаме-
тра A B (фиг. 8 7 ) . Требуется доказать, что / _ А Е В = 9 0 ° . 

Проведя діаметръ E D , получимъ два рав-
нобедренные треугольника А С Е и В С Е , по-
тому-что CA = СЕ = С В (радіусы) ; следова-
тельно /_АЕС= L C A E и L В Е С = L С Б Е . 
Сложивъ равныя величины съ равными, полу-
чимъ равныя суммы / _ АЕС + L В Е С = 
LСАЕ+ L С В Е ; следовательно £ А Е В = 

С Л Ъ Д С Т В І Е . Окружность, описанная на гипотенузе прямоуголь-
наго треугольника, должна пройти чрезъ вершину ирямаго угла. 

113. Теорема. Перпендикуляръ, опущетшй нзъ центра 
крут на хорду, раздгьляетъ на двгь равныя части: эту хорду, 
соотвѣтствугощій ей центральный уголъ гі принадлежащую ей 
дугу. 

Фиг. 87 . 



Дана (фиг. 8 8 ) : прямая СЕ перпендикулярна къ хордѣ A B . Тре-
Фиг. 88. буется доказать, что A D = B D , L A C E = L В С Е 

и дуг. А Е = дуг. B E . Проведя радіусы CA и С В , по-
лучимъ два равные прямоугольные треугольника ADC  
и B D C , потому-что сторона CD общая, А С = В С (ра-
діусы); слѣдовательно A D = B D и / . ACE = В С Е . 

Согнемъ бумагу, на которой начерчена (фиг. S 8 )  
по направленію діаметра F E такимъ образомъ, что-

бы правая часть фигуры помѣстилась на лѣвой; тогда по равенству 
угловъ ADC и BDC прямая D B пойдетъ по D A , и но равенству 
этпхъ прямыхъ точка В упадетъ въ А. По совпаденію оконечныхъ 
точекъ дуги B E съ оконечными точками дуги А Е мы заключаемъ, 
что эти дуги равны. 

114. Обратное предложеніе. Перпендикуляра, воз-
ставленный къ хордѣ изъ ея средины, долженъ пройти чрезъ 
центръ круга. 

йзвѣстпо, (фит. S 8 ) , что центръ С круга равно-отстоитъ отъ 
оконечностей А и В хорды A B . Также извѣстно ( 5 1 ) , что пер-
пендикуляръ DC, возставленный къ прямой A B изъ ея средины 
D , есть геометрическое мѣсто всѣхъ точекъ, равпо-отстоящихъ отъ 
оконечностей А п В ; слѣдовательно центръ С должепъ находиться 
на перпендикуляр! DC. 

Примѣчаніе. Прямая СЕ удовлетворяетъ пяти условіямъ: а) она 
проходитъ чрезъ центръ С , Ь) она проходить чрезъ средину хорды 
A B , г ) она перпендикулярна къ х о р д ! A B , d) она проходитъ чрезъ 
средину дуги А Е В , и е) она раздѣляетъ центральный уголъ А С В на 
д в ! равныя части. 

1 1 5 . Прямая A B (фиг. 8 9 ) , имѣющая съ окружностью только 
одну общую точку, называется касательного. Эта общая точка на-
зывается точкою касанія. 

Теорема. Прямая, проведенная перпендикулярно къ ра-



діусу чрезъ ею оконечную точку, касается къ окружности въ 
этой точкѣ. 

Дана прямая A B ((фиг. 8 9 ) , перпендикулярная къ CD. Тре-
буется доказать, что ирямая A B касается къ 

л окружности въ точкѣ D . 
в Соедипимъ центръ С съ какою-нибудь точ-
п кою Е прямой A B ; тогда прямая СЕ будете 

наклонная относительно A B , потому-что отъ 
точки С до ирямой A B возможно ировестп 

р 

только одииъ перпендикуляръ CD. По предъ-
идущему извѣстно, что наклонная С Е больше перпендикуляра CD; 
слѣдовательно прямая СЕ больше радіуса данной окружности, и точка 
Е находится внѣ круга. Точно такимъ-же образомъ мы узнаемъ, что 
всѣ точки прямой A B , кромѣ точки D, лежать вкѣ круга; слѣдова-
тельно прямая A B и окружность имѣютъ только одну обшую точку 
D, т. е. прямая A B касается къ окружности въ точкѣ D. 

116. Обратное предложеніе. Касательная къ окруж-
ности должна быть перпендикулярна къ радіусу, проходящему 
чрезъ точку касанія. 

Такъ какъ всякая точка Е касательной A B (фиг. 8 9 ) , взятая 
вправо или влѣво отъ точки D, находится внѣ круга, то ея разстоя-
ніе СЕ отъ центра должно быть*больше радіуса. Отсюда мы заклго-
чаемъ, что кратчайшее разстояніе между центром. С и касательного 
A B будете радіусъ CD; но извѣстпо, что кратчайшее разсгояпіе 
между точкою и прямою выражается перпендикуляроаъ, опущеннымъ 
изъ этой точки па прямую; слѣдовательпо радіусъ CD перпендику-
лярен'!. къ A B , и на обороте: прямая A B перпендикулярна къ CD. 

Примѣчаніе. Если сѣкущая проходите чрезъ центръ круга, 
то ея часть, находящаяся между точками окружности, есть наи-
большая хорда или діаметръ круга. По мѣрѣ удалѳнія этой сѣку-
щей отъ центра, хорда F G (фиг. 8 9 ) постепенно Уменьшается и точки 
F и G все болѣе и болѣе сближаются. Наконецъ, если сѣкущая отой-



детъ отъ центра на разстояніе, равное радіусу круга, то хорда F G  
изчезнетъ, точки F и G совпадутъ въ одну точку окружности и сѣ - 
кущая сдѣлается касательною. 

1 1 7 . Основываясь на доказанной теоремѣ, проведемъ прямую, 
касающуюся къ данной окружности въ данной точкѣ D. Для этого 
соединимъ центръ С съ точкою D и къ прямой CD возставимъ пер-
пендикуляръ изъ точки D . 

118. Теорема. Дуги, заключенный между двумя парал-
лельными прямыми, равны между собою. 

1) Даны (фиг. 9 0 ) параллельная хорды A B и D E . Требуется 
Фиг. 9о. доказать, что дуга A D равпа дѵгѣ B E . 

Изъ цептра С опустимъ перпендикуляръ 
СН на хорды A B и D E . Этнмъ перпендику-
ляромъ раздѣлится на двѣ равныя части каж-
дая изъ дугъ A H B и D H E , стягиваемыхъ хор-
дами A B и D E (теор. 1 1 3 ) ; слѣдовательно  
дуг. А Н = дуг. В Н и дуг. D H — дуг. Е Н . 
Вычтя равныя величипы изъ равныхъ, полу-

чимъ равныя разности, т. е. 
дуг. А Н — д у г . І ) Н = дуг. В Н — д у г . Е Н или дуг. А О = дуг. B E . 

2 ) Даны хорда A B и параллельная къ ней касательная F G .  
Радіусъ СН, проходяіцій чрезъ точку H касанія, перпендикудя-

ренъ къ касательной F G и къ хордѣ A B , параллельной къ F G .  
Этимъ перпендикуляромъ раздѣлится н а д в ѣ равныя части дуга A H B ,  
соотвѣдствующая хордѣ A B ; слѣдовательно дуг. А Н = дуг. В Н . 

3 ) Даны д в ѣ параллельпыя касательпыя F G п LM. 
Радіусы СН п C K , соотвѣтственно перпендикулярные къ каса-

тельнымъ F G и L M , составляютъ одну прямую Н К , потому-что пря-
мая. проведенная чрезъ точку С перпендикулярно къ FG- , должна 
быть также перпендикулярна къ прямой L M , параллельной къ F G .  
Т а к ъ какъ прямая Н К проходітъ чрезъ центръ, то каждая изъ 



дугъ К А Н и К В Н составляет полуокружность; слѣдовательно  
дуг. К А Н = дуг. К В Н . 

1 1 9 . Окружность называется внтинею относительно другой 
окружности (фиг. 9 4 ) , если всѣ точки первой лежать внѣ второй. 
Окружность называется внутреннею относительно другой окружно-
сти (фиг. 9 5 ) , если всѣ точки первой лежать внутри второй. 

Д в а круга, имѣющіе общій центръ, но разные радіусы, назы-
ваются концентрическими или одноцентренными. Часть больпіаго  
крута, находящаяся между окружностями двухъ концентрическпхъ 
круговъ, называется круговымъ кольцомъ. 

Д в ѣ окружности касаются, если у нихъ только одна общая точка 
(точка касанія). Д в ѣ окружности могутъ касаться изъ-внѣ (фиг. 92) 
или изъ-внутри (фиг. 93). 

Д в ѣ окружности, имѣющія двѣ общія точки , пересѣкаются 
(фиг. 9 1 ) . 

120. Теорема. Если двѣ окружности пересѣкаются, то 
прямая, соединяющая ихъ центры, перпендикулярна къ общей 
хордѣ окружностей и раздѣляетъ ее на двѣ равныя части. 

Извѣстно (фнг. 9 1 ) , что иерпендикуляръ DC, возставленный къ 

ность буквою, поставленною при центрѣ) ne измѣняетъ своего поло-
жеиія, а окружность С' вращается около неподвижной точки А та-
кимъ образомъ, что точка В все болѣе и болѣе приближается къ А. 
Наконец!, когда точка В совнадетъ съ А , то окружности сдѣлаются  
касающимися. Такъ какъ центральная линія С С (разстояніе между 
центрами С и С') находится в ъ (фиг. 9 1 ) между точками А и В, то 

Фиг. 9 1 . хордѣ A B изъ ея средины D, должеаъ 
пройти чрезъ центръ С, и нернендиау-
ляръ D C ' , находящійея на продолженіи  
прямой CD, долженъ пройти чрезъ центръ 
С'. 

С Л Ѣ Д С Т В І Е . Положнмъ, что окруж-
ность С (обыкновенно означается окруж-



совпадете точекъ А и В должно совершиться на прямой С С ; следо-
вательно точка касанія двухъ окружностей должна находиться на 
центральной линіи (фиг. 9 2 ) . 

121. Теорема. Если двгь окружности касаюггіся изъ-внгь, то 
фиг- 92- центральная линія равна суммгь радгусовъ 

(фиг. 92). 
Такъ какъ точка касанія А находится на 

центральной линіи между центрами С и С', то 
СО' = CA + C'A. 

Отсюда сеедуетъ: если разстояніе между 
центрами двухъ окружностей равно суммгьрадгусовъ,то окруж-
ности касаются изъ-внгь. 

1 2 2 . Теорема. Если двгь окружности касаются изъ-вну-
три, то центральная линія равна разности 
радгусовъ (фиг. 93). 

Такъ какъ точка касапія А находится на цен-
тральной линіи и меньшій кругъ лежитъ внутри 
болынаго, то центръ С менынаго круга долженъ на-
ходиться между центромъ С и точкою касанія ; сле-

довательно СС' = СА — C'A. Отсюда следуетъ: если разстояніе  
между центрами двухъ окружностей равно разности радіусовъ,  
гпо окружности касаются изъ-внутри. 

1 2 3 . Теорема. Если двгь окружности пересѣкаются, ггго 
разстояніе между ихъ центрами меньше суммы и больше раз-
ности радіусовъ. 

Проведя'прямыя CA и C'A (фиг. 9 1 ) , получимъ треугольникъ 
СС'А, въ которомъ СО' < CA + C'A и С С > CA — CA' (теор. 3 4 ) . 

Отсюда следуетъ: если разстояніе между центрами двухъ 
окружностей меньше суммы и больше разности радгусовъ, то 
окружности п ереегькают с я. 

1 2 4 . Теорема. Если одна окружность находигггея вгиъ 
другой, то разсгнояніе между центрами больгие суммы радгусовъ. 



Т а к ъ какъ разстояніе СС" (фиг. 9 4 ) между центрами состоять 
изъ радіусовъ CA и С В и прямой A B , нахо-
дящейся между окружностями, то 
С О CA + С В . 

Отсюда слѣдуетъ : если разстоянге между 
центрами двухъ окружностей больше сум-
мы радіусовъ, то одна окружность нахо-

дится внѣ другой. 
125. Теорема. Ее. •vu одна окружность находится внг/гпри 

другой, то разстоянге между центрами меньше суммы радіу- 
совъ (фиг. 95). 

Прямая С С равна CA — C A или равна 
CA — С В — В А ; слѣдовательно 
С С < CA — С В . 

Отсюда слѣдуетъ : если разсгпояпіе между 
центрами двухъ окружностей меньше раз-
ности радіусовъ, то одна окружность на-
ходится внутри другой. 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

173) Дана хорда AB (фиг. 88), равная 3 фут. 5 ' а дюйм., п къ ней 
возставленъ перпендикуллръ DC, отстоящій отъ точки А на 1 футъ 
8 3 л дюйма. Проходитъ-ли этотъ перпеидикуляръ чрезъ центръ дан-
наго круга? 

174) Сколько футъ и дюймовъ содержите наибольшая хорда, про-
веденная въ кругѣ, коего радіусъ равенъ 3,65 фута? 

175) Уголъ АСВ = 57°35' ц уг. ACD= 2 8 4 5 ' (фиг. 88). ТТрохо-
днтъ-ли прямая CD чрезъ средину хорды AB? 

176) Дуга АЕ (фиг. 88) составляете 5л« полуокружности. Какую 
часть окружности составляете дуга AF? 

177) Центральный уголъ АСВ = 90° (фиг. 88) и хорда AB = Б3,'* 
дюйм. Узнать, на сколько дюймовъ отстоите эта хорда отъ центра С? 

178) Въ какомъ положенін находятся двѣ окружности, когда раз-
6* 



стояніе между І ІХЪ центрами содержитъ 10 1 2 футъ и ихъ радіусы  
суть R = 63A фут. и R' = 35/е фут.? 

179) Дуга АК (фиг. 90) составляете 8Д5 полуокружности. Какую 
часть окружности составляете дуга ВН? 

180) Въ какомъ положеніп находятся двѣ окружности, когда раз-
стояніе между пхъ центрами равно 131 а фута п ихъ радіусы суть 
R = 6 1 8 фут. и R' = 45/e фут.? 

181) Зная, что радіусъ CD (фпг. 89) равенъ 1 фут. 7 3 > дюйм, и 
уг. DCE равенъ 45°, определить разстояніе точки Е отъ точки ка-
санія D. 

182) Въ какомъ положенін находятся двѣ окружности, когда ихъ 
центральная липія содсржптъ 2|3/іб фут. п пхъ радіусы суть R ~ 7 3 / 4 
фут. и R' = 47/ів фут.? 

183) Разстояніе между центрами двухъ окружностей, касающихся 
изъ-внѣ, равно H 3 » ДЮЙМ, П радіусъ R вдвое больше радіуса R'.  
Сколько дюймовъ содержитъ каждый изъ этихъ радіусовъ? 

184) В ь какомъ положеніи находятся двѣ окружности, когда ихъ 
центральная линіл содержитъ 9',2 дюйм, и ихъ радіуси суть R = 4 г/в 
дюйм, п R' = 6S/8 дюйм.? 

185) Опредѣлпть разетояніе между центрами двухъ окружностей, 
касающихся пзъ-виутрп, еслп центральная лпнія равна 2/з ыеньшаго 
радіуса п болыній радіусъ содержите 78/4 дюйм. 

186) Въ какомъ положенін находятся двѣ окруясностн, если ихъ 
центральная лпнія содержите 1 1 5 / 2 4 фут. и нхъ радіусы суть R = 8 5 / 6 
фут. и R' = 23/s фут.? 

187) Зная, что дуга AD — 3 / і дуги DH (фиг. 90) н дуга Dil состав-
ляете 3/з полуокружности, узнать, какую часть окружности состав-
ляете дуга ВН. 

188) Радіусы двухъ окружностей суть R = 75/в дюйм. п В ' = 34/s 
дюйм. Сколько дюймовъ должна содержать центральная линія, чтобы 
окружности касались нзъ-внутри? 

Т Е О Р Е М Ы. 

189) Двѣ окружности С н С касаются нзъ-внутри н меньшая нзъ 
иихъ проходите чрезъ центръ С большей окружности. Требуется до-
казать, что всякая хорда AB большей окружности, проведенная чрезъ 



точку касанія A, дѣлатея меньшею окружностью на двѣ раішыя  
части. 

190) Касательный, проведенным къ окружиоста чрезъ оконечныя 
точки ея діаметра, параллельны между собою. 

191) Окружность, описанная радіуеомъ CA нзъ средины С хорды 
AB, стягивающей дугу, раваую четверги окружности, должна пройти 
чрезъ центръ О этой четверти окружности. 

192) Въ большем*, пзъ двухъ концептрнчеекнхъ крѵговъ прове-
дена хорда AB, иересѣкаюіцая меньшую окружность въ точкахъС 
и D. Требуется доказать, что отрѣзкн АС и BD хорды AB равны. 

193) Если двѣ равныя пересѣкающіясл окружности оппсаны изъ 
точекъ А и С такпмъ образомъ, что общая хорда BD равна централь-
ной диніи АС, то радіусы AB, AD, СВ и CD образуют квадратъ. 

194) Геометрическое мѣсто верпшнъ прямоугольных!, треуголь-
яиковъ, нмѣющнхъ общую гинотенузу, есть окружность, описанная 
на этой гнпотенузѣ. 

195) Если отъ точки A пересѣченія двухъ окружностей провести 
діа.метры A D и АЕ, то оконечности D I I E этихъ діаметровъ должны 
лежать на одной прямой съ точкою В общей хорды AB. 

196) Двѣ хорды (не діаметры), нересѣкаюіціяся внутри круга, не 
могугь дѣлиться взаимно на двѣ равныя части. 

126. Задача. При точиѣ А прямой AM построить уголъ, 
равный данному углу E G E (фиг. 96). 

стоянію К Н , опшпемъ дугу такпмъ образомъ, чтобы оиа пересѣкла  
дугу СВ. Наконеиъ соедивимъ точку А съ точкою В прямою A B . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Проведя прямыя ВС и Н К , получимъ рав-
ные треугольники A B C и G H K , потому-что сторопы A B , A C , G H  
и G K равны (равные радіусы) и ВС = Н К ; слѣдовательно Д. В А С 

Фиг. 9 6 . Изъ вершины G какимъ нибудь 
радіусомъ онишемъ дугу Н К и изъ 
точки A тѣмъ же самымъ радіусомъ  
опишемъ дугу ВС. ІІотомъ изъ 
точки С радіусомъ, равнымъ раз-

= L H G K . 



1 2 7 . З а д а ч а . При точкѣ А прямой AM построить уголъ, 
равный су.ммѣ или разности данныхъ угловъ m up (фиг. ,97). 

Фиг. 97. t j 1 ) Какимъ-нибудь радіусомъ оиишемъ 
дугу CL изъ точки А и еще двѣ дуги изъ 
вершинъ данныхъ угловъ m и р. По-
томъ мы опишемъ дугу изъ точки С ра-
діусомъ, равнымъ х о р д е , соответствую-
щей углу т . Изъ точки D пересѣченія  

этой дуги съ дугою CL оішщемъ дугу радіусомъ, равнымъ хорде, 
соответствующей углу р . Наконецъ соединишь точку В пересѣченія  
последней дуги съ дугою CL, получимъ / . В А С == / . m - f - / . р . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . УГОЛЪ В А С = / _ В А С - f - / . B A D , н о 

L В А С = L m И L B A D = Lp ( 1 2 6 ) , следовательно / . В А С 
= L™+ LP-

2 ) Какимъ-нибудь радіусомъ онишемъ дугу CL (фиг. 9 8 ) изъ 
Фиг. 98. точки А и еще д в е дуги изъ вершинъ угловъ 

m и р (фиг. 9 7 ) . Потомъ изъ точки С опи-
шемъ дугу радіусомъ, равнымъ хорде, соот-
ветствующей углу m ; получимъ точку В иере-
сеченія этой дуги съ дугою CL. После этого 

оиишемъ дугу изъ точки В радіусомъ, равнымъ хорде, соответствую-
щей углу р, такимъ образомъ, чтобы она пересекла дугу CL между 
точками В и С. Наконецъ соединимъ точки А и Е прямою АЕ. 

Какъ доказывается, что / . C A E = / . m — / _ p'l 
128. Задача. Чрезъ точку, данную внѣ прямой, провести 

параллельную къ этой прямой (фиг. 99). 
ф " г ' 9 У " J Отъ данной точки С проведемъ какую-

— + — ) Е нибудь наклонную CD до данной прямой 
A B , и при точке С прямой CD постро-
имъ уголъ D C E , равный ( 1 2 6 ) углу 
ADC. 

К а к ъ доказывается параллельность нрямыхъ A B и СЕ? 



129. Задача. По дві/мъ угламъ а и Ь треугольника по-
строить третій уголъ {фиг. 100). 

Фиг. loo. Проведемъ какую-нибудь прямую M X и при 
точкѣ А ея построимъ уголъ МАН = / . а 
(см. 1 2 6 ) . Потомъ при точкѣ А прямой А Н 
построимъ / . H A K = / . Ь\ получимъ тре-

X — " 

буемый уголъ К А Х . 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В Ъ треугольнике, ео-

держащемъ углы а , b, х , сумма угловъ равна 
/ . Я 4 ~ (_Ь-\- 1_х— 180°, и вслѣдствіе (теор. 28) 

L М А Н + L H A K - + - L K A N = 1 8 0 ° 

или L a 4 - L b 4 - L K A N = 1 8 0 ° . 

Сравнивая последнее равенство съ равенствомъ 
/ . « 4 - L Lx— 1 8 0 ° , мы заключаем®, что (_х — / . К А Х . 

1 3 0 . Задача. Найти центръ дуги или окружности круга 
(фиг. 101). 

Проведемъ какую-нибудь хорду A B и изъ ея средины F возста-
Фиг. loi . в и м ъ перпендикуляръ. Потомъ проведемъ еще 

хорду D E и изъ ея средины G возставимъ так-
же пернендикуляръ. Точкою С пересечеиія про-

л веденныхъ перпендикуляровъ определяется тре-
буемый центръ. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . СМ. 1 1 4 . 

1 3 1 . Задача. Данную прямую A B раздѣлить на двгь рав-
ныя части (фиг. 102). 

Изъ точки А какимъ-нибудь радіусомъ, больпшмъ половины пря-
Фиг. ю г . ч о й д з ) опишемъ д в е дуги : первую надъ прямою 

A B и вторую подъ A B . Потомъ изъ точки В опи-
шемъ д в е такія-же дуги тем®-же самым® радіусомъ.  
Наконецъ соединимъ прямою CD точку С пере-

А ! / геченія д у г ъ , лежащихъ надъ прямою A B , съ 
и точкою D пересеченія дѵгъ , находящихся нодъ 

А 

Ж 



A B . Прямая CI) раздѣлитъ прямую A ß въ точкѣ Е на двѣ равныя 
части. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Проведя прямыя А С , A I ) . В С , В Г > , полу-
чимъ равные треугольники ACD и BCD, потому-что сторона CD об-
щая, CA = СВ и DA = DB (равные радіусы); слѣдовательпо [_ ACE  
= ВСЕ. Отсюда мы заключаем», что прямая СЕ, раздѣляющая  
уголъ АСВ равнобедреннаго треугольника ABC па д в ѣ равныя ча-
сти, должна пройти чрезъ средину Е основанія AB. 

ІІримѣчаніе. Раздѣливъ каждую половину АЕ и ЕВ данной 
прямой A B на двѣ равныя части, получимъ четвертый части прямой 
A B . Тѣмъ-же самымъ споеобомъ мы можемъ раздѣлить каждую чет-
верть на двѣ равныя части; получимъ восьмыя части прямой A B . 

1 3 2 . За дача. Данный уіолъ A B C (фиг. 1 0 3 ) разделить на 
две равныя части ( 2 - е рѣшеніе задачи 7 7 на 5 5 стр.) . 

Произвольным!, радіусомъ оппшемъ дугу D E изъ вершипы В 

ошісанныхъ дугъ съ вершиною В ; прямая B F раздѣлитъ данный 
уголъ на двѣ равныя части. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Проведя прямыя D F и E F , получимъ рав-
пые треугольники BDI1 и ВЕБ1, потому-что сторона BF общая, 
BD == BE (радіусы дуги DE), DF = EF (равные радіусы); слѣдо- 
вательпо /_ DBF = EBF. 

Нримѣчаніе. Этнмъ слособомъ возможно раздѣлить уголъ'па 4 , 
на 8 , на 1 6 и т. д . равннхъ частей. 

197) Построить уголь, равны» удвоенному данному углу ABC. 
198) Чрезъ точку С, данную внѣ прямой AB, провести прямую, 

Фпг. юз. угла A B C . Потомъ изъ точекъ D и Е 
произвольными равными радіусами они-
шемъ двѣ дуги такимъ образомъ, чтобы 
они пересѣклись внутри угла ABC. На-
коненъ соединимъ точку F пересѣченія 

ЗАДАЧИ ДЛЯ У И Р А Ж Н Е Ш Я . 



которая съ данною прямою должна составлять уголъ, ранний данному 
углу т. 

199) Радіусомъ, равным*, данной прямой AB, описать окружность, 
которая должна пройти чрезъ данныя точки Е и F. 

200 ) Въ данномъ кругѣ провести хорду, которой разстояніе отъ 
центра должно равняться данной прямой AB. 

201) Описать окружность такнмъ образомъ, чтобы она прошла 
чрезъ данныя точки Е и F, и чтобы ея центръ находился на данной 
прямой AB. 

202) Между сторопамн угла ABC провести прямую, которая дол-
жна равняться данной прямой DE и должна составлять съ стороною 
ВС уголъ, равный данному углу т . 

203) Даны |црям.ая AB н внѣ ея точка С. Требуется изъ точки С 
описать окружность, которая пересѣкла бы прямую AB въ двухъ точ-
кахъ, между которыми разстояніе должно равняться данной пря-
мой DE. 

204) На сторон! AB даннаго угла ABC требуется найти точку, 
равно-отстоящую отъ стороны ВС и точки D, даниой па AB. 

205) Внутри угла ABC найти точку, которой разстояніе отъ сто-
ронъ ВА н ВС должно равняться данной прямой «. 

200) Къ данной окружности провести касательную параллельно 
къ данной прямой AB. 

207) Къ данной окружности провести касательную, которая 
должна составлять съ дайною прямою AB уголъ, равный данному 
углу »г. 

208) Въ к р у г ! провести хорду, равную данной прямой а, и парал-
лельную къ данной прямой AB. 

209) Вт, круг ! провести двѣ хорды, равныя даннымъ прямымъ а 
а Ь, такпмъ образомъ, чтобы они йѳресѣклись нодъ угломъ, равнымъ 
данному углу »г. 

210) Но данному углу ABC построить уголъ, равный 90° 4-
Ѵаѵгла ABC. 

211) Чрезъ данную точку О провести прямыя, равныя даннымъ 
прямымъ AB, CD, EF, такпмъ образомъ, чтобы точки А, С, Е совпали 
въ точкѣ О, а точки В, D, F лежали на одной прямой. 

212) Найти прямую, раздѣляющую на двѣ равпыя частп уголъ, 



составляемый двумя прямыми, которыхъ точка пересѣченія не можетъ 
быть опредѣдена. 

213) Дана окружность, центръ которой ые можетъ быть онредѣ- 
ленъ. Къ ней требуется провести касательную чрезъ точку А, данную 
на иен. 

В Т О Р А Я Г Л А В А . 

Зависимость между центральными углами и соотвѣтствующими имъ хордами и 
дугами. Задачи построенія. 

1 3 3 . Т е о р е м а . Въ крут или въ двухъ равныхъ кругахъ 
равнымъ цендіралънымъ угламъ соотвѣтствуютъ равныя дуги и 
равныя хорды. 

Дано (фиг. 1 0 4 ) : / , А С В = / . D E F . Требуется доказать, что 
Ф и г . 1 0 4 . 1 ) дуг. A B = дуг. D F и 

2)хор . A B = хор. D F .  
1) Наложнмъ кругъ С на кругъ 

Е такимъ образомъ, чтобы центръ 
С совпадъ съ центромъ Е и радіусъ  
CA припялъ нанравленіе радіуса  
E D ; тогда по равенству этихъ ра-

діусовъ точка A упадѳтъ въ D, и по равенству угловъ А С В и D E F  
радіусъ C B примете направлепіе радіуса E F . По равенству этихъ 
радіусовъ точка В упадете въ F . Т а к ъ какъ оконечныя точки А и 
В дуги A B совпали съ оконечными точками D и F дуги D F , то мы 
заключаемъ, что эти дуги равны. 

2 ) По еовмѣщенію точекъ А и В съ точками D и F мы заклю-
чаемъ, что хорда A B равпа хордѣ D F . 

1 3 4 . При.цѣчаніе. Если равные центральные углы находятся въ 
томъ-же самомъ кругѣ , то для доказательства этой теоремы прове-
демъ діаметръ G H (фиг. 1 0 5 ) чрезъ средину G дуги A D . Потомъ 



нерегнемъ бумагу, на которой начерчена окружность по направленію  
діаметра G H такимъ образомъ, чтобы нижняя 
часть фигуры поместилась на верхней; тогда 
но равенству дугъ A G и D G точка D упадетъ 
въ А, и по равенству угловъ D C F и А С В ра-
діусъ C F нойдетъ но направленію радіуса С В . 
По равенству этихъ радіусовъ точка F упа-
детъ въ В . Отсюда следуетъ, что дуги D F и 
A B совместятся и также хорды D F и A B со-

вместятся, следовательно дуг. D F = дуг. A B и хор. D F = хор. A B . 
1 3 5 . Обратное предложеніе 1. Въ крутили въ двухъ 

равныхъ кругахъ равнымъ хордамъ соотвѣтсмвуютъ равныя 
дуги и равные центральный углы. 

Дано (фиг. 1 0 4 ) : хор. A B = хор. D F . Требуется доказать, 
что 1 ) [ _ А С В = D E F и 2 ) дуг. A B = дуг. D F . 

1) Треугольники A B C и D E F равны, потому-что CA = С В = 
E D = E F (равные радіусы) и A B = D F (по заданію); следова-
тельно А С В = L D E F . 

2 ) Т а к ъ какъ равнымъ центральным!, угламъ А С В и T)EF со-
о т в е т с т в у ю т равныя дуги, то дуг. A B = дуг. D F . 

Обратное предложеніе 2. Въ круггь или въ двухъ рав-
ныхъ круъахъ равнымъ дугамъ соотвѣтствуготъравные централь-
ные углы и равныя хорды. 

Дано (фиг. 1 0 4 ) : дуг. A B = дуг. D F . Требуется доказать 
что L А С В = L D E F и хор. A B = хор. D E . 

Наложимъ кругъ С на кругъ Е такимъ образомъ, чтобы центры 
С и Е совпали и также точки А и D совпали (совпаденіе точекъ А 
и D возможно, потому-что радіусн CA и ED равны); тогда по ра-
венству дуть A B и D F , точка В упадетъ въ F . Т а к ъ какъ точки 
А и В совпали съ точками D и F , то мы заключаем!,, что хорды 
A B и I ) F равны. По равонстну хордъ A B и D F , мы имеемъ 
L А С В = L D E F . 



136. Теорема. Если въ крут пли въ двухъ равныхъ кру-
яахъ взяты двѣ неравныя дуги, то большая изъ нихъ стяги-
вается большею хордою. 

Дапо (фиг. 1 0 5 ) : дуг. Е А В > дуг. D F . Требуется доказать, 
что хор. Е В І > хор. D F . 

Проведемъ радіусы CI) , C F . С В , СЕ. Потомъ проведемъ діа- 
метръ H G чрезъ средину H дуги B F и согнемъ бумагу, на которой 
начерчена окружность по направленію діаметра H G такимъ образомъ, 
чтобы полуокружность G D H помѣстилась на полуокружности G А Н ; 
тогда по предъидущему ( 1 3 1 ) хорда D F примете, положеніе хорды 
A B . Изъ образовавшихся троуголыіиковъ Е В С и A B C получимъ 
С Е = C A , сторона СВ общая н L E C B > L A C B ; но извѣстно  
(теор. 3 9 ) : если д в ѣ стороны одного треугольника соотвѣтственно  
равны двумъ сторонамь другаго треугольника, но у г л ы , заклю-
чающееся между этими сторонами не равны, то наибольшему углу 
противолежите, наибольшая сторона; следовательно Е В > A B или 
Е В > D F . 

137. Обратное нредложеніе. Если въ крут или въ 
двухъ равныхъ кругахъ проведены две неравныя хорды, то нсм-
больгиая изъ нихъ стягиваешь наибольшую дугу. 

Дано (фиг. 1 0 5 ) : хор. Е В > хор. D F . Требуется доказать, что 
дуг . Е А В > дуг. D F . 

Проведя діаметръ HG чрезъ средину H дуги B F , перегнемъ бу-
магу, на которой начерчена окружность но направленно этого діаме- 
тра такимъ образомъ, чтобы полуокружность G D H помѣетилась на 
полуокружности G А И; тогда дуга D F примете, положеще дуги A B . Такъ 
к а к ъ дуга A B , составляющая часть дуги Е В , меньше дуги Е В , и 
дуга A B равна дугЬ D F , то дуг. Е В > дуг. D F . 

138. Теорема. Равныя хорды рито-отстоятъ отъ центра-
круга. 

Дано (фиг. 1 0 6 ) : прямая C F перпендикулярна къ A B , прямая 



CG перпендикулярна къ D E и хор. A B — хор. D E . Требуется до-
Фиг. 106. казать, что C F = CG. Проведя радіусы C B и СЕ, 

получимъ равные прямоугольные треугольники C B F  
и CEG, потому-что СВ = С Е (радіусн) и B F '— E G  
(потому-что Л В — D E по заданію и B F = V» A B  
и E G = ' / 2 D E ) ; слѣдовательно C F = CG. 

1 3 9 . Обратное предложсніе. Хорды, 
равно-отстоящія от?, центра круга, должны быть равны. 

Дано (фиг. 1 0 6 ) : C F = CG; требуется доказать, что A B = D E . 
Прямоуголытые треугольники B C F и E C G равны, потому-что 

СВ = СЕ и C F = CG; слѣдовательно F B = G E и 2 F B = 2 G E или 
A B = D E . 

140. Теорема. Меньшая изъ двухъ неравных?, хордъ даль-
ше отстоитъ отъ центра круга, нежели большая хорда. 

Дано (фиг. 1 0 7 ) : хор. A B < х о р . D E , прямая C F перпенди-
Фнг. 107. кулярна къ A B и прямая CG перпендикулярна 

Ш
къ D E . Требуется доказать, что C F > CG.  
Проведемъ радіусы СВ и СЕ, и чрезъ средину 
К дуги B E діаметръ K L . Потомъ перегнемъ 

к бумагу, на которой начерчена окружность по 
направленно діаметра K L такъ, чтобы верх-
няя часть фигуры помѣстилась на нижней; 
тогда радіусъ С В совмѣстится съ радіусомъ  

С Е , хорда A B примете положеніе Е М и иерпендикуляръ C F пой-
дете по паправлепію C F ' . Прямая C F ' , иересѣкпюіцпя хорду D E  
въ точкѣ H между точками G и Е , больше прямой С Н ; но прямая 
СН больше CG, нотому-что CG перпеиднкуляръ и СН наклонная от-
носительно прямой D E . Т а к ъ какъ C F ' > СН и СН > C G , то не-
премѣнно C F ' > CG или C F > CG. 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 
214) Дуга AB равна дугЬ DF (фиг. 105), /_ BCF = 85°35' и 

L ACD = 103°4ä'. Сколько градусовъ и минуть содержитъ угол ь DGF? 



2 1 5 ) Уголъ а (фиг. 100) составляет 3/< угла b и /_ КАК = 76°35'. 
Сколько градусовъ и мииутъ содержитъ уголъ HAK? 

210) Дуга НК (фиг. 90) оинсана радіусомъ въ 3,25 дюйма и уголъ 
EGF содержит 00°. Сколько дюймовъ содержит хорда НК? 

217) Радіусъ СВ (фиг. 106) содержит 3,25 фута и L BCF=30 I ) .  
Сколько футъ содержитъ хорда AB? 

218) Хорда DE (фиг. 107) содержит 6,35 дюйма и L ECG=45°>  
на сколько дюймовъ ОТСТОИТЪ хорда DE отъ центра круга? 

219) Уголъ АСЕ (фиг. 105) составляет 3/вугла DCF и ѵг. ВСЕ = 
118°4'. Сколько градусовъ и минутъ содержит уголъ АСВ? 

220) Радіусъ CK круга содержит 4 3 4 дюйма (фиг. 107) и / . В С К 
= 60°. Сколько дюймовъ содержит хорда AB? 

221) Уголъ ВАС равенъ суммѣ угловъ m u р (фиг. 97) и L m—  
17°45'. Сколько градусовъ и м и н у т содержит уголъ у , если въ рав-
нобедренномъ треугольник! ABC уголъ ВАС при вершпиѣ равенъ 3Д 
угла ABC? 

222) Уголъ СНЕ = 135° (фиг. 107), разстояніе CG равно иоловипѣ  
хорды DE и точка H отстоитъ отъ G на 3,45 фута. Сколько футъ со-
держит хорда DE ? 

223) Чрезъ средину D радіуса CA, содержащая 73А дюйма, про-
ведена къ нему перпендикулярно хорда B E , и нотомъ проведены 
прямыя AB, ВС, СЕ и ЕА. Сколько футъ и дюймовъ содержитъ перп-
метръ образовавшаяся четыреуго.іьлика АБСЕ? 

ТЕОРЕМЫ. 

224) ЕСЛИ въ равиыхъ разстояиіяхъ отъ центра С круга провести 
двѣ параллельныя хорды AB u DE, и соединить точки А и D, и точки 
В и Е, то образуется нрямоугольникъ ABED. 

225) Если точку D, лежащую внутри круга соединить съ его цен-
тромъ С и на прямой CD описать окружность, то всякая хорда AB  
большой окружности, проведенная чрезъ D, разд!лптся малою окруж-
ностью въ точкѣ Е на д в ! равныя части. 

226) Если чрезъ точку Р, данную внутри круга, провести хорду 
перпендикулярно кѵдіамегру, проходящему чрезъ Р , то эта хорда 
меньше всякой другой хорды, проведенной чрезъ Р. 

227) Чрезъ точку А, данную в н ! окружности, проведена сЬкущая 
AD, которой внѣшиій отрѣзокъ АЕ (часть сѣкущей, лежащая внѣ 



круга) равенъ радіусу СЕ данпаго круга; потомъ чрезъ точку А про-
ведена сѣкущая AB, проходящая чрезъ центръ С, и наконецъ про-
ведешь еще радіусъ CD. Требуется доказать, что уголъ АСЕ равенъ 
третьей части угла BCD. 

228) ЕСЛИ чрезъ точку А, даинѵю на окружности С , провести не-
сколько хордъ, то другая окружность, имѣющан діаметръ CA, есть 
геометрическое место средннхъ точекъ проведсипыхъ хордъ. 

2 2 9 ) Отъ точкп Р, даішой внутри круга, проведены прямыя РА, 
PD, РЕ, P F до пересѣчеція съ окружностью. Требуется доказать, что 
наибольшая изъ этихъ прямыхъ будетъ прямая РА, проходящая 
чрезъ центръ, а наименьшая будетъ прямая P B , находящаяся на 
продолженін прямой АР. 

141. Задача. Данную дугу раздѣлить на двѣ равныя ча-
сти (фиг. 1 0 8 ) . 

1) Проведя радіусы CA и СБ, раздѣлимъ центральный уголъ 
Фш-. los. н а д В £ р а в н ы я части ( 1 3 2 ) прямою СП. Этою-

же прямою разделится также дуга A B B на д в е 
равныя части ( 1 3 3 ) . 

2 ) Проведя хорду A B , разде.іимъ ее па две рав-
ныя части ( 1 3 1 ) прямою CD. Эта прямая разде-
литъ также дугу A D B на д в е равныя части ( 1 3 3 ) . 

1 4 2 . Задача, Изъ точки, данной на пря-
мой, возставить перпендикуляръ къ этой прямой. 

1) На данной прямой отъ данной точки С (фиг. 1 0 9 ) отложимъ 
Фиг. 109. произвольный равныя части CA и СБ, н изъ точекъ 

А и В равными радіусами опишемъ двѣ дуги, пере-
секающіясі въ точке 1). Наконецъ соединимъ точки 
I ) и С прямою DC. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Проведя прямыя A D и B D ,  

получимъ равные треугольники ADC и BDC, по-
тому-что сторона CD общая, CA = СВ (но отложен'ю), AD = BD  
(равные радіусы) ; следовательно ACD = /_ BCD. По равенству 

У) \Ч 

— V 



Ф и г . 110. 

этихъ угловъ мы заключаемъ, что прямая € D перпендикулярна къ 
A B (теор. 2 4 ) . 

2 ) Чтобы возставить перпендикуляръ изъ окопечной А точки та-
кой прямой A B (фиг. 1 1 0 ) , которая не мо-
жетъ быть продолжена за точкою А , мы опи-
шемъ окружность изъ точки С , взятой внѣ  
прямой A B , радіусомъ, равиымъ прямой CA.  
Чрезъ точку D пересѣченія этой окружности 
съ прямою A B проведеыъ діаметръ D E и сое-

динимъ его оконечность Е съ точкою А . Прямая А Е требуемый пер-
пендикуляръ. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . УГОЛЪ D A E прямой, потому-что его сторопы 
AD и А Е проходятъ чрезъ оконечности діамѳтра (теор. 1 1 2 ) . 

143. Задача. Изъ точки С, данной они, прямой AB, опу-
стить перпсндикулнръ m эту прямую. 

Изъ точки С (фиг. 1 1 1 ) опишемъ дугу такпмъ радіусомъ, чтобы 
Ф и г . n i . она п е р е е ѣ н л а прямую A B въ точкахъ D и 

с Е . Потомъ изъ точекъ D и Е опишемъ рав-
ными радіусами двѣ иересѣкающіяся дуги. На-
конецъ соедииимъ точку F пересѣченія этихъ 
дугъ съ точкою С ; получимъ требуемый пер-
пендикуляръ C F . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Проведя прямыя CD,  
F D , СЕ , F E , получимъ равные треугольники 
C D F н C E F , потому-что сторона C F общая, 

CD == С Е (радіусы дуги D E ) , F D = F E (равные радіусы); слѣдо- 
вательпо D C F = / _ E C F . Т а к ъ какъ въ равдобедренномъ тре-
угольник! D C E прямая CG составляет съ его сторонами CD и СЕ 
равные углы DCG и ECG, то мы заключаемъ, что прямая CG пер-
пендикулярна къ осиовапію D E этого треугольника (теор. 4 3 , 1) . 

1 4 4 . Задача. Прямой уголъ раздгьлшпь на три равныя 
части. 

— : К 

Ж 



Фиг. 113. 

Изъ вершины А (фиг. 1 1 2 ) прямаго угла онишемъ какимъ-ни-
Фиг. 112. будь радіусовъ дугу В С , которая пересѣчетъ сто-

роны угла въ точкахъ В и С. Потомъ онишемъ 
тѣмъ-же самымъ радіусомъ дугу изъ точки В и еще 
дугу изъ точки С ; первая дуга пересѣчетъ дугу В С 
въ точкѣ D и вторая въ точкѣ Е . Наконецъ про-
ведя прямыя А Е и A D , получимъ Z . В А Е = / _ E A D 

= /_ DAC = V« L ВАС. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Проведя хорду B D , получимъ равносторок-

ній треугольникъ A B D , въ которомъ уг. B A D = 6 0 ° ; слѣдова- 
тельно уг. D A C = 3 0 ° . Такимъ-же образомъ доказывается, что 
уг. В А Е = 3 0 ° ; слѣдовательно и уг. E A D = 3 0 ° . 

145. Задача. По данной гипотенузе и известному острому 
углу построить прямоугольный треугольникъ. 

На какой-нибудь прямой A L (фиг. И З ) отложимъ часть A B , 
равную данной прямой т , и на ней опи-
шемъ полуокружность. Потомъ при точвѣ  
А построимъ уголъ B A D . равный данному 
утл)'р, и наконецъ соединимъ точки В и D. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Такъ какъ хорды 
A D и B D проходятъ чрезъ оконечности 
діаметра A B , то вписанный уголъ A D B  
долженъ быть прямой ( 1 1 2 ) . 

146. Задача. По тремъ сторонамъ т, п и р построить 
треугольникъ. 

На какой-нибудь прямой AM (фиг. 1 1 4 ) отложимъ часть A B , 
равную данной прямой гп. Потомъ изъ 
точки А онишемъ дугу радіусомъ, рав-
нымъ прямой п, и еще дугу изъ точки В 
радіусомъ, равнымъ прямой р. Наконецъ 
соединимъ точку С пересѣченія опйсан-
ныхъ дугъ съ точками А и В . 

ш 
/ 

Фиг. 1 1 4 . 



Ф и г . 1 1 5 . 

Для рѣшенія этого вопроса необходимо, чтобы пересеклись дуги, 
описанныя изъ точекъ А я В радіусами п и р ] а для выполнепія  
этого условія разстояніе m между центрами должно быть меньше 
суммы радіусовъ п и р, и больше ихъ разности ( 1 2 3 ) . Такъ какъ 
описанныя дуги пересекаются въ двухъ точкахъ, то предложенная 
задача даетъ два рѣшенія. 

1 4 7 . Задача. Но извѣстной сторон», m и двумъ къ ней 
прилежащимъ угламъ пир построить треугольникъ (фиг. 
115). 

На какой-нибудь прямой AM отложимъ часть A B , равную пря-
мой т . Потомъ при точкѣ А построимъ 
уголъ ВАТ/, равпый углу п . и при точкѣ  
В построимъ уголъ A B N , равный углу 
р. Точкою О нересѣченія прямыхъ A L и 
B N определится третья вершина тре-
угольника. 

Для рѣтпенія этого вопроса необхо-
димо, чтобы прямыя A L и B N пересеклись; а для выполненія этого 
уеловія сумма угловъ C A B и С Б А должна быть меньше двухъ пря-
мыхъ угловъ. 

148. Задача. ІІО двумъ сторонамъ тип. и углур, лежа-
щему между ними, построить трёуголыгикъ. 

Н а какой-нибудь прямой AM (фиг. 1 1 6 ) отложимъ часть A B , 
равную прямой т . Потомъ при точке А 
построимъ уголъ M A L , равный углу р, 
и на прямой A L отложимъ часть АС, 
равную прямой п. Наконецъ соединимъ 
точки В и С прямою ВС. 

149. Задача. По гтѣстной сто-
рона т, прилежащему къ ней углу п 

и противолежащему ей углу р, построшгіъ треугольникъ. 
1 ) На какой-нибудь прямой A N (фиг. 1 1 7 ) отложимъ часть A B , 

Фиг. 116. 



Фиг. 117. 
равную прямой т . Потомъ при точкѣ В построимъ уголъ A B L , рав-

ный углу р , и па прямой B L построимъ 
уголъ L B M , равный углу п. Наконецъ 
чрезъ точку А проведя прямую АО па-
раллельно къ В М , получимъ требуемый 
треугольникъ АВО, потому-что A B = w , 
/.ABO = LP и L AGB = L€BM 
== L n (по нараллельностн прямыхъ АО 
и В М , пересѣченныхъ прямою ВО). 

2 ) На какой-нибудь прямой AM (фиг. 1 1 8 ) отложимъ часть A B ,  
Фиг. н е . равную прямой т , и при точкѣ В построимъ 

уголъ A B L , равный углу п. Потомъ при ка-
кой-нибудь точкѣ D прямой B L построимъ 
уголъ B D E , равный у г л у ^ , и наконецъ чрезъ 
точку А проведемъ прямую AG параллельно 

ѵ къ E D . 
150. Задача. По двумъ етороиамъ и углу, протгтлежа-

гцему одной изъ нихъ, гювтрошпь треугольникъ. 
Проведя какую-нибудь прямую A L (фиг. 1 1 9 ) , отложимъ на 

ф и г - 1 1 9 ' пей часть A B , равную нрямой т , и при 
точкѣ А построимъ уголъ LAM, равный 
углу р . Потомъ изъ точки В онишемъ 
Дугу радіусомъ, равнымъ прямой п. Если 
эта дуга иересѣчстъ пряную AM въ точкѣ  
О, то, соединивъ точки В и С, получимъ 
требуемый треугольникъ A B C . 

Изслѣдуемъ этотъ воиросъ, т. е. най-
демъ условія, которымъ должны удовле-

творять данныя стороны и извѣстныіі уголъ, чтобы рѣшеніе было 
возможное, и узнаемъ, сколько возможиыхъ рѣшепій допуекаетъ пред-
ложенная задача. 

1) Когда уголъ р осгпрый. Для полученія возможнаго рѣшенія, 



дуга, описанная изъ точки В , должна встрѣтиться съ прямою A M ;  
а для выполненія этого условія, прямая п должна быть больше пер-
пендикуляра B D , опущеннаго изъ точки В на прямую A M , или-же 
должна равняться этому перпендикуляру. 

Если прямая п равна перпендикуляру B D , то дуга, описанная изъ 
точки В , касается къ прямой AM в ъ т о ч к ѣ О . Въэтомъ случаѣ получается 
прямоугольный треугольникъ и воиросъ допускаетъ толькооднорѣшеніе. 

Если прямая п больше перпендикуляра B D , но меньше прямой 
»г , то д у г а , описанная изъ точки В , пересѣчетъ прямую AM в ъ 
двухъ точкахъ С и С , лежащихъ по одну сторону вершины А . В ъ 
этомъ елучаѣ получаются два треугольника A B C и A B C ' , удовлетво-
ряющіе заданнымъ условіямъ. 

Наконецъ если прямая п больше m и больше перпендикуляра B D ,  
то дуга, описанная изъ точки В , пересѣчетъ прямую MA и ея про-
додженіе. Такъ какъ вторая точка иересѣченія относится къ тре-
угольнику, въ которомъ сторон! п противолежитъ уголъ, которымъ 
дополняется уголъ р до двухъ прямыхъ угловъ, то этотъ треуголь-
никъ не удовлетворяет заданному вопросу; слѣдовательно въ этомъ 
случаѣ получается только одно р!шеніе. 

2 ) Когда уголъ р щупой. В ъ этомъ случа ! перпендикуляръ B D 
(фиг. 1 2 0 ) долженъ находиться в н ! угла 
В А С , равнаго углу р , и вопросъ возмо-
женъ только при m < п, потому-что въ 
треугольник! тупому углу должна про-
тиволежать наибольшая сторона. При 
этомъ условіи дуга, описанная изъ точки 
В , пересѣчетъ прямую MA и ея продол-
женіо ; но вторая точка С' не удовле-
т в о р я е т данному вопросу, потому-что 
она принадлежитъ треугольнику A B C ,  
въ которомъ сторона В С противолежитъ 

углу В А С = 1 8 0 ° — / _ В А С , а не данному углу р. 

Ф и г . 1 2 0 . 



Когда уголъ р прямой. При этомъ углѣ вопросъ невозможенъ, 
если прямая п равна или меньше т . При п больше m вопросъ имѣ- 
етъ только одно рѣтен іе , потому-что въ этомъ случаѣ получаются 
два равные прямоугольные треугольника. 

151. Задача. Къ данной окружности провести касатель-
ную чрезъ точку, находящуюся емм круга. 

Соединимъ данную точку А (фиг. 1 2 1 ) съ центромъ 0 данной 
Фиг, 121. окружности и изъ средины В пря-

мой OA радіусомъ В О онишемъ 
\ окружность, которая пересѣчетъ  

( if \ данную окружность въ точкахъ С 
' V ° >\ J и D. Соединивъ точку А еъ точ-

/ ' к а м и С и I ) , получимъ двѣ каса-
" тельныя АС и A D , удовлетворяю-

щія данному вопросу. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Проведя прямыя О С и O D , получимъ впи-

санные углы ОСА и O D A , стороны которыхъ проходятъ чрезъ око-
нечности діаметра OA ; слѣдовательно эти углы прямые, и прямыя АС 
и АО соотвѣтственно перпендикулярны къ радіусамъ ОС и OD  
(теор. 1 1 2 ) . 

1 5 2 . О Л Ъ Д С Т В І Е . Треугольники АСО и ADO равны, потому-
что сторона АО общая, ОС = OD (радіусы) и углы АСО и ADO  
прямые; слѣдовательно АС = A D , С А О = DAO и АОС = 
/ _ AOD. Отсюда слѣдуетъ, что 1) двгь касателъныя, проведенныя 
гсъ окружности изъ одной и той-же точки, равны, и 2) прямая, 
соединяющая Щ'нтръ данной окружности съ данною точкою, 
изъ копюрой проведены касателъныя, раздѣляетъ на двѣ равныя 
части уголъ, составляемый касательными, и центральный уголъ 
составляемый радіусами, проходящими чрезъ точки касанія. 

1 5 3 . Задача. Описать окружность такимъ образомъ, 
чтобы она прошла чрезъ гпри данныя точки А , В и С , Ш ле-
жащая на одной прямой (фиг. 122). 



Фяг. 122. 1 ) Проведя прямы»»А В и А С , возетавииъ  
перпендикуляръ изъ средины F прямой A B и 
еще перпендикуляръ изъ средины D прямой 
АС. В ъ точкѣ 0 пѳресѣченія этихъ перпен-
дикуляровъ получится центръ искомой окруж-
ности. 

в 

J 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . СМ. доказательство 
(71). 

2 ) Изъ точекъ А и В (фиг. 1 2 3 ) равными радіусами опишемъ 

геометрическое мѣсто точекъ, равно-отстоящихъ отъ точекъ В и С . 
Пересѣчспіемъ прямыхъ E U и F C оиредѣлитсл точка, равно-от-
стоящая отъ точекъ А , В и С; слѣдовательно если изъ этой 
точки радіусомъ, равнымъ ея разстоянію до А , описать окружность, 
то эта окружность должна пройти чрезъ точки А , В и O f 

1 5 4 . Приміьтніс. Извѣстно ( 7 1 ) , что перпендикуляры, воз-
стапленные къ прямымъ A B , А С , В С (фиг. 1 2 2 ) изъ ихъ среднихъ 
точекъ, иересѣкаются въ одной точкѣ . Отеюда мы заключаемъ, что 
чрезъ три данныя точки возможно провести только одну окруж-
ное mt,, 1 что двѣ окружности, у которых» три общія точкиг  

должны совмѣститъся. 
1 5 5 . ІІримѣчаніе. Изложенными способам и возможно описать 

окружность около треугольника, т . е. провести окружность т а к ъ , 
чтобы она прошла чрезъ вершины треугольника. Если въ кругѣ по-
строен!. треугольникъ такиыъ образомъ, что его стороны сдѣлались  
хордами данной окружности, то этотъ треугольникъ впшанъ въ 

Ф и г . 1 2 3 , дуги, пересѣкающіяся въ точкахъ Е я 
D. Проведя прямую E D , получимъ гео-
метрическое мѣсто точекъ, равно-отстоя-
щихъ отъ точекь А и В . Изъ точекъ В 
и С опишемъ равными радіусами дуги, 
пересѣкающілся въ точкахъ F и Q-, и 
ироведемъ прямую F C . Эта прямая есть 

в 



— 1 0 В — 

Ф и г . 1 2 4 . 

круиь. В ъ (фиг. 1*22) окружность описана около треугольника A B C ,  
а треугольникъ шіисанъ въ кругѣ 0 . 

1 5 6 . Задача. Во данномъ треугольннкѣ впиши окруж-
ность крут. 

Треугольникъ A B C , котораго стороны касаются къ данной окруж-
ности, называется описанным?, около 
круга, а кругъ называется вписаннымs  
въ треугольника (фиг, 124). 

Предположимъ, что вонросъ рѣшент»,  
и что въ данномъ треугольникѣ A B C впи-
сана окружность круга. Извѣстно ( 1 5 2 ) , 
что прямая СО, соединяющая точку С 
перееѣчеиія касательныхъ CD и C F съ 

цеітромъ 0 , раздѣляетъ уголъ А С В на двѣ равныя части. Также пря-
маяВО, соединяющая точку В пересѣчеиія касательныхъ B E и B D съ 
цснтоомъ 0 ,раздѣляетъ уголъ A B C на двѣ равныя части; слѣдовательно  
центуь 0 долженъ находиться въ пересѣченіи прямыхъ СО и В О . 

Вьшсніе. Раздѣлимъ уголъ А С В на двѣ равныя части и также 
уголъ A B C . Потомъ изъ точки О пересѣченія прямыхъ СО и ВО опу-
стимъ перпендикуляръ OD на сторону ВС и наконецъ оппшеиъ 
окружюсть изъ точки 0 радіусомъ OD. 

157. Задача. Къ двумъ окружностямъ провести общую 
касатешую. 

1) Іоложимъ, что воиросъ рѣшенъ, и что прямая A B (фиг. 1 2 5 ) 
касается къданнымъ окружностямъ. 
Проведя прямую РО и радіуеы АО 
и P B , мы видимъ, что для рѣше- 
нія вопроса требуется построить 
четыреугольникъ А В Р О . Прове-
демъ въ этомъ четыреугольнякѣ  

пряму. P L параллельно къ В А , получимъ треугольникъ L P O . Те-
перь п видимъ, что для рѣгпенія вопроса должно построить тре-

Фиг. 125. 



угогьникъ L P O . Прямыя L A и P B , пернендикулярныя къ A B , дол-
жны быть перпендикулярны и къ прямой P L , параллельной къ В А ; 
следовательно L A L P = / _ O L P = 9 0 ° и также l _ L P B = 9 0 ° . 
Отсюда мы заключаешь, что A B L P прямоугольникъ и A L = B P ;  
следовательно O L = OA — L A или O L = OA — B P . По извѣст- 
нымъ прямынъ PO и O L , и прямому углу P L O легко построить тре-
угольникъ L P O . 

Ргьшеніе. Соединимъ центры Р и 0 данныхъ окружностей и изь 
средины H прямой РО опишемъ полуокружность радіусомъ Н О . По-
томъ, чтобы найти разность радіусовъ ОС и P D , отложимъ P D m  
ОС отъ О до Е ; получимъ С Е = ОС — P D . Отъ 0 до L отложимъ 
хорду O L , равную прямой C E , и иродолжимъ O L до пересеченіяА  
съ окружностью. Проведя радіусъ P B параллельно къ OA, соединить 
точки А и В прямою A B . Полученная касательная A B называется 
вніьшнею. Такимъ-же образомъ возможно нровести еще одну внѣшдаю  
касательную къ даннымъ окружностямъ. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Зная, что O L — O A — L A и O L = O A — P B ,  
мы заключаемъ, что L A = P B . По равенству и параллельности пря-
мых® L A и P B четыреугольникъ A B P L долженъ быть параілело- 
грамъ ( 8 4 ) . Такъ какъ уголъ P L O прямой, то и уголъ A L P ірямой  
и, по параллельности прямыхъ L A и P B , также уголъ L P B ірямой.  
По равенству прямыхъ L A и P B и ихъ перпендикулярности кънрямой 
P L , мы заключаемъ, что нараллелограмъ A B P L есть прямоугньникъ; 
слѣдовательно прямая A B перпендикулярна къ радіусамъ А) и B P . 

2 ) Опять предпложимъ, 
что вопросъ уже ріненъ, и 
что найдена нрямая 1С, (фиг. 
1 2 6 ) касающаяся къдашымъ 
окружностямъ. Проведешь ра-
діусы O B и P C , и нямую 
Р А параллельно къ (В до 
нересѣченія А съ иродлжен-



нымъ радіусомъ O B . Отсюда мы видимъ, что для рѣшенія предло-
женной задачи должно построить нрямоуголышкъ А В С Р , а для 
этого построенія необходимо онредѣлить точки А и В. Зная, что ВА 
= CP и OA = O B PC, онишемъ изъ точки 0 окружность радіусомъ  
OA. Эта окружность должна касаться къ прямой Р А въ точкѣ А , а 
радіусъ OA, проходящій чрезъ эту точку касанія, своимъ пересѣ- 
ченіемъ данною съ окружностью 0 , опредѣляетъ точку В. 

Ргьшеніе. На нродолжепіи радіуса OD отложимъ часть D E , рав-
ную радіусу PC, и изъ точки 0 онишемъ окружность радіусомъ О Е . 
К ъ этой окружности проведемъ (151) касательную РА изъ центра 
Р , и соединимъ центръ О съ точкою касанія А. Проведя радіусъ  
PC параллельно къ радіусу OA, соединимъ точки В и С прямою ВС. 
Полученная касательная ВС называется внутреннею. Такимъ-же 
образомъ можно провести еще одну внутреннюю касательную be къ 
даннымъ окружностямъ. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Уголъ Р А О прямой и , по параллельности 
прямыхъ АО и PC, также уголъ АРС прямой. Т а к ъ какъ въ че-
тыреугольникѣ А В С Р стороны A B и PC равны и параллельны и углы 
Р А О и А Р С прямые, то А В С Р прямоуголъникъ и A B C — Z . B C P  
= 9 0 ° , слѣдовательно и Z . C B O = 9 0 ° . 

ЗАДАЧИ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЕ 

230) Описать окружность такъ, чтобы она прошла чрезъ данпую 
точку С и касалась къ данной прямой AB въ точкѣ D. 

231) Къ дайной окружности провести двѣ касательный, состав-
ляются уголъ, равный даппому углу т . 

233) Радіусомъ, равпымъ данной прямой а , описать окружность, 
касающуюся къ непараллельнымъ нрямымъ AB и CD. 

234) Построить прямоугольный треугольннкъ: а) по извѣстной  
гипотенузѣ а и данному катету Ь; 

Ь) но извѣстному катету а и противолежащему ему углу т . 

234) По данной гипотенузѣ и и перпендикуляру b, онущенному 



на нее П;ІЪ вершины ирямаго, угла, построить прямоугольный тре-
угольникъ. 

235) Радіусомъ, равнымъ данной прямой m, описать окружность, 
проходящую чрезъ данную точку С п касающуюся къ данной пря-
мой AB. 

236) Построить равнобедренный треугольник®: 
a) по данному основанію а п прилежащему къ нему углу m ; 
b) по данному основанию а и углу m црп вершішѣ; 
c) но даниой сторон! m и углу р, равному сумм! угловъ, ііриле- 

жащихъ къ этой сторон!; 
</) но извѣетііой сторон ! m и перпендикуляру », опущенному нзъ 

вершины на основаніе. 
237) Построить прямоугольник* 
a) но даннымъ: сторон! и и діагоналн б; 
b) но дайной сторон! « и противолежащему ей углу от, составляе-

мому діагоналями. 
238) Требуется провести прямую такимъ образомъ, чтобы ея раз-

сгоя нія отъ данныхъ точекъ А и В соответственно равнялись дан-
нымъ прямымъ m u п. 

239) Построить равносторонній треугольникъ, когда изв!стно, 
что данная прямая от равна сумм! его стороны н пернендикуляра, 
онущеннаго на эту сторону нзъ вершины противо.тежащаго угла. 

240) Описать окружность, проходящую чрезъ данную точку А н 
касающуюся къ данной окружности въ точкѣ В. 

241) Начертить ромбъ 
a) но изв!стиой сторон! а и данному углу от; 
b) но изв!стнымъ : сторон! и и діагонали 6; 
г) по изв!стной діагонали Ь н противолежащему ей углу от; 
d) по изв!стіюй сторон! а и ея разетояшю h до противолежащей 

стороны. 
242) Описать окружность, касающуюся къ данной прямой AR н 

къ данной окружности въ точк! С. 
243) Описать окружность, касающуюся къ данной прямой AB, а 

къ данной прямой CD въ точк! Е. 
' 244) Построить параллелограмъ 

и) по двумъ сторонамъ а и Ь, п разстоянію h между двумя про-
тиволежащими сторонами; 



b) по діагоналп d, сторопѣ а н ея разстоянію h до противолежа-
щей стороны; 

c) по діагопалямъ с п d, п углу т , заключенному между нпмн; 
d) но діагоналямъ end, и разстоянію h между параллельными 

сторонами. 
245) Описать окружность, касающуюся къ даннымъ прямымъ CD  

и EF, и чтобы ея центръ находился на данной прямой AB. 
246) Построить трапецію. 
a) по пзвѣстнымъ основаиіямъ а и Ъ, сторонѣ с и углу т , проти-

волежащему сторонѣ с; 
b) но извѣстнымъ основаніямъ а и Ь, и ѵгламъ m и » , прилежа-

щимъ къ большему основанію. 
247) Построить равпобедрениый треугольникъ но данному оено-

ванію а п извѣстной разностир между стороною и нернендикуляромъ, 
опущеннымъ изъ вершины на оенованіе. 

248) Построить треугольникъ по данной сторонѣ а, прилежащему 
къ ней углу m и разности ~р между двумя остальными сторонами. 

249) Описать такую окружность, коей дуга, соотвѣтствующая  
хордѣ AB, была вдвое меиьше дуги, которой соотвѣтствуетъ хорда CD. 

250) Построить прямоугольный треугольникъ но данному катету 
а и извѣстной суммѣ р гипотенузы н другаго катета. 

251) По данному, периметру р и углу т , прилежащему къ основа-
нію, построить равнобедренный треугольникъ. 

252) Построить треугольникъ поданному периметру р и двумъ 
угламъ m и п. -

253) На сторонѣ AB угла ABC дана точка D. Требуется опредѣ- 
лить на стороиѣ ВС такую точку Е, чтобы Сумма DE + B E равнялась 
данной прямой т . 



Результаты численныхъ вопросовъ, доказательства 
теорѳмъ и рѣшѳнія задачъ построенія. 

2 ) A D = 9 саж. 
6 ) 1 г / * дюйма. 
7 ) E F = m + w - f j i . 
8 ) H F = a — ( 6 + r ) . 
9 ) 1 1 5 / » дюйма. 
1 0 ) З 4 , / « метра. 
1 1 ) / . E B G ; G B A ; / . C B F . 
1 2 ) L D A C = 1 / i 8 полнаго угла. 
1 3 ) 2 4 раза. 
1 4 ) Угломъ E B G ; / . G B F . 
1 5 ) Z . D B E + / . E B F + Z . F B G 

= A D B G ; L E B D + L D B A !  
-+ - / . A B C = / . E B C ; / . A B D I  
+ / _ D B E + / . E B F =  
L A B F . 

1 6 ) Нулевой уголъ ; ирямой уголъ; 
развернутый уголъ ; прямой 
уголъ. 

1 7 ) Угломъ D B G . 
1 8 ) У г . A B G = Ѵ 4 Р а звбрнутаго 

угла. 
1 9 ) / . А В С = / . A B D = / . D B E 

= L E B F = L F B G =  
Vü / . C B G ; / . С В А = / . A B D 
= Va / _ C B D ; / . D B E =  
/ . E B F = L F B G =  
V 3 / . D B G ; / . C B D = / . A B E  
= 2 / з С В Е ; / . D B G = / _ A B F  
= 3 / 4 Z _ A B G ; / . E B C =  
3 / . A B C . 

2 0 ) L n — 2 2 ° 3 0 ' , Z . m =  
6 7 ° 3 0 ' . 

2 1 ) Z . E A C = 1 2 0 ° . 
2 2 ) / . E A D = 3 6 ° . 
2 3 ) 1 6 угловъ. 
2 4 ) ^ Â B C = 3 6 ° 3 0 ' . 
2 5 ) / . A B D = 1 3 5 ° ; ^ A B C = 

4 5 u . 
2 6 ) 9 0 ° . 
2 7 ) 9 8 ° 5 2 ' . 
2 8 ) 1 1 5 ° 2 4 ' . 
2 9 ) 1 0 8 ° . 
3 0 ) 1 4 7 ° 3 0 ' . 
3 1 ) Z . A B D + / . A B C = ? 



V« L A B D + V« Z. A B C = ?  
или Z . A B F - f - L A B E = ? и л и  
Z . F B E = ? 

3 2 ) Z . A E C = Z . B E D , V« Z . A E C = ? 

3 3 ) A A E C + A B E C + A B E D 
- f - Z . AED = 3 6 0 ° или  
2 Z . A E C + 2 Z . B E C = 3 6 0 °  
или L A E C + L B E C = 1 8 0 ° . 

3 4 ) Z . A B D + Z . A B C 4 - Z . C B E 
+ A D B E = 3 6 0 ° ; ho A A B D 
+ A C B E — ? слѣдовательно  
Z . A B C + A B B E 

3 5 ) 2 A O B E + 2 Z . E B D = ? 
A G B E + A E B D = ? 

3 6 ) 4 1 V » саж. 
3 7 ) Сторона АС должна быть боль-

ше 11 Ѵг саж. 

4 2 ) Прямая B D должпа быть мень-
ше 4 6 саф. 

4 3 ) Прямая ADдолжна быть боль-
ше 3 саж. 

4 4 ) Одну шестую. 
4 5 ) АВ = 9 3 3 / 4 саж., АС = 

4 0 5 / ï 8 саж., В С = 1 6 7 і 4 саж. 
4 6 ) 7 5 ° . 
4 7 ) 5 6 ° 1 5 ' . 
4 8 ) 1 0 6 ° 5 0 ' . 
4 9 ) 2 1 ° 5 ' . 
5 0 ) Ѵ г з периметра. 
5 1 ) A B = B E , С В = B D и А A B C  

= A B B E ; слѣдовательнотре-
угольники A B C и D B E равны. 

5 2 ) B D = C D , B E = C F (почему?) 
и А В В Е = A B C F ; слѣдова- 
тельно треугольники B D E H CD F  
равны. 

5 3 ) B E = B C , B D = B A h A A B C  
общій; слѣдовательно треуголь-
ники E B D и С В А равпы. 

3 8 ) 3 3 саж. 
3 9 ) 6 1 У з саж. 
4 0 ) 3 2 саж. 
4 1 ) 2 3 6 7 г саж. 
5 4 ) А С + B O A D + B D , 

А С - ( - A B > CD + B D , 
A B + В С > A D + C D , откуда  
2 A B + 2 A C + 2 B 0 2 A D + - 2 B D + 2 C D или  
A B - f А С B O A D + B D + C D . 
A B < A D + B D , B C < B D + C D , A C < A D + C D ; откуда  
A B + B C + A C < 2 A D + 2 B D + 2CD или  
A B + В С + A C < 2 ( A D + B D + C D ) . 

5 5 ) Прямая A D _ ] _ к ъ В С , пря-
мая B E J L къ А С, прямая C F 1 
къ A B . Вслѣдствіе ( 4 2 ) A F  
= B F , А Е = C E , B D = CD.  
Треугольники В Е С и B F C рав-
ны, потому-что сторопа В С об-
щ а я , B F = С Е (почему?) и 

A F B C — A E C B (почему?); 
слѣдовательно C F = B E . Тре-
угольники A F C и ADC равны, 
потому-что сторона АС общая, 
A F = CD (почему?) и A F A C 
= A DCA (почему?); елѣдова-
тельно C F = A D . 



5 6 ) Проведя А Н , получимъ тре-
угольники А В Н ц А М Н , изъ 
которых® имѣемъ В Н < А В + 
А Н и МН < А Н - f - AM ; от-
куда В Н - МН < А Н — AM. 

5 7 ) Треугольники B F D . C D E , A E F 
равны, потомѵ-что B F = B I ) = 
D C = C E = E A = A F h / . F B I ) 
= L D C E = / . F A E ; следова- 
тельно D F = D E = E F . 

5 8 ) C F = 3 1 саж. 
5 9 ) Ha B 3 / 4 саж. 
6 0 ) Н а прямой D B отложимъ отъ 

точки 1) часть DU, равную пря-
мой D F , и проведемъ OU. 

6 1 ) 1 8 Va саж. 
6 2 ) 4 2 »/а саж. 
6 3 ) А Р = 4 1 7 4 саж. 
6 4 ) Прямая C F > 1 2 7 /в саж. н 

C F < 1 8 3 /4 саж. 
6 5 ) B D < В А и B D < В О , от-

куда 2 В І ) < В A - h В С н 
B D < Ѵ а ( В А + В С ) . 

6 6 ) Треугольники C D E и C D F  
равны, иотому-что С Е = OF, сто-
рона OD общая и D E = D F ; слѣ- 
довательно / . C E D = / . C F D . 

6 7 ) / . G C D = / . HOD и / . DOE  
= / . D C F ; откуда / . GCD -
/ . DOE = / _ H C D — / . D C F  
или L G O E = L H C F . 

6 8 ) Треугольники В Е С и B D C  
равны, нотому-что сторона ВО 
общая, уг. Е В О = yr .DOB; слѣ- 
довательно B E = OD, В А = С А 
и В А — B E = CA - CD или ; 
Е А = D A . 

6 9 ) Треугольники А С Е и CAD  
равны, иотому-что сторона АС 
общая, A E = CD (почему?) и 
L C A E = Z . A C D ; слѣдова- 
тельно C E = A D . 

7 0 ) Треугольники A M E н A M F  
равны, потому-что сторона AM.  
общая, А Е = A F : слѣдователь- 
по / . Е А М = / . F A M . 

7 1 ) Образовавшіеся прямоуголь-
ные треугольники равны. По-
чему? 

7 2 ) L а = 5 3 ° , 1 _ Ъ = 1 2 7 ° , 
/ _ с = 1 2 7 ° , с 7 = 5 3 ° , / . е 
= 5 3 ° , / . / • = 1 2 7 " , / . £ = 
5 3 ° . 

7 3 ) / _ с = и т & . 
7 4 ) Параллельны. 
7 5 ) Не параллельны. 
7 6 ) MN = 8 7 5 / т саж. 
7 7 ) К М = 1 8 '/и саж. 
7 8 ) l _ L M K = 3 7 0 1 5 / _ KLM  

= 4 0 ° 5 5 ' , / . M K L = 1 0 1 ° 5 0 ' , 
/ . M N L = 1 0 1 ° 5 0 ' . 

7 9 ) 7 7 а А саж. 
8 0 ) 5 5 5 / в саж. 
8 1 ) Z . D A B = / . A B C (почему?). 

L Е А С — L А С В (почему?), 
/ . A B C = / . А С В (почему?); 

следовательно / . D A B = 
L Е А С . 

8 2 ) / . B G D = L А Н Е : откуда 
V» L B G D = V2 L A H E или 
L B G N = L A H P , следова-
тельно прямыя G N и H P па-
раллельны. 

8 3 ) Прямая AC J _ къ A B , а по-



тому она должна быть также 
_ 1 _ к ъ прямой D E , параллель-
ной к г A B ; слѣдовательно  
L A B D = L A C E = 9 0 ° или 
Z . A C B + Z . В С Е = 9 0 ° . 

8 4 ) Прямыя A B и G H , перпен-
дикулярный къ E F , между 
собою; разстояніе между этими 
параллельными равно E G . Пря-
мыя OD и G H также и раз-
стояніе между ними равно F G .  
Такъ какъ E G = F G , то всѣ  
точки прямой G H равно-от-
стоять отъ A B и CD. 

8 5 ) У Г Л Ы В А С и MNO соотвѣт-
ствующіе, а углы B A D и ÀMN  
внутренніе на-крестъ лежащіе. 

8 6 ) Треугольники B A D и C A E  
равны, иотомѵ-что А В = АС, 
B D = С Е я £ A B D = Z . A C E ;  
слѣдовательно- / _ B A D ' = 
Z . C A E . Треуг. A D E не равенъ 

треуг. A B D (почему?). 
8 7 ) 6 0 ° . 
8 8 ) 5 2 ° 1 2 ' . 
8 9 ) 5 3 ° 4 2 V« ' . 
9 0 ) 1 1 7 V . 
9 1 ) 8 ° 5 2 7 « ' . 
9 2 ) 1 0 0 ° 5 0 ' . 
9 3 ) 9 2 ° 1 5 ' . 
9 4 ) Z . В А С = 6 4 ° 4 3 ' и Z . A B C  

= 9 0 ° -
9 5 ) 1 4 3 ° 1 5 ' . 
9 6 ) 1 2 5 ° 1 0 ' . 
9 7 ) Z . A B C = Z . A C B = 4 7 ° 2 5 ' 

и Z . В А С = 8 4 ° 1 0 ' . 
9 8 ) 5 6 ° 1 5 ' . 

9 9 ) 2 2 ° 1 2 ' . 
1 0 0 ) Z . A B C = 6 8 ° 2 8 ' , / . А С В 

= 5 7 4 ' . 
1 0 1 ) Z . A B C = 5 6 * 2 5 1 , В А С 

= 7 5 " 4 7 ' . 
1 0 2 ) L ВАС = 5 1 1 7 ' . 
1 0 3 ) Проведя врямѵю B D . полу- 

чимъ z . E B D 4 - "L B D E = ?"И  
L F D D - f - L B D F = ?; откуда  
Z . A B C 4 " Z . E D F = r ? 

1 0 4 ) Z . C F D = Z . C G F 4 - A G G F ;  
слѣдователыю / _ C E D >  
L C G E . 

1 0 5 ) L C A E = Z - A B C 4 Z . A C B 
или Z . C A E = 2 Z . A C B ; слѣ- 
довательно C A E =  
L A C B или Z . DAC = L A C B 
и прямая A D къ В С . 

1 0 6 ) Проведемъ нрямую B D и нро-
должимъ ее до пересѣченія Е съ 
стороною АС. Уголъ A D E = 
L А B D 4 - Z . В VD и Z . C D E  
= Z . C B D 4 - L B C D ; откуда 
L A D E 4 - L C D E = L A B D  
4 - L C B D 4 - L B A I ) + 
Z . B C D , елѣдовательно  
L ADC > L A B C . 

1 0 7 ) Изъ вершины A опустимъ I  
А Е н а о с н о в я п і е В е . С А Е =  
7 з L В А С ; L B C D + Z . B C A  
= 9 0 ° и Z . C A E 4 - Z . BOA  
= 9 0 ° ; следовательно Z . B C D  
4 - L BOA = z . C A E 4 -
L B C A или l _ BCD = Z_ C A E  
11 Z. B C D = 7 « L В А С . 

1 0 8 ) Въ треуг. A B C / _ В А С 4 -
Z . A C B 9 0 ° ; въ треуг. A B D 



L B A D 4 - L A B D = 9 0 ° ; от- 
куда L B A C + L A C B =  
Z . B A D + L A B D или L A C B 
= L A B D . 

1 0 9 ) L A B D = L B A D , a потому  
A D = B D . L B D C — / . A B D 
-+- L B A C = 2 / . В А С и  
L A C B = 2 / . B A C ; слѣдова- 
тельно L B D C = L D C B и В С  
= B D . 

1 1 0 ) / . B A C + L A C B = 9 0 ° j  
или 2 L A C B + L A C B = 9 0 ° 
или 3 / . A C B = 9 0 ° ; откуда 
L A C B = 3 0 ° и L B A C = 
6 0 ° . Построимъ L C B D = :  

L В С А = 3 0 ° ; т о г д а В О = D C ,  
L A B D — 6 0 ° и / _ A D B = 
6 0 ° . Изъ треуг. A B D получимъ 
A В = A D = B D : слѣдовательно  
B D = A D = DC или B D = : 

V s A C . 
1 1 1 ) Чрезъ точки А и В прове-

демъ прямую и на ней отъ В до 
D отложимъ часть, равную A B . | 
Потомъ чрезъ D и С проведемъ 
прямую D E , и къ ней || прямыя 
A F и B G чрезъ А и В . 

1 1 2 ) К ъ прямой A B изъ ея сре-
дины возставимъ _ [_ , равный 
C D , и его оконечность соеди-
нимъ съ А и В . 

1 1 3 ) Прямою A D раздѣлимъ  
/ . В А С на двѣ равныя части, и 
чрезъ А проведемъ E F _]_ къ 
A D . 

1 1 4 ) Соединимъ точки С и D , и 
к ъ прямой CD изъ ея средины 

Е возставимъ перпендикуляръ 
до пересѣченія F съ A B . 

1 1 5 ) Раздѣлимъ прямою BE  
уг. А В С н а д в ѣ равныя части и 
чрезъ точку Е ея пересѣченія  
съ катетомъ АС проведемъ CD 

къ СВ до пересѣченія D съ 
гипотенузою A B . Д О К А З А -

Т Е Л Ь С Т В О . / . С В Е = / . D B E  

и L СВЕ = L BED ; слѣдова- 
тельно L DBE = L BED и 
E D = B D . 

1 1 6 ) Изъ А опустимъ JL AD на 
MN и на его продолженіи отло-
жимъ DE = AD. Чрезъ В и Е 
проведемъ прямую до пересѣче- 
нія С съ MN, и наконецъ сое-
динимъ А и С . Д О К А З А Т Е Л Ь -

С Т В О . Треугольники A D C H E D C  

равны, потому-что сторона CD  
общая, L ADC = / . EDC и 
AD — DE; слѣдовательно 
/ . A C D = E C D . 

1 1 7 ) Чрезъ какую-нибудь точку 
D стороны A B проведемъ DG 

къ EF до пересѣченія G съ 
В С . Н а GD отложимъ часть 
GH, равную EF, и чрезъ H про-
ведемъ Н К 11 къ В С до пересѣ- 
ченія К съ A B . Чрезъ К про-
ведемъ K L 11 къ H G до пере-
сѣченія L съ В С . 

1 1 8 ) Изъ какой-нибудь точки G  
прямой A B возставимъ къ этой 
прямой GH, равный EF. и 
чрезъ H проведемъ прямую къ 
A B . Изъ какой-нибудь точки К 



прямой CD возставимъ къ этой 
прямой _ L K L , равный E F , и 
чрезъ L проведемъ прямую къ 
CD. Точка M пересѣченія про-
ведениыхъ прямыхъ удовлетво-
ряетъ вопросу (почему?). 

1 1 9 ) Чрезъ какую-нибудь точку 
Е прямой A B проведемъ Е М 
I к ъ CD. Н а A B и Е М отло-
жимъ равныя части E F и E G ,  
и чрезъ F и G проведемъ пря-
мую до пересѣчснія H съ CD. 

1 2 0 ) Соединимъ В и С, и средину 
M прямой В С соединимъ съ А . 
Почему перпендикуляры, опу-
щенные изъ В и С на A M , рав-
ны? 

1 2 1 ) Прямою В М раздѣлимъ  
/ . ABC на двѣ равныя части, и 
к ъ ней проведемъ D E чрезъ 
Р . 

1 2 2 ) Чрезъ Р проведемъ прямую 
II къ В С до пересѣченія D съ 

A B , и отложимъ на A B часть 
D E — D B . Наконецъ чрезъ Е и 
Р проведемъ E F до псресѣченія  
съ В С . Для доказательства про-
ведемъ DG 1 ; къ E F до пересѣ- 
нія G съ В С . 

1 2 3 ) Изъ средины D прямой A B  
возставимъ J _ и еще _|_ къ пря-
мой F G изъ ея средины Е . Точку 
H пересѣченія этихъ перпенди-
куляровъ соединимъ съ А , В , 
F , G . 

1 2 4 ) Чрезъ Р проведемъ P D || къ 
В С до пересѣченія D съ A B . 

На ВС отложимъ часть B E , рав-
ную P D , и соединимъ Р и Е . 

1 2 5 ) Изъ какой-нибудь точки F  
прямой В С возстаиимъ I и на 
немъ отложимъ F G = D E . Чрезъ 
G проведемъ G H j | къ В С до 
пересѣченія H съ A B , и изъ H  
опустимъ _ L Н К на В С . 

1 2 6 ) Раздѣтимъ / . В А С прямою 
А Е на двѣ равныя части, и 
чрезъ Е проведемъ E D къ В А . 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Y r . D A E =  
L В А Е , L A E D = L B A E ;  
слѣдовательно / . D A E = 
L A E D и E D = A D . 

1 2 7 ) Проведемъ прямую A B и к ъ 
йей изъ точки А возставимъ J _ .  
В с ѣ прямыя, проведенныя чрезъ 
точки этого перпендикуляра I къ 
A B , удовлетворяютъ вопросу. 

1 2 8 ) Прямою B F раздѣлимъ  
/ . A B C на двѣ равныя части и 
прямою C F раздѣлимъ / . А С В 
па двѣ равныя части. Чрезъ F  
проведемъ D E къ В С . 

1 2 9 ) Чрезъ А проведемъ прямую 
A L къ MN и на ней отложимъ 
А Е — C D . Чрезъ В и Е прове-
демъ B F до пересѣченія F съ MN,  
и чрезъ А прямую AG j j къ B F . 

1 3 0 ) 3 6 ар. 
1 3 1 ) 1 2 ар. 
1 3 2 ) 1 1 0 " 1 7 ' . 
1 3 3 ) 3 4 7 2 доски. 
1 3 4 ) 4 4 4 плиты. 
1 3 5 ) Почти 3 3 Д пуда. 

і 1 3 6 ) 1 1 2 каменыциковъ. 



1 3 7 ) 3 9 2 дерева. 
1 3 8 ) В ъ 1 7 2 ар. 
1 3 9 ) 5 8 гвоздиковъ. 
1 4 0 ) 2 0 0 9 0 1 раетеній. 
1 4 0 а ) 1 9 1 саж. 
1 4 1 ) 3 7 саж. 
1 4 2 ) 5 4 саж. 
1 4 3 ) A D = ВС = 2 4 Va саж. 
1 4 4 ) F K = 6 6 » / в саж. , G L = 

6 2 7 / і с саж.. Е Н = 6 9 1 3 , / і с саж. 
1 4 5 ) 1 3 3 У» саж. 
1 4 6 ) 5 4 0 ° , 9 0 0 " , 1 2 6 0 ° . 
1 4 7 ) 1 2 0 ° , 1 5 0 ° , 1 6 5 ° . 
1 4 8 ) 1 3 5 ° , 1 5 7 Va 1 6 8 3 Л ° . 
1 4 9 ) 1 6 угловъ. 
1 5 0 ) 2 0 сторонъ. 
1 5 1 ) 1 3 угловъ. 
1 5 2 ) 1 6 сторонъ. 
1 5 3 ) Точка Е есть средина сто-

роны A B и точка F есть сре-
дина стороны 1)С. Параллело-
грамм A E F D и B E F C равны, 
потому-что 1 ) F = Е В = У а DC  
= '/a A B , A D = ВС, уг. A D F , 
= уг. C B E . 

1 5 4 ) Чрезъ 0 (фиг. 6 8 ) нрове-
демъ E F между сторонами A B  
и D C ; волучимъ треуг. D O E =  
треуг. B O F , треуг. A O D = 
треуг. ВОС, треуг. A O F = 
треуг. СОЕ ; слѣдовательноDOE  
- f A O D + A O F = С О Е - + ВОС 
+ B O F пли A D E F = B C E F . 

1 5 5 ) Чрезъ 0 (фиг. 6 S ) прове-
дена прямая E F между A B и 
DC. Треуг. A O F и ЕОС равны, 
а потому O F = О Е . 

1 5 6 ) A A B C = A C D F и А A B C  
= А А С В ; следовательно 
A C D F = А А С В и C F = D F .  
А А С В = A B D E и А А С В 
= A A B C ; слѣдовательно  
A B D E = A A B C и B E = D E .  
Отсюда A F + F D + D E + А Е 
= A F + F C + B E + Е А = A C  
+ A B . 

1 5 7 ) Треугольники А Ц Н , B E F ,  
C G F , D G H равны (почему?). 

1 5 8 ) Треуг. А Е Н , B E F , C G F ,  
D G H равны (почему ?). A B E F  
+ А А Е Н = 9 0 ° (почему?). 
А А Е Н + A H E F + A B E F  
= 1 8 0 ° ; слѣдовательно А Н Е Е 
= 9 0 " . Точно также узнаемъ, 
что A E F G = A F G H = 
A E H G = 9 0 ° . 

1 5 9 ) В ъ (фиг. 7 4 ) проведя діа- 
гоналй АС и B D , получимъ рав-
ные треугольники A B D и АВС-. 

1 6 0 ) Треугольники A B C и A D C  
равны ( 4 0 ) ; слѣдовательно  
А В А С = A DAC и А В С А 
= A DCA. Треугольники А В О 
и ADO равны (точка иерссѣче- 
нія діагоналей АС и B D на-
звана чрезъ 0 ) , потому-что сто-
рона АО общая, A B = A D и 
А В А О = А В АО ; слѣдова- 

тельно А А О В = A A O D = 
9 0 ° и В О = DO. 

1 6 1 ) Антипараллелограмъ A B C D  
дѣлится прямою E F на двѣ рав-
ныя трапецін A E F D и B E F C ,  
потому-что сторона E F общая, 



D F = C F , A E = B E и A D = 
В С ; следовательно / _ A E F — 
Z . B E F и Z . D F E = Z . C F E .  
По равенству этихъ угловъ пря-
мая E F перпендикулярна къ A B  
и DC. 

1 G 2 ) В ъ треуг. D E F уг . E D F (или 
( _ B D А ) = 4 5 ° ; следователь-
но и D F E = 4 5 0 и E D = E F . 
Т а к ъ какъ E D = B D — B E , то  
E F = B D — A B . 

1 6 3 ) Z . G O C = Z . B O E H ^ C O F 
= BOF; следовательно  
L G O C + ( _ C O F = L В О Е  

+ L B O F или L G G F = 

E O F . Отсюда мы заключаемъ, 
что діагонали H F и E G взаим-
но перпендикулярны; следова-
тельно E F G H ромбъ. 

1 6 4 ) Параллелограмъ A B C D = 1  

A O B + D O C + A O D - f B O C =  
2 А О В - h 2 Б О С . Параллело- |  
rpaM!.EFGH=AEBO+OFBO  
+ CGDO - f - A H D O = 2 A O B 
- f - 2 B O C - j - 2 C O D - f - 2 A O D = 
4 A O B + 4 B O C = 2 A B C D . 

1 6 5 ) Чрезъ F проведемъ F H || къ 
CA до точки H прямой D E ;  
получимъ равные треугольники 
D F H и F C K (точка К на діа- 
гонали), потому-что D F = F C ,  
yr. D F H = l _ F C K и Z . F D H  
= / _ C F K ; следовательно F H  
= C K ; но такъ какъ F H = K L  
(точка L на діагонали), то CK  
= K L . Треугольники A D L и 
C B K равны, потому-что A D = 

В С и Z . D A L = / _ В С К ; сле-
довательно A L = C K . 

. 1 6 6 ) Проведемъ D H || к ъ CA до 
точки H прямой B G . Треуголь-
ники B D E и D B H р а в н ы , по-
тому-что сторона B D общая, 
L B D H = / _ B G A = / _ D B E  
и L B E D = B H D = 9 0 ° ; 
слѣдов. D E = » В Н . Прямая B G  
= В Н + H G = D E + D F . по-
тому-что H G = D F . 

1 6 7 ) Должно возставить два пер-
пендикуляра, равные A B , и сое-
динить ихъ оконечныя точки. 

1 6 8 ) К ъ діагоналп A B изъ ея сре-
дины С возставимъ 1 и нанемъ 
отложимъ CD = С Е = АС. Н а -
конецъ проведемъ A D , D B , B E ,  
Е А . 

1 6 9 ) К ъ прямой A B изъ ея око-
нечпыхъ точекъ возставимъ пер-
пендикуляры, равные CD. и сое-
динимъ ихъ оконечныя точки. 

1 7 0 ) К ъ прямой A B изъ ея сре-
дины/) возставимъ 1 и на немъ 
отложимъ О Е = O F = 7 * C D .  
Наконецъ проведемъ А Е , Е В , 
B F , F A . 

1 7 1 ) Соединимъ средину D пря-
мой В С съ точкою А . Чрезъ А 
проведемъ прямую MN перпен-
дикулярно к ъ D A и наконецъ 
нзъ В и С опустпмъ перпенди-
куляры на MN. 

1 7 2 ) Йзъ средины Е прямой CD  
опугтимъ J _ на A B и на этомъ 
перпендикуляр! отложимъ E F 

s* 



= ' / г т . Чрезъ F проведя MN  
II къ A B , опустимъ на MN пер-
пендикуляры C G и D H . Д О К А -

З А Т Е Л Ь С Т В О . 7 « ( C G + D H ) =  
EF = і/2пг, откуда m = CG + 
В Н . 

1 7 3 ) Проходить. Почему? 
1 7 4 ) 7 , 3 фута. 
1 7 5 ) Не проходить. Почему? 
1 7 6 ) и / з 2 окружности. 
1 7 7 ) На 2 7 / в дюйма. 
1 7 8 ) Псресѣкаются. 
1 7 9 ) 7 /зо окружности. 
1 8 0 ) Одна окружность находится 

внутри другой. 
1 8 1 ) 1 футъ 7 3 / І дюйма. 
1 8 2 ) Касаются изъ-внутрч. 
1 8 3 ) 9 и / і 5 д ю й м а и 4 3 / і э дюйма. 
1 8 4 ) ІІересѣкаются. 
1 8 5 ) З Ѵ і о дюйма. 
1 8 6 ) Касаются изъ-впѣ . 
1 8 7 ) 7 /24 окружности. 
1 8 8 ) 3 3 3 / 4 0 дюйма. 
1 8 9 ) Проведя хорду CD (точка 

пересѣчеиія хорды A B съ окруж-
ностью С' названа чрезъ D) ,  
получимъ L CDA = 9 0 ° (см. 
1 0 6 ) ;слѣдовательно ( 1 1 3 ) пря-
мая CD раздѣляетъ хорду A B  
на д в ѣ равныя части. 

1 9 0 ) Касательныя, проведенныя 
чрезъ оконечныя точки А и В 
діаметра A B , должны быть J _  
къ нему; слѣдовательно они 
между собою. 

1 9 1 ) Разетояніе СО = АС = В С . 
Почему? 

1 9 2 ) Изъ центра 0 опустимъ пер-
пендикуляръ O F на A B ; тогда 
A F = B F и C F = D F ; слѣдов.  
A F — C F = B F — D F или A C  
= B D . 

1 9 5 ) Треуг . А О В , В О С , COD,  
AOD равны, потому-что O B — 
OA = OD = О С и L А О В = 
L В 0 С = L COD = L D O A  
= 9 0 ° ; слѣдов. L В AO = 
/ . A B O = L СВО = ^ В С О  
= £_ DCO = L CD 0 = 
l _ ADO = Z . DAO = 4 5 ° и 
A B = В С = CD = A D . 

1 9 4 ) Н а прямой A B описавъ 
окружность и соединивъ точки 
D , Е , F этой окружности съ А 
и В , получимъ прямоугольные 
треугольники A B B , А Е В , A F B ,  
имѣющіе общую гипотенузу A B  
и прямые углы A D B , А Е В , 
A F B . 

1 9 5 ) Углы A B D и A B E прямые, 
а если сумма двухъ смежныхъ 
угловъ равна двумъ прямымъ 
угламъ, то ихъ стороны П В и 
Е В должны составлять одну 
прямую. 

1 9 6 ) Если хорды A B и CD могли 
бы взаимно раздѣлиться на д в ѣ  
равныя части въ точкѣ Е и х ъ 
пересѣченія, та прямая О Е , сое-
диняющая центръ 0 съ Е , была 
бы перпендикулярна къ A B и 
CD ; чего быть не можетъ. 

1 9 7 ) См. рѣшеніе задачи 1 3 2 . 
1 9 8 ) При какой-нибудь точкѣ D 



прямой A B построимъ KT)В 
= m и чрезъ С проведемъ 
C F параллельно къ Е В . 

1 9 9 ) К ъ прямой E F изъ ея сре-
дины возставимъ _]_ , и изъ Е 
радіусомъ A B оппшемъ дугу, ко-
торая пересѣчетъ J _ въ О. 

2 0 0 ) Н а радіусѣ ОН отложимъ 
О С = А В , и чрезъ С проведемъ 
прямую I къ OD. 

2 0 1 ) К ъ прямой E F изъ ея сре-
дины С возставимъ _]_ до пере-
с ч е т а D съ A B . 

2 0 2 ) При точкѣ F сторопы ВО 
построимъ / _ B F G — l _ т , 
сдѣласмъ F G = D E , чрезъ G  
проведемъ G H къ ВО до пере-
с ч е т а H съ A B и чрезъ H  
проведемъ Н К къ G F до пе-
р е с ч е т а К съ ВО. 

2 0 3 ) Изъ С опустимъ _ L C F на 
A B и отъ F на A B отложимъ 
F G = F H = 7 2 D E . 

2 0 4 ) Изъ D опустимъ J _ D F иа 
В С , раздѣлимъ /_ B D F па двѣ  
равныя части прямою D E и изъ 
точки Е пересѣченія прямыхъ 
D E и ВС возставимъ J _ E G до 
пересѣченія G съ A B ; тогда G D  
= G E . 

2 0 5 ) Прямою B D раздѣлимъ  
L A B C на двѣ равныя части, 
изъ Е опустимъ J _ на В А, на 
немъ отложимъ E F == « , чрезъ 
F проведемъ F G j къ A D до 
пересѣченія G съ В А и изъ G 

возставимъ _]_ G H къ В А до 
пересѣченія H съ прямою B D . 

2 0 6 ) Изъ центра 0 опустимъ на 
A B _]_ ОС, который пересѣчетъ  
окружпость въ D. К ъ ОС изъ 
D возставимъ _]_. 

2 0 7 ) При точкѣ А прямой A B по-
строимъ L В А С = L »г, изъ 
центра О опустимъ _[_ OD па 
АС и т . д. (см. задачу 2 0 3 ) . 

2 0 8 ) Изъ центра 0 опустимъ 
ОС на A B и на A B отъ С от-
ложимъ CD = С Е = = Ѵ 2 « - Изъ 
D и Е возставимъ къ A B пер-
пендикуляры D F и E G до пере-
с ч е т а F и G съ окружностью 
и соединимъ F и G . 

2 0 9 ) Проведемъ хорду A B = а и 
при В построимъ A B C = 
/ _ т . Изъ центра 0 опустимъ 
_ L OD иа ВС и на ВС* отло-
жимъ D E = D F = 1/2?>. Изъ 
Е и F возставимъ перпендику-
ляры E G и F H къ В С до пере-
сѣченія G и H съ окружностью. 
Наконецъ соединимъ G и Н . 

2 1 0 ) Прямою B D раздѣлимъ  
/ _ A B C на двѣ равныя части и 
изъ В къ В І ) возставимъ _]_. 

2 1 1 ) Чрезъ 0 проведемъ O G = A B  
и ОН — CD, и соединимъ G и 
Н . Изъ 0 радіусомъ E F опп-
шемъ дугу такъ, чтобы она ие-
ресѣкла G H въ К , и соединимъ 
О и К . 

2 1 2 ) Чрезъ точку Е прямой A B  
проведемъ E F къ CD. Изъ Е 



опишемъ дугу G H , проведемъ 
хорду G H и продолжимъ ее до 
пересѣченія К съ CD. К ъ пря-
мой G L изъ ея средины L воз-
ставимъ _]_ L M . 

2 1 3 ) Отъ А отложимъ двѣ рав-
ныя хорды A B и А С , прове-
демъ хорду В С , соедииимъ ея 
средину D съ А , и изъ А воз-
ставимъ _]_ къ D A . 

2 1 4 ) 3 9 " 5 ' . 
2 1 5 ) 5 9 ° 5 5 Л ' . 
2 1 6 ) 3 , 2 5 дюйм. 
2 1 7 ) 3 , 2 5 дюйм. 
2 1 8 ) 3 , 1 7 5 дюйм. 
2 1 9 ) 8 5 ° 5 2 ' . 
2 2 0 ) 4 3 А ДЮЙМ. 

2 2 1 ) 3 1 ° 2 0 9 / і і ' . 
2 2 2 ) 6 , 9 фута. 
2 2 3 ) 2 фута 7 дюйм. 
2 2 4 ) Стороны A B и D E и діа- 

гонали А Е и B D равны. 
2 2 5 ) Проведя СЕ, получимъ пря-

мой А С Е В ; слѣдователыю С Е 
раздѣляетъ хорду A B на двѣ  
равпыя части. 

2 2 6 ) Потому-что разстояиіе иро-
веденпой хорды отъ центра мень-
ше разстоянія центра отъ какой-
либо другой хорды, проходящей 
чрезъ Р . 

2 2 7 ) А В Е С = 2 А А С Е , A D C E  
= 1 8 0 ° — 4 А А С Е , A D C B  

= 1 8 0 ° — ( А А С Е + А В С Е ) 
= 1 8 0 ° — ( А А С Е 1 8 0 ° 

— 4 А А С Е ) = 1 8 0 А А С Е 

— 1 8 0 ° + 4 А А С Е = 

3 А А С Е . 
2 2 8 ) Точки пересѣченія хордъ съ 

малою окружностью суть вер-
шины прямоугодьныхъ треуголь-
никовъ, имѣющихъ общую ги-
потенузу CA; слѣдовательно иря-
мыя, соединяющая центръ С еъ 
точками пересѣченія хордъ и 
малой окружности, раздѣляютъ  
соотвѣтствующія хорды на двѣ  
равныя части. 

2 2 9 ) Проведя радіусъ C D , полу-
чимъ P D < PC + CD или P D 
< P C + CA или P D < P A .  
Проведя радіусъ С Е , получимъ 
C E < C P + Р Е или CP + P B 
< СР + Р Е или P B < Р Е . 

2 3 0 ) Перпендикуляръ къ A B изъ 
1). Перпендикуляръ къ хордѣ  
CD изъ ея средины. 

2 3 1 ) Вписанный A A B C = А 
Радіусы OD и О Е перпендику-
лярны къ хордамъ A B и С В и 
т. д . 

і 2 3 2 ) Къ A B периендик. равный 
а , чрезъ его оконечность парал-
лельная къ A B . К ъ CD пер-
пенд. равный а, чрезъ его око-
нечность параллельная къ CD.  
В ъ пересѣченіи проведенныхъ 
прямыхъ искомый цеитръ. 

2 3 3 ) На A B = « опишемъ полу-
окружность и изъ A радіусомъ  
b дугу. Точку пересѣченія дуги 
съ окружностью соедииимъ съ 
А и В . b) Построимъ А A B C 



= / _ т . К ъ В С перпендику-
ляр ъ ^авпмй а . Чрезъ его око-
нечность параллельная к ъ В С д о 
В А . Изъ полученной точки опу-
стимъ J _ на В С . 

2 3 4 ) На A B = а онишемъ полу-
окружность, изъ А къ A B _L  
AC = b, чрезъ С параллельную 
CD къ A B до пере''ѣченія съ 
окружпостью и т . д. 

2 3 5 ) Искомый центръ долженъ на-
ходиться на прямой, параллель-
ной къ A B и отстоящей отъ A B  
на т ; одъ долженъ также на-
ходиться на дугѣ,описанной изъ 
точки С радіусомъ т . 

2 3 6 ) При А и В прямой A B по-
строите углы, равные /_ т . 
b) Къ AB изъ А возставимъ _]_ 
A F и построимъ / _ F A G = 
1 / г т . Изъ средины A B перпен-
дикуляръ до пересѣченія съ A G  
и т . д. с) Построимъ D A E  
— Z. Р- н а АЕ отложимъ AB  
= m, изъ В радіусомъ m они-
шемъ дугу до пересѣченія съ 
продолженной DA и т. д. d) Изъ 
С прямой АС = п возставимъ 

1 и изъ A радіуеомъ m они-
шемъ дугу до пересѣченія съ 
этимъ _]_. 

2 3 7 ) На АС = 6 онишемъ окруж-
ность, и изъ А и С двѣ дуги 
радіуеомъ а такъ , чтобы они 
перееѣкалн окружность. Ь) См. 
рѣгаеніе Jê 2 3 3 , b. 

2 3 8 ) Изъ A радіусомъ m онишемъ 

окружность и изъ В радіусомъ  
7г еще окружность. Общая каса-
тельная, проведенная къ этимъ 
окружпостямъ, удовлетворяете 
вопросу. 

2 3 9 ) Изъ F какой-нибудь прямой 
MN возставпмъ J _ F D = m,  
при D построимъ F B I ) , рав-
ный 7 « прямого угла (см. 1 4 4 ) . 
К ъ B D изъ ея средины G _ L  
G A до пересѣченія А съ D F .  
Соединимъ А и В . Д О К А З А -

Т Е Л Ь С Т В О . /_ B A F = 7 З п р я -

мого ; слѣдов. A B F = 
2 / з прямаго Отложивъ F C  
= B F и проведя AC, получимъ 
треуг. A C F = треуг. A B F ; слѣ- 
дов. / _ C A F = 7'з прямаго / _ 
и /_ A C F = V» прямаго / _ . 

2 4 0 ) Чрезъ В и центръ С прове-
демъ центральную линію. Изъ 
средины D хорды A B возставимъ 
J _ DC' до пересѣченія С съ цен-
тральною липіею. 

2 4 1 ) На A B — а построй мъ Z . И АС 
= [ _ in и сдѣлаемъ АС = а . 
Проведемъ CD || къ A B и B D  

къ АС. Ь) Сдѣлаемъ A D = b  
и изъ А и D онишемъ дуги радіу- 
сомъ а и т. д. с) Чрезъ А прямой 
A D = b проиедемъ M N Д_къ A D.  
Построимъ / _ М А С = L N A B  

' = 7 2 Z . т - Чрезъ D проведемъ 
K L _ L къ A D и построимъ уг. 
К DC = L L D B = 7 * L « И 

т . д. d) К ъ A B = a прове-
демъ _ L b. Изъ A радіусомъ a 



опишемъ дугу до пересѣченія съ 
7/. Чрезъ эту точку пересѣченія  
параллельная къ A B и т. д. 

2 4 2 ) Чрезъ С и центръ 0 прове-
демъ центральную лннію и къ 
ней чрезъ С _]_ до нерееѣченія  
H съ A B . Раздѣлнмъ на двѣ  
равныя части / . А Н С прямою 
H P , которая пересѣчетъ цен-
тральную лпнію в ъ Р ; точка Р 
центръ искомой окружности. 

2 4 3 ) Нентръ искомой окру ж. дол-
женъ находиться на _]_ къ CD  
нзъ Е ; онъ также находится на 
прямой, раздѣллющей на двѣ  
равныя части уголъ, составляе-
мѣй данными прямыми. 

2 4 4 ) Изъ какой-нибудь точки пря-
мой A B — а возставимъ _]_ h и 
п чрезъ его оконечность прове-
демъ къ A B . Изъ A радіусомъ  
Ъ опишемъ дугу до проведенной 
параллельной. Ь) См. рѣшепіе  
( а ) задачи 2 4 4 . с ) При 0 ка-
кой-нибудь прямой MN постро-
имъ / . " м о к = L K O L = 
/ . т . Потомъ отложимъ ОА = 
0 0 = 7 2 г и O B = OD = 7'2C И 

т. д. d) Изъ какой-нибудь точки 
произвольной прямой MN воз-
ставимъ J_ l/ih. Изъ оконеч-
ностп этого опишемъ дугу 
радіусомъ 7 « с и еще дугу ра-
діусомъ ( i d . Между точками 
А н В пересѣченіл этихъ дугъ 
съ M N опредѣлится сторона па-
раллелограма и т . д. 

2 4 5 ) Продолживъ прямыя CD и 
E F до и х ъ пересѣченія G , раз-
дѣлимъ / . D G F на двѣ равныя 
части прямою G H , которая пе-
ресѣкаетъ A B въ точкѣ H . Изъ 
H опишемъ окружность радіу- 
сомъ, равнымъ разстоянію точки 
H отъ CD. 

2 4 6 ) При В прямой A B = « по-
строимъ / . А В М = т . На В А 
отложимъ ВС = Ь и чрезъ С 
проведемъ CN къ В М . Изъ А 
радіусомъ с опишемъ дугу до 
пересѣчепія съ CN и т . д. Ь) При 
А и В прямой A B = а постро-
имъ / . В А М = м и / . A B N  
= т . На A B отъ В до С от-
ложимъ h и чрезъ С проведемъ 
CD до пересѣченія D съ A M .  
Чрезъ D проведемъ прямую до 
пересѣчепія съ B N . 

2 4 7 ) К ъ A B = а изъ средины F  
возставимъ На иемъ (нодъ 
A B ) отложимъ F D = р ц сое-
динимъ D и В . К ъ D B изъ сре-
дины G возставимъ до нере-
сѣченія С съ первымъ J _ . Сое-
динимъ С съ А и В . Д О К А З А -

Т Е Л Ь С Т В О . C D = C B , C D — C F  
= C ß — C F и т. д . 

2 4 8 ) При А прямой A B = а по-
строимъ / _ В А Е = «г, на А Е 
отъ А до D отложимъ р и сое-
динимъ В и D. Изъ средины F  
прямой В І ) возставимъ JL до 
пересѣченія Е съ А Е , и соеди-
нимъ В и Е . Треугольникъ A B E 



удовлетворяетъ вопросу, потому-
что р = A D = А Е — D E = А Е 
— B E . 

2 4 9 ) Изъ точекъ С и D прямой 
CD радіусомъ A B опишемъ дуги, 
пересѣкающіяся въ точкѣ Е . К ъ 
С Е изъ ея средины возставимъ 
_]_ и къ D E изъ ея средины , 
возставимъ _1_. Пересѣчепіемъ  
этихъ перпендикуляровъ опре-
делится центръ искомой окрѵж- j  
ности. 

2 5 0 ) Изъ В къ A B = р возста-
. впмъ _ L а . Соедииимъ А и С, 

и изъ средины D прямой АС 
возставимъ J _ до пересѣченія  
Е съ A B . Соедииимъ С и Е . 

2 5 1 ) Н а A B — р построимъ A C A B  
= - Va A m и А С В А = 
х/2 А т - При С на АС постро-
HMj> A ACD = V 2 А т и н а 

В С а В С Е = V 2 А т . Тре-

угольникъ C D E удовлетворяетъ 
вопросу. Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 

A D = CD, потому-что A A C D  
= A C A D ; B E = С Е , потому-
что А В С Е = A C B E ; A C D E  
= A CAD + A ACD = A m и 
A C E D = А С В Е + А В С Е 
= А 

2 5 2 ) При А прямой A B = р по-
строимъ А C A B = 1 / і т , и 
при В А С В А = V 2 « . При С 
прямой АС построимъ A ACD  
= V a m и на В С А В С Е = 
У г и . Треугольникъ D C E удо-
влетворяетъ вопросу. 

2 5 3 ) На ВС отъ В до F отложимъ 
ш. Соедииимъ D и F , и къ D F  
изъ G возставимъ ' 1 G Е до 
пересѣченія Е съ В С . Соеди-
пимъ D и Е ; тогда D E - f - B E  
= т . Почему? 
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СТРАН. 
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аксіомы 3 — 7 . 

ОТДѢЛЪ I. 
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Начальныя основанія Геометріи. 

Ч А С Т Ь II . 

П Л А Н И М Е Т Р І Я . 

О Т Д Ѣ Л Ъ I . 

І І О Д О І І І К Ф Ш ' У Р Ъ . 

П Е Р В А Я ГЛАВА, 

Общаа мѣра д в у х ъ прямыхъ. Сиизмѣримыя и несоизмѣримыя прямыя. Огноше- 
яіе двухъ прямыхъ. Пропорціональность прямыхъ. Геометрическія пропорціи. 

Понятіо о предѣлахъ. 

1. Измѣрить какую-нибудь величину А значить: узнать, сколько 
разъ въ ней содержится однородная съ нею величина а или какая-
нибудь часть этой величины а . 

Если какая-нибудь величина M содержится m разъ въ величин! 
А н и разъ въ величин! В , то M называется общею мѣрою вели-
чинъ А и В . Д в ѣ однородныя величины, нміющія общую нѣру, на-
зываются соизмѣримыми. Д в ѣ однородныя величины называются 
несоизмѣримыми, если для нихъ не существуетъ никакой общей 
м!ры. 

2 . Чтобы найти общую мѣру двухъ прямыхъ A B и CD (фиг. 
Фиг. 127 . 127), отложимъ CD на 

( F -D 
е с в A B столько разъ, сколь-

ко возможно ; тогда 
узнаемъ, что прямая 



CD содержится въ A B два раза и получится еще остатокъ Е В ; слѣ- 
довательно A B = 2CD + E B . . . ( 1 ) . Потомъ отложимъ Е В на CD  
столько разъ, сколько возможно. Т а к ъ какъ Е В содержится въ CD  
два раза и получается еще остатокъ F D , TOCD= 2 E B + F D . . . . ( 2 ) .  
Отложивъ второй остатокъ F D на 'первомъ остаткѣ Е В , мы 
узнаемъ, что Е В = F D + G B . . . ( 3 ) . Отложимъ третій остатокъ G B  
на второмъ F D ; получимъ F D = 3 G B безъ остатка. 

Теперь докажемъ, что послѣдній остатокъ G B есть общая мѣра  
прямыхъ A B и CD. Для этого подставимъ 3 G B вмѣсто F D въ вы-
ражсніе ( 3 ) ; получимъ Е В = 3 G B + G B = 4 G B . Потомъ подста-
вимъ въ выраженіе ( 2 ) 4 G B вмѣсто Е В и 3 G B вмѣсто F D ; полу-
чимъ C D = 2 . 4 G B + 3 G B = 1 1 G B . Наконецъ подставимъ въ вы-
ражсніе ( 1 ) 1 1 G B вмѣсто CD и 4 G B вмѣсто Е В ; получимъ A B = 
2 . 1 1 G B + 4 G B = 2 6 G B . Т а к ъ какъ прямая G B содержится въ дан-
ныхъ прямыхъ цѣлое число разъ, то она должна быть ихъ общею мѣрою. 

Отсюда слѣдѵетъ: чтобы найти общую мѣру двухъ прямыхъ, дол-
жно отложить меньшую изъ нихъ на большей столько р а з ъ , сколько 
возможно; потомъ должно отложить первый остатокъ на меньшей пря-
мой столько разъ , сколько возможно, второй остатокъ на первомъ, 
третій остатокъ на второмъ и т. д . Если послѣдній остатокъ поме-
щается в ъ предшествующемъ остаткѣ цѣлое число р а з ъ , то послѣд- 
ній остатокъ есть общая мѣра данныхъ прямыхъ. Если же при этомъ 
дѣйствіи невозможно дойти до такого остатка, который содержался 
бы цѣлое число въ предшествующемъ о с т а т к ѣ , то значить : данныя 
прямыя не имѣютъ общей меры, т . е. они несоизмеримы. 

Этимъ-же самымъ способомъ возможно найти общую меру двухъ 
дугъ окружности. 

3 . Положимъ, что при определеніи общей меры двухъ пря-
мыхъ А и В найдено, что В содержится п разъ въ А съ остат-
комъ R , т. е. А = я В + R , и что R содержится п' разъ въ В 
съ остаткомъ R ' , R ' содержится п" разъ въ R съ остаткомъ и 
т . д . Изъ выраженія А = « В + R легко вывести, что оста-



токъ R всегда долженъ быть меньше А . В ъ самомъ д ѣ л ѣ , если В 

меньше , , то по большей прнчпнѣ остатокъ U долженъ быть меньше 
А А 
у , а если В больше 2 , то разность А — « В = R обратится в ъ раз-
ность А — B = R , которая должна быть меньше у . Точно такимъ-
же образомъ изъ выраженій B = » ' R + R ' , R = » " R ' + R " и т. д . 
выводится R ' < у , R " < и т . д. ; слѣдовательно R ' < j , R " < £ 
и т . д. Отсюда мы видимъ, что каждый изъ полученных» остатковъ 
меньше предшествующаго ему остатка; слѣдоватѳльно если при отъ-
исканіи общей мѣры двухъ прямыхъ пе получается остатокъ, равный 
нулю, то продолжая дѣйствіе какъ угодно далеко, мы всегда можемъ 
получить остатокъ, который будетъ меньше всякой величины. 

4 . Положимъ, что общая мѣра M д в у х ъ однородныхъ величинъ 
А и В содержится m разъ въ А и « разъ в ъ В , т. е. А = шМ и 

В

, т А тЖ А m ^ , т. 
= « M ; отсюда получимъ в = и М или в = у . Дробь п назы-

вается отногиеніемъ величинъ А и В . Отношеніе двухъ соизмѣри- 
мыхъ однородныхъ величинъ А и В опредѣляетея раздѣленіемъ числа 
m , показываюіцаго, сколько разъ общая мѣра M содержится въ А , 
на число п , выражающее, сколько разъ общая мѣра M повторяется 
в ъ В . Если ш — 2 5 и п = 8 , то А = 2 5 М , В = 8 М , общая мѣра  
М = g и слѣдовательно А = 2 5 / s B , гдѣ дробь 2 б / в выражаетъ от-
пошеніе между величинами А и В . Для дапныхъ прямыхъ A B и CD  
( 2 ) мы нашли общую мѣру G B и узнали, что A B = 2 6 G B и O D =  
1 1 G B . Отсюда получимъ G B = V u CD и A B = 2 6 / u C D ; слѣдо-
вательно отногаеніе между прямыми A B и CD равно 2 6 / n . 

5 . Отношеніе двухъ несоизмѣримыхъ величипъ А и В можетъ 
быть выражено только съ приближенною точностью. В ъ самомъ дѣлѣ ,  если предположимъ, что величипа В раздѣлена на п равныхъ частей и взято 1 , 2 , 3 , 4 этихъ частей, то получится слѣдующій рядъ 



— В , — В , 8 В — В , Щ В ; 
и ' п ' н и ' п ' 

к к 4 - 1 
в ъ этомъ ряду возможно опредѣлить двѣ величины — В и — В , 

к 
между которыми находится величипа А ; слѣдовательно А > - В и 

А < —-^—В. Назвавъ чрезъ х приближенное отношеніе величинъ А 
к к 4-1 

и В , изъ послѣднихъ неравенстнъ получимъ х Д > — и х < і 
или X < — + — . В з я в ъ вмѣсто X одну изъ дробей или к 

1 1 мы дѣлаемъ ошибку, которая м е н ь ш е — ' Погрѣшность — зависите 

отъ числа п, т . е. опа будетъ тѣмъ меньше, чѣмъ больше число п, 
а потому мы можемъ ее сдѣлать меньше всякой величины. 

ІІримечаніе. Увеличеніемъ знаменателя n возможно привести 
д р о б ь т а к ъ близко къ нулю, какъ угодно. В ъ самомъ д ѣ л ѣ , если 

взять весьма малую дробь - - = - п , близко подходящую къ нулю, и 
1 а р 

сдѣлать n > то получится д р о б ь — , которая будетъ меньше-*--
т 

G. Если отношеніе отрѣзковъ АС п С В прямой A B (фиг. 1 2 8 ) 
• Фиг. 128. равно отношенію к а -

о • 1 ' <а кихъ-нибудь чиселъ m 
В t 

н и , то прямая A B 
разделена точкою С на две части, пропорціоналшыя даннымъ 
числамъ. 

Чтобы раздѣлить прямую A B на двѣ части, пропорціональныя,  
напримѣръ, числамъ 5 и 3 , мы раздѣлимъ ее на 5 - f - 3 или 8 рав-
ныхъ частей и отдѣлимъ 5 такихъ частей отъ А до С и 3 части отъ 
С до В . Отсюда мы заключаемъ, что между А и В существуешь 
только одна точка С, разделяющая прямую A B на части, про-
порцгональныя даннымъ числамъ. 

Предложенный вопросъ можетъ быть выраженъ слѣдующимъ обра-



зомъ: найти на прямой A B такую точку, которой разстоянія 
отъ точекъ А и В были бы пропорціональны числамъ 5 и 3. Этотъ 
вонросъ допускаете два рѣшенія. Первымъ рѣшеніемъ определяется 
точка С по предыдущему. Для втораго решепія мы раздѣлимъ раз-
стояніе A B на 5 — 3 или 2 равныя части и отложимъ 3 такія ча-
сти отъ В до D на продолженіи прямой A B ; тогда прямая A I ) раз-
делится на 2 + 3 или 5 равныхъ частей, и отногаеніе разстояній  
D A и D B точки D отъ оконечныхъ точекъ А и В прямой A B равно 
отпошенію чиселъ 5 и 3 ; слѣдовательпо точка D также удовлетво-
ряете заданному вопросу. Этимъ дѣйствіемъ прямая A B раздтли-
лась точками С и I ) на пропорціональныя части. 

7 . Вообще если отношеніе двухъ однородвыхъ величинъ А и В 
равно отношенію двухъ другихъ однородпыхъ величинъ С и D, то 

А С 

эти равныя отношенія составляютъ пропорцію -g- = которая про-
износится: А относится къ В точно такъ , какъ С относится къ D .  
Иногда пропорція изображается еще въ следующемъ видѣ 

А : В = C : D . 
Если въ пропорціи А , В , С, D суть величины однородный, то 

величина I ) называется четвертою пропорциональною величинъ А , 
В и С. 

В ъ пропорціи -g- = - j y величина В называется среднею геоме-
трическою между А и D , а величина D есть третья пропорціо- 
нальная величинъ А и В . 

8. Положишь, что общая мѣра m величипъ А и В содержится 
а разъ въ А и Ъ разъ въ В , и общая мера п содержится с разъ въ 
С и d разъ въ D ; тогда отношеніе величинъ А и В выразится чрезъ 

(X с А . 

b - и отпошеніс величинъ С п D равно - d ~ . Если отпошенія -g- 

и р а в н ы , то получимъ численнующошгщт "h = 'і{ . Всякая про-
» d С 

порція - г - = , состоите изъ четырехъ члеповъ а , Ъ, с, d. Члены 



а я с суть предъидущіе, члены bud — послѣдующіе, члены а и 
d — крайніе, члены bac — средніе. 

9 . Помноживъ равныя дроби и d на произведете ихъ зна . 
„ abc! cbd , Т ... 

менателеи, получимъ—g— = d ; откуда выводится ad—eb J (l)t 

т. е. во всякой пропорции произведете крайнихъ членовъ равно 
произведены среднихъ членовъ. 

1 0 . Во всякой пропорціи п() = -С(1 возможпо переставить ея 

члены такимъ образомъ, чтобы образовались новыя нронорцін, въ ко-
торыхъ произведеніе ad должно равняться be. Н а этомъ основаніп  
всякая порпорція можетъ быть представлена въ восьми видахъ 

а с с d 
Ъ а Т ' 
а 
с 

ъ 
= d ' 

с 
d 

а 
ь' 

Ь 
а 

d ' 
с 

d _ 
с 

h 
о 

Ъ а d с 
d с ь ~ а 

1 1 . Изъ пропорціи - = d > въ которой третій членъ неизвѣ- 

степъ получимъ (по форм. 1) Ъх = ad, откуда х = у ( 3 ) , 

т . е. чтобы опредѣлить неизвѣстный средней членъ процррціи,  
должно раздѣлить произведете крайнихъ членовъ на извѣстный  
средпій членъ. 

Изъ пропорціи " = 0 > въ которой крайпій членъ пеизвѣ-
Ъс 

етенъ, получимъ (по форм. 1) ах = Ъс, откуда х— — ( 4 ) , 
т . е. чтобы опреоѣлить неизвѣстный крайній членъ, должно 

') Въ послѣдствіи чаото Оудетъ говорено о произведении двухъ линій. Это 
выраженіе принимается въ томъ смысл®, что взято произведете чиселъ, пока-
зывающих®, сколько разъ общая иѣра содержится въ данныхъ линіяхъ. 



раздѣлить произведеніе среднихъ членовъ на извѣстный крайній 
членъ. 

Изъ непрерывной пропорціи = у получимъ (по форм. 1 ) 

Ь 2 = ас и Ь = ]/ ас ( 5 ) , т . е. средняя геометрическая 
двухъ чиселъ равна корню квадратному изъ произведенія этихъ 
чиселъ. 

1 п тт .„а с a m _ с m 
1 2 . Изъ пропорцш ъ = - у и - у = — получимъ J — — » 

(потому-что двѣ величины, равныя третьей, равны между собою). 
т. е. если въ двухъ пропорціяхъ первыя отношенія равны, то изъ 
вторыхъ отношеній составится новая пропорция. 

Такимъ-же образомъ нзъ пропорцій " = 'd и у = d > въ 
которыхъ вторыя отношенія равны, составится изъ первыхъ отно-

.„ a m шенш пропорція -у - = п • 

В ъ пропорціяхъ - у = -c'd и уП — у у въ которыхъ предъиду-
щіе члены равны, переставивъ средніе члены, получимъ пропор-
ціи у - = - у и - у = - у (см. форм. 2 ) ; ьъ нихъ первыя от-

ношенія равны, а потому по доказанному образуется пропорція 
у = . слѣдовательно если въ двухъ пропорцгяхъ прсдъидущіе 
члены равны, то изъ послѣдующихъ членовг составится новая 
пропорция. 

Такимъ-же образомъ изъ пропорцій "ь = и = - у » въ 
которыхъ послѣдующіе члены равны, составится изъ предъидущихъ 
членовъ пропорція у = 

1 3 . К ъ равнымъ произведеніямъ ad — Ьс, полученнымъ изъ про-
• CL С 

порціи - у = - у приложимъ hd ; составятся равныя суммы ad + bd  
— Ьс - f - bd или ( a - \ - b ) d — {c-\-d)b. Раздѣливъ послѣднее равен-
ство на bd, получимъ равныя ч а с т н ы я j y ' ' = (r '(J)fl ала " h 



Наконецъ в ъ нослѣднсй пропорціи нереставивъ средніе члены, 
й + b Ъ ѵ - ч 

получимъ - J ( о ) . 
Вычтя bd изъ равныхъ произведена! ad~bc, получимъ по 

п р е д ы д у щ е м у ^ — = • • • • ( 6 ) . 

В ъ данной пропорціп = 'd - переставивъ средпіе члены, полу-

чимъ пропорцію " = - J - » в т о р о е отношеніе которой равно второму 

отношеиію пропорціи ( 5 ) ; слѣдовательпо по предъидущему получится 

t + 4 — c ( 7 ) . 

Сравнивъ образовавшуюся пропорцію = съ нропорцісю(б),  

п о л у ч и м ъ ^ = ( 8 ) . 

Нропорціп ( 5 , 6 , 7 , 8 ) выражаются слѣдующимъ образомъ: 
сумма пли разность членооъ а и b первого отношенія относится 
къ сумме или разности членовг с и d второю отношены точно 
такъ, какъ первый (или второй) членъ первого отношены отно-
сится къ первому (или ко второму) члену второю отношены. 

1 4 . К ъ равнымъ произведеніямъ ad = be, выведеннымъ изъ про-
а с 7 

порціи h = j » приложимъ ab) получимъ равныя суммы ad - f - ab  

= Ъс -J- ab или (а + с)Ъ = {b-\-d)a. Раздѣливъ послѣднее равен-

ство на ab, получимъ равныя частныя С а = { h или 
= 1 ) / '• Наконецъ въ послѣдней пропорціи переставивъ средніе 

члены, получимъ = ( 9 ) . 

Сравнивъ пропорцію ( 9 ) съ данною пропорціею - ( l — " » полу-

. . . . ( 1 0 ) . 

Вычтемъ изъ ab произведеніе ad и равное ему произведете be;  
получимъ равныя разности ab — ad = ab — be илн a(b — сT) = 



ч Ь(а — с) а(Ъ — d) а — с b — d Ц а — с ) ; откуда — ' = иди = - f t — или 

= 2 L ( i n 

Сравнивъ данную проиорцію съ пропорціею ( 1 1 ) , получимъ 

Проиордіи ( 9 , 1 0 , 1 1 , 1 2 ) выражаются слѣдующимъ образомъ: 
сумма или разность предъидугцихъ членовъ а и с относится къ 
суммѣ или разности послѣдующихь членовъ bud точно такъ, какъ 
одинъ предъидущій ч.генъ относится къ своему послѣдующему. 

1 Р Т Т с с е е m 
1 5 . Изъ п р о п о р ц і й - у = = ^ ' с о с т а в и т с я 

рядъ равныхъ отношеній 
а с е m 

~b~ ~ёГ ~f Я " 

Предположимъ, что каждое дзъ этихъ отношеній р а в н о е ; полу-
чимъ а = bp, с = dp, e=fp, m = tip. Сложивъ эти равенства по-
членно, получимъ 

а+с + е+m = (b + d-\-/+ п)р или 
а + с + е + m _с_ с m ,..„.. 
Ъ + d + f + n — Р— Ь — d — f «'"* 4 '' 

т . е. въ ряду равныхъ оттшсній сумма прсдъидущихъ членов ъ 
относится къ суммѣ послѣдующихъ членовъ точно такъ, «я» :ъ 
одинъ изъ предъидущихъ членовъ относится къ своему послѣдуі о-
щему. 

т, а с Ъ е m к . В ъ пропордіяхъ '-у —-ff' l f ~ ~ r ' > ~b~~~h ,,иело есть 1|ет" 

тзертая пропорціональпая чиселъ а, с, d, чиселъ m, е, f и чисел ъ т, 
к, h. Перемноживъ дроби > —•> ™ и равиыя имъ дроби ^ > 4 . , 

к 
Y ' получимъ равныя произведена 

а Ъ m с е к 
т" Ид'. Ъ = и ' -f-' Т или  

ahm с е к а с е к ,л 

-Ш^Ч • V ' и и л и б т * h " • • ( 1 4 ) . 



Возьмемъ пропорцію - j = d и возвысивъ дробь ® въ степень 

п и потомъ дробь въ ту-же степень, нодучимъ равенство 

C f ) " = œ " 
D Л Q Л 

и л и Т » = " d » " • ^ 1 5 ) ' 
слѣдовательно въ пропорцги можно возвысить члены въ какую 
угодно степень. 

Всякая пропорція d выражаетъ равенство двухъ дробей. 

Если изъ этихъ равныхъ дробей извлечь корень той-же самой сте-
пени, то получится равенство 

п _ в 
V « V е 
У К = Ѵ ИЛИ b . d 

с 

У V 
(Ю); 

слѣдовательно изъ членовъ всякой пропорціи можно извлечь ко-
рень какой угодно степени. 1 

1 6 . По предыдущему нзвѣстно, что прямая A B (фиг. 1 2 7 ) раз-
дѣлена точками Си D на пропорціональныя части. I I a оборотъ: точки 
А и В раздѣляютъ прямую CD па пропорціональныя части, потому-что 

. C A D A . А С В С 
ИЗЪ Ііропорцш - Щ = ВЫВОДИТСЯ пропорція Д В которая 
удоллетворяетъ обратному вопросу. 

Прямая A B (фиг. 1 2 9 ) раздѣлена точкою С на части, пропор-
Фиг. 129. ціональныя числамъ m  

j т и п , и на A B отло-
жена часть A D , рав-

ная В С Г тогда части B D и АС должны быть равны и точка D раз-
дѣляетъ .прямую A B па части A D и D B обратно пропорціональныя 



числамъ m и п, потому-что отношеніе B D равно обращенной дроби 
А С M # 

В С — П ' 

1 7 . Если какая-нибудь величина А , постепенно увеличиваясь или 
уменьшаясь, все болѣе и болѣе приближается къ постоянной величин! 
Р , но не достигаетъ ея, то величина Р называется предѣломъ пере-
мтьнной величины А . 

Представимъ с е б ! двѣ постоянныя величины M и которыхъ 
разность меньше всякой произвольно малой величины, и что между 
ними находятся двѣ величины А и В ; тогда M > A , M > В , 
К < А и N < В . Предположим!», что А > В пли А — В = х. 
Т а к ъ какъ расность M — N можетъ быть меньше всякой произ-
вольно малой величины, то возможно допустить M — Л < ж . В ы ч т я 
по-членно неравенство N < В изъ неравенства M < А , получимъ 
M — N > A — В , потому-что уменьшаемое M больше уменынаемаго 
А и вычитаемое N меньше вычитаемаго В . В ъ образовавшемся не-
равенств ! замінимъ разность А — В равною ей величиною х ; полу-
чимъ M — IS > X. Посл!днее неравенство противор!питъ заданію,  
всл!детвіе котораго разность M — Л должна быть меньше х. Отсюда 
мы заключаемъ, что величина А не можетъ быть больше В . Точно 
такимъ-же образомъ доказывается, что величина А не можетъ быть 
меньше В . Т а к ъ какъ величина А не можетъ быть ни больше В и 
ни меньше В , то величины А и В должпы быть равны между собою. 
Отсюда сл !дуетъ : если двѣ перемѣнныя величины А и В нахо-
дятся между предѣлами M и N, которыхъ разность меньше 
всякой произвольно малой величины, то эти перемѣнныЯ должны 
быть равны между собою. 

ЗАДАЧИ. 
1) Сколько разъ общая мѣра m содержится въ прямыхъ AB u CD,  

когда нзвѣстпо, что CD содержится 3 раза въ AB съ остаткомъ, оста-
токъ содержится 2 раза въ CD съ остаткомъ и второй остатокъ со-
держится въ первомъ 3 раза? 



2) При опредѣлеиіп общей м!ры двухъ прямыхъ AB и CD най-
дено: AB = 4,325 дюйма н четвертый остаток® равенъ 0,35 дюйма. 
Вѣренъ-ли этотъ остаток®? 

3) Съ какою точностью выразится отношеніе между несоизміри- 
мыми прямыми AB п CD, если AB = 6 саж., CD > 11,312 саж. п 
CD < 11,313 саж.? 

4) Отношеніе между сторонами AB н АС треугольника ABC равно 
" / i s U AB = 187 саж. Сколько сажень содержитъ сторона АС? 

5) Прямая AB раздѣдеііа точкою С на отрѣзкн АС = 4,3 дюйма 
и СВ; отношеніе между этими отрѣзкамн равно 5/з. Сколько дюймов® 
содержит® прямая AB? 

О) Прямая AB раздѣлена точкою С на отрѣзки АС и СВ, отноше-
ніе между прямыми AB п АС равно 7/з п отрѣзокъ СВ = 3',2 дюйма. 
Сколько дюймов® содержит® отрѣзокъ АС? 

7) Прямая AB раздѣлена точкою С на о грѣзки АС и СВ = 15/5яАВ 
н точкою D на отрѣзкн AD = ВС u DB. Каким® числам® обратно нро-
норціональны отрѣзкн AD п DB? 

» 

8) Прямая А С = 6 , 5 дюйма (фиг. 128) п С В = 2,4 дюйма. На сколько 
дюймов® отъ В должна отстоять точка D, раздѣ.тяющая прямую AB  
въ такомъ-же отношеніп, въ каком® прямая ЛВ раздѣлена точкою С? 

9) Прямая CD = 8,5 дюйм., AB = 4 дюйм, н АС = 2,7 дюйм-
(фиг. 128). Определять разстояніе BD. 

10) Прямая А В = 1 7 аргапнамъ (фиг. 129), АС = 9 4 ар. и AD=CB.  
Опредѣлить отнопіеніе отрѣзковъ АС п СВ, и отношеніе отрѣзковъ  
AD в DB. 

11) Въ прямоугольник! ABCD сумма сторонъ AB и ВС равна 117 
AB 

саж. п = 9/t. Сколько сажень содержитъ каждая изъ этих® сто-

ронъ? 

12) Въ треугольник! ABC нзв!стно, что сторона АС больше AB  

на 23/4 дюйма, и что -^J' = 8 / ю и = 1 h- Сколько дюймов® содер-

жит® сторона AB? 

13) Въ равнобедренном® треугольник! ABC изъ вершины А опу-

щен® перпендикуляръ AD на ВС, отношеніе пф — 6 4 / 6 3 > отношеніе 



45/за п В С — 6 , 3 дюйма. Сколько дюймовъ содержитъ сто-
рона А С ? 

14) Для прямыхъ AB и CD найдена общая мѣра M, содержащаяся 
16 разъ въ AB u 7 разъ въ CD, а общая мѣра m црямыхъ E F и GH  
содержится 23 раза въ E F и 10 разъ въ GH; паконецъ общая мѣра  
р прямыхъ M п m содержится 3 раза въ M и 2 раза въ т . Найти от-
ношеиіе прямыхъ AB п EF, и отыошеніе прямыхъ CD н GH. 

15) Въ равнобедревиомъ треугольник! ЛВС изъ вершины А опу-
тал 

щеиъ иериендикѵляръ AD на ВС, отношеніе = ' / 5 , огиошеиіе 

у [r = 32/вз и АС = 4,5 дюйм. Сколько дюймовъ'содержитъ перпенди-

куляръ AD? 

В Т О Р А Я Г Л А В А . 

Измѣреніе угловъ. 

18. Теорема. Два угла относятся между собою, какъ 
дуги, описанныя изъ вершит и между сторонами этихъ угловъ 
равными радіусами. 

1 ) Предположить, что дуги АС и D F (фиг. 1 3 0 ) соизмѣримы,  
ф а г - 1 3 ° - и что ихъ общая мѣра m со-

держится 9 разъ въ АС и 5 
разъ въ D F , т. е. АС = 9 » і  

Д ь и D F = Ьт ; тогда отноше-
ніе между данными дугами 

АС 9 / выразится чрезъ D y = 75. 
Соедииимъ прямыми точки 

д!ленія дуги АС съ вершиною В , и точки д!ленія дуги I ) F съ вер-
шиною Е ; тогда уголъ A B C раздѣлится па 9 равныхъ угловъ А В а 
и уголъ D E F раздѣлится на 5 равныхъ угловъ D E 6 . Такъ какъ 
дуги А а и Ш равны u радіусы В А u E D равны, то центральные 

с 



углы A B « и DE^f должны быть равны ( I . 1 3 5 , 2 ) ; слѣдовательно  
уголъ A B « есть общая мѣра угловъ A B C и D E F , и / _ А Б С = 
9 A B « , ' l _ D E F = = 5 А В а ; откуда составится отношеніе 

= 9 / 5 ' Т а к ъ какъ отношеніе дугъ АС и D F равно отнсшенію 
угловъ A B C и D E F , то но іірсдъидущему ( 7 ) получится пронордія 

ABC _ AC 
D E F D F ' 

2 ) Докажемъ теперь, что выведенная пропорція также справе-
Фнг. 131. длива въ случаѣ несоизмѣримости дѵгъ АС и 

D F . Для этого отложимъ отъ А до К (фиг. 
1 3 1 ) дугу, равную дугѣ D F , и проведемъ р а -
діусъ В К ; получимъ уголъ А В К , равный дан-
ному углу D E F ( I . 1 3 5 , 2 ) . Потомъ раздѣ- 
лпмъ дугу АС на произвольное число равныхъ 
частей; тогда ни одна изъ точекъ дѣлепія дуги 

АС не совпадете съ точкою К , потому-что въ противномъ слупаѣ  
дуги АС и А К оказались бы соизмѣримыми. Послѣ этого соединимъ 
прямыми L B и М Б точки L и М , ближайіпія къ точкѣ К , съ вер-
шиною В ; получимъ два угла 

L A B L < L А В К и А В М > L А В К ; 
слѣдовательно составятся отношепія 

ABC ABC ABC _ ABC m 
ABK ABL И "АВК > АВМ " " ^ 1 ? ' 

Такъ какъ дуги АС и A L соизмѣримы, и также дуги АС и AM  
соизмѣримы, то но предъидущему составятся пропорціи  

ABC _ AC ' ABC _ AC  
ABL — AL И ABM ~ ~ AM ' 

В ъ неравенствѣ ( 1 ) замѣнимъ отногаенія - ^ j j j и рав-

нымъ имъ отношеиіями и получимъ 
ABC . AC ABC ч АС 
АВК < AL И АВК > AM Н Л И 

АС . ABC ^ АС_ ( 9 Л  
AL ' ' ' АВК AM  



Д у г а A L меньше дуги A K , и дуга А К меньше дуги A M ; слѣ- 
довательпо составятся отношенія 

АС . АС АС . АС 
AK < - A L " H A K > AM И Л И 

AC _ AC ^ AC , „ . 
A L A K W * 

Изъ неравенствъ ( 2 и 3 ) мы видимъ, что отногаенія д ' ^ и 
АС . J АС АС 

- А К находятся между тѣмп-же самыми дробями —д-т- и д м » кото-
рый могутъ быть сближены, какъ угодно. В ъ самомъ дѣлѣ , раздѣле- 
иіемъ дуги АС на большее число равныхъ частей, нежели она была 
раздѣлена прежде, увеличится дуга A L и уменьшится дуга AM ; при 

. . . АС этомъ большее отношеніе Д 1 - уменьшится, а мопьшее отиошеиіе 

д М увеличится; слѣдовательно раздѣливъ дугу АС па очень боль-
шое число равныхъ частей, мы сближаемъ дроби и Если 
себѣ представить, что дуга АС раздѣлена на безкопечио большое число 
равныхъ частей, то дроби д в и сблизятся такимъ образомъ, 
что ихъ разность сдѣлается меньпіо всякой произвольно малой вели-
чины. Но какъ мала ни была разность этихъ дробей всегда должпы 

A B C АС 

находиться между ними отношенш ѵ в к и д к ; а по предъиду-
щему извѣстио ( 1 7 ) : если между двумя величинами, которыхъ раз-
ность меньше всякой произвольно малой величины, заключаются двѣ 
другія величины, то иослѣднія должны быть равны между собою; сЛѣ-

АВС AC ABC АС 
довательно А В Г = " А Г И Л И D A F = D F ' 

1 9 . С Л Ь Д С Т В І Е . Окружность круга раздѣляется на 3 6 0 рав-
ныхъ частей, называемых! градусами. Всякій градусъ дѣлится на 
6 0 минуть,, и минута дѣлится на 6 0 секундъ. 

Дуга АС (фиг. 1 3 2 ) , описанная изъ вершины В прямаго угла 
A B C между его катетами, равна четверти окружности и потому она 



Фиг. 132. 360» 
содержитъ - 4 

Л А 

9 0 ° ; по извѣстно, что всякій  
прямой уголъ раздѣляется на 9 0 градусовъ; слѣ- 
довательно углу A B D , равному 1 /во прямаго утла, 
соотвѣтствуетъ дуга A D , равная одному градусу 
окружности. 

Вообще если А Б С какой-нибудь уголъ (фиг. 1 3 0 ) 
и А В а уголъ, равный 1 градусу, то пропорція  

ABC _ AC  
АВа Аа 

п о к а з ы в а е т , что градусъ A B « угла содержится въ углѣ A B C столько 
разъ, сколько разъ содержится градусъ А а окружности въ дугѣ АС; 
слѣдовательно по числу градусовъ, заключающихся въ дугѣ АС, опре-
дѣлится число градусовъ, содержащихся въ углѣ A B C ; такъ напри-
мѣръ если дуга АС содержитъ 6 5 ° , то и уголъ А Б С содержитъ 6 5 ° . 
Н а этомъ основаніи говорятъ: центральный уголъ A B C изміьряется  
дугою АС, заключенною между ею сторонами, и пишутъ 

L A B C = дуг . AC R . 
2 0 . Примѣчаніе. Для измѣренія угловъ, начерченпыхъ на бу-

ф и г - 1 3 3 - магѣ , употребляется инстру-
м е н т , называемый транс-
портиромг (фиг. 1 3 3 ) . Онъ 
дѣлается въ видѣ полукруга 
изъ одного куска мѣди съ ли-
неечкою, внутренній край ко-
торой проходитъ чрезъ центръ 
дуги транспортира ; центръ 
означается точкою пересѣче- 

нія уномянутаго края съ черточкою, проведенною на поверхности ди-
пеечки. Наружная дуга транспортира раздѣллется черточками на 1 8 0 
равныхъ частей (градусовъ). Черточки, соотвѣтствующія десяткамъ 

») В ъ этомъ выраженіи знавъ равепства замѣняетъ слово «измѣряется». 



Фиг. 135. 

градусовъ, подписываются цифрами, счетъ которым» ведется отъ обо-
и х » концовъ діаметра транспортира. 

Чтобы найти число градусовъ даннаго угла A B C (фиг. 1 3 4 ) , 
приложимъ транспортиръ діаметромъ къ 
сторонѣ В С такъ, чтобы центръ совмѣ- 
стился съ вершиною В . Потомъ отсчи-
тавъ число градусовъ отъ того конца 
діаметра, который находится на прямой 
В С , до черточки, совмѣстившейся съ 

стороною A B , мы опредѣляемъ градусную величину угла A B C ; такъ 
напримѣръ, если сторона A B совмѣщается съ восьмою черточкою по-
слѣ цифры 5 0 , то L A B C = 5 8 ° . 

Транспортиръ употребляется также для начертанія угловъ по 
ихъ градусной величинѣ. Чтобы при точкѣ С (фиг. 1 3 5 ) данной пря-

мой CD построить уголъ, нанримѣръ в ъ 
1 1 7 ° , мы приложимъ транспортиръ діа- 
метромь къ CD и центромъ къ точкѣ С . 
Потомъ отсчитаемъ 1 1 7 ° отъ того конца 
діаметра, который находится на прямой 
C D , и отмѣтимъ на бумагѣ точку, па 
продолженіи черточки 1 1 7 - г о градуса. 

Наконецъ снявъ транспортиръ, мы соединимъ отмѣченпую точку съ 
точкою С ; получится уголъ D C F = 1 1 7 ° . 

21. Теорема. Вписанный у іолъ измеряется половиною дуги, 
заключенной между его сторонами. 

Данъ уголъ А Е В (фиг. 1 3 6 ) , котораго сторона Е В проходптъ 
Фяг. 130. Чрезъ центръ круга. 

Проведя радіусъ C A , получимъ равнобе-
дренный треугольникъ А С Е , въ которомъ 
Z . A E C = Z _ Е АС. Зная, что внѣшпій уголъ тре-
угольника равенъ суммѣ двухъ внутреннихъ, съ 
нимъ несмежных!,, угловъ ( 1 . 6 8 , 1), мы имѣемъ 



/ . A C B = / . A EC + L E A C или 
z . A C B = 2 / . А Е С ; 

откуда / . А Е В = V 2 / . A C B ; но по предъидущему ( 1 9 ) / . А С В 
= дуг. A B ; следовательно 

V 2 L А С В = 1 /адуг . A B и 
L А Е В = Ѵг дуг. A B . 

Данъ уголъ А Е В (фиг. 1 3 7 ) , внутри котораго находится центръ 
окружности. Чрезъ вершину Е проведя діа- 
метръ E D , получимъ два угла A E D и B E D ,  
имѣющіе общую сторону E D , проходящую чрезъ 
центръ. З н а я , что / . A E D = 7 г д у г . A D и 
Z . B E D = 7 г д у г . B D , мы имеемъ 
/ . A E D + / . В Ш ) = = 7 ® Д У Г - A D + V 2 дуг. B D  
или / . А Е В = Ѵ г ( д у г . A D + д у г . B D ) или 

/ _ А Е В = 7 2 Д у г . A B . 

Данъ уголъ A E F (фиг. 1 3 7 ) , вне котораго находится цептръ 
окружности. 

Чрезъ вершину Е проведя діаметръ E D , получимъ два угла 
A E D и F E D , которыхъ общая сторона E D проходитъ чрезъ центръ. 
По предъидущему уг. A E D = 7 2 Д П - A D и уг. F E D = 
Ѵ г д у г . F D ; следовательно 

L A E D — L F E D = * 7 u y r . A D — »/м дуг. F D или - 
/ . A E F — 7 2 ( д у г . A D — д у г . F D ) или 

L A E F = 7 2 дуг. A F . 
2 7 . С л в д с т в і к . Углы А Е В , A F B , A G B (фиг. 1 3 6 ) равны, 

потому-что каждый изъ иихъ измеряется половиною одной и той-же 
дуги A B ; следовательно вписанные углы, имѣющіе одну иту-же 
дугу, равны. 

2 8 . С Л Ъ Д С Т В І Е . Часть круга , заключенная между дугою и ея 
хордою, называется ссгментомъ. Всякая хорда A B (фиг. 1 3 8 ) раз-
деляете кругъ на два сегмента А С В и А Е В . 



Фпг. 138. Уголъ А С В вписанъ въ сеіментѣ (фиг. 1 3 8 ) , 
потому-что вершинаСнаходится надугѣ сегмен-
таистороны CA и С В проходягь чрезъ оконеч-
ныя точки А и В хорды А В этого сегмента. Точ-
но также углы A B B и A F B вписаны въ сегмент! 
А С В , и уголъ А Е В вписанъ въ сегмент! А Е В . 

По предъидущему извѣстно ( 2 7 ) , что углы 
А С В , A D B , A F B равны; слѣдовательноуглы, 

вписанные въ одномъ и том?,-же сегмент»,, равны. 
Уголъ А С В измѣряется V 2 дуги А Е В и уголъ А Е В изм!ряется 

V 2 дуги А С В ; но V 2 дуги А Е В и V 2 Дуги А С В с о с т а в л я ю т полу-
окружность или 1 8 0 " ; слѣдовательно / _ A C B - f - / _ А Е В = 1 8 0 ° . 
Отсюда мы заключаемъ, что всякій уголъ, вписанный въ одномъ 
изъ двухъ сегментовъ, образовавшихся одною и тою-же хордою, 
служить дополнеміемъ до 1800 какому-нибудь углу, вписанному 
въ другомs сегменте. 

Такъ какъ дуга сегмента можетъ быть больше, или меньше, или 
можетъ равняться полуокружности, то вписанный въ немъ уголъ бу-
д е т или тупой, или острый, или прямой. 

2 9 . Теорема. Уголъ, составляемый касательною и хордою, 
проходящею чрезъ точку касанія, измеряется половиною дуги, 
заключенной между его сторонами. 

Чрезъ точку касанія В проведя діаметръ B D (фиг. 1 3 9 ) , получимъ 
Фиг. 139. прямой уголъ C B D , который изм!ряется поло-

виною дуги B A D . По цредъидущему уголъ A B D  
измѣрястся половиною дуги A D ; сл!довательно 

L A B C = L D B C — / _ D B A = 
Va (дуг. D A B - дуг. D A )  
или L A B C = Ѵадуг . A B . 

3 0 . С Л И Д С Т В І Е 1 . Уголъ A B C , соста-
вляемый касательною и хордою, равенъ вписанному углу А Е В , потому-
что этимъ угдамъ принадлежит одна и та-же дуга A B . 

ю 



С . т ъ д с т в і в 2 . Если чрезъ какую-нибудь точку А (фиг. 1 3 9 ) 
проведена хорда А Е параллельно к ъ касательной ВС, то точкою В 
касанія раздѣлится на д в ѣ равныя части дуга A B F , соотвѣтствую- 
щая хордѣ A F . В ъ самомъ дѣлѣ проведя хорду A B , получимъ 

A B C = Z . B A F (по параллельности прямыхъ В С и АБ1) ; но 
/ _ A B C = Ѵгдуг . A B я L B A F - ' »дуг. F B , следовательно дуга 
A B равна дугѣ F B . 

31. Теорема. Уголъ, котораго вершина лежать внутри 
круга, измеряется полусуммою дугъ, заключающихся : первая 
между сторонами угла и вторая между ихг продолжен)яки: 

Чрезъ точку Е (фиг. 1 4 0 ) проведя прямую ЕБ1 параллельно къ 
Фиг. 140. DC. получимъ вписанный уголъ В Е Б 1 , раппый дан-

ному углу В А С . Такъ какъ вписанный уголъ В Е Б 1 из-
меряется ' /2дуг . B F и дуга B F —Дуг. ВС + дуг. C F  
или дуга В Б л = д у г . В С + д у г . D E (потому-что по па-
раллельности хордъ 1)0 и F F дуг. € F — D E ; ( î . 1 I S ) ,  
то уг. B E F измѣряетея І'-»(дуг. ВС - f - дуг. D E ) и 

уг. В А С = * / г (дуг . В С + дуг. D E ) . 
32. Теорема. Уголъ, обрахуемы/г двумя еѣкугцимч, ветре-

чающчмггся вне крут, измеряется пілур ізчостью дугъ, заклю-
чающгіхся между сторонами угла. 

Чрезъ точку Е (фиг. 1 4 1 ) проведя хорду 
Б1Б1 параллелнпо къ A B , получимъ вписанный 
уголъ С Е Р , равный данному углу В А С , и рав-
ныя дуги D E и В F ( I . 1 1 8 ) . Уголъ C E F измѣ- 
ряется 7 з дуги F C , и дуга F C = дуг. В С — 
дуг. D E ; слѣдовательно Z . C E F или Z . В А С 
измѣряется 7 * ( д у г . В С — д у г . D E ) . 

3 3 . Теорема. Уголъ, составляемый каеа-
телшою и сѣкгущею, измеряется полу раз-

ностью дугъ, заключающихся между гночкою каеанія и точками 
псресѣченгя секущей съ окружностью. 



Чрезъ точку I ) (фиг. 1 1 2 ) сѣкущсй проведя хорду D F парал-
лельно къ касательной А Е , получимъ равныя 
дуги D E = E F ( 3 0 , 2 ) и вписанный уголъ B D F ,  
равный данному углу В А Е . Уголъ B D F измѣ- 
ряется 7 і дуги B F , но дуга B F = дуг. B E  
— д у г . F E или дуга B F = дуг. B E — д у г . E D ;  
слѣдовательно уголъ B D F или уголъ В А Е измѣ- 
ряется 1 / з (дуг . B E — дуг. E D ) . 

3 4 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Представимъ себѣ , что сѣ- 
кущая A B , обратившаяся около точки А, сдѣлалась касательного АС; 
при этом'!, точки В и D постепенно сближались и наконецъ совпали 
в ъ точку С, дуга Е В обратилась въ дугу E F C , дуга E D сдѣлалась  
дугою E D O . и уголъ В А Е обратился въ уголъ C A E ; слѣдовательпо  
выраженіе / _ В А Е = 1 /а (дуг . B E — д у г . E D обратится въ следую-
щее выраженіе 

L C A E = Va (дуг. E F C — д у т . E D C ) , 
которое показываетъ, что уголъ, соепшв.іяемый двумя касатель-
ными, изяиъряшся полуразнос,гпгм дугъ, содержащихся между 
точками касангя. 

3 5 . Задача. На данной прямой начертить такой сегментъ, 
чтобы вс.ѣ углы, въ немъ вписанные, равнялись данному углу. 

При точкѣ А данной прямой A B (фиг. 1 4 3 ) иостроимъ уголъ 
D A B , равный данному углу т , изъ точки А 
прямой A D возставимъ перпендикуляръ и къ 
прямой A B изъ ея средины Е еще перпепди-
куляръ. Точкою С пересѣченія этихъ перпен-
дикуляровъ опредѣлится центръ дуги искомаго 
сегмента. Изъ точки С радіусомъ CA онигаемъ 

тол окружность, въ которой уголъ A F B = / _ A G B  
= /_т. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Прямая A D , перпендикулярная къ радіусу  
CA, есть касательная къ окружности, а потому ( 2 9 ) (_ BAD = 

ю * 



7 » д у г . A B ; но / _ A F B = / _ A G B = 7 * д у г - A B ; следовательно 
L A F B = L A G B = L B A D = L 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

10) Вписанный уголъ АСВ = 65°30'. Какую часть окружности со-
ставляете дуга АСВ? 

17) Центральному углу соответствуете дуга AB, составляющая 
восьмую часть окружиости. Сколько градусовъ и минутъ содержитъ 
вписанный уголъ, которому принадлежите дуга, равная 8/s дуги AB? 

18) Сколько градусовъ содержите уголъ AGB (фпг. 136), если B E  
діаметръ и дуга АЕ составляете 4/is окружности? 

19) Дуга AD = 5-24 окружности (фиг. 137) и дуга BD равна 7/з дуги 
AD. Сколько градусовъ содержитъ уголъ АЕВ? 

20) Сколько градусовъ содержите уголъ АБС (фиг. 139), если BD  
діаметръ п дуга AD составляете 9/з2 окружности ? 

21) Двѣ хорды (фиг. 140), пересѣкаясь внутри круга, раздѣляюте  
окружность на четыре части такъ, что дуга СЕ равна ' s окружности 
ц дуга BD равна '/е- Сколько градусовъ содержитъ уголъ ВАС ? 

22) Две сѣкущія, встрѣчающіяся внѣ круга, составляютъ уголъ 
въ 54°26', а большая дуга, заключающаяся между ними, содержитъ 
128°46'. Сколько градусовъ и минутъ содержитъ меньшая дуга? 

23) В нал (фиг. 142), что дуга DE = 85°35' и дуга BD составляете 
г/& окружности, определить градусную величину угла ВАЕ. 

24) Хорда AB (фиг. 138) раздѣляетъ окружность на две дуги, 
который относятся между собою, какъ числа 16 и 11. Сколько граду-
совъ содержать углы, вписанные въ каждомъ изъ образовавшихся 
сегментов»? 

25) Дуги BD и СЕ относятся между собою, какъ числа 3 и 8, дуга 
ВІ) раина 24°15' и дуга DE равна 1 ів окружностн (фиг. 140). Сколько 
градусовъ содержите уголъ ВАС? 

26) Дуга DE равна 42°20' (фиг. 141) и дуги BD, ВС и СЕ равны. 
Сколько градусовъ содержите уголъ ВАС? 

27) Дуги, заключающаяся между двумя сѣкущимп, встречающи-
мися внѣ круга, относятся между собою, какъ числа 8 н 5, а уголъ і  

составляемый этими секущими, равенъ 18°45'. Сколько градусовъ 
содержитъ каждая изъ дугъ, заключающихся между секущими? 



28) Касательная къ окружности иересѣкается съ продолжениымъ 
діаметромъ нодъ угломъ въ 58°46' . Сколько градусовъ содержат 
дуги, заключающіяся между оконечностями діаметра п точкою ка-
санія? 

29) Хорда раздѣляетъ окружность на двѣ дуги, нропорціональ- 
льія числамъ 3 и 7, и чрезъ оконечности этой хорды проведены ка-
сательиыя къ окружности. Сколько градусовъ содержит уголъ, со-
ставляемый этими касательными? 

30) Уголъ ВАС = 26°35' (фпг. 141), дуги DE п СЕ относятся, 
какъ чпсла 3 и 5, н дуги ВС н СЕ пропорціональны числамъ 3 u 2. 
Сколько градусовъ содержитъ дуга BD? 

Т Е О Р Е М Ы . 

31) Если двѣ хорды AB п CD пересѣкаются внутри круга нодъ 
прямыми углами, то сумма нротпволежащпхъ дугъ AD п ВС равна 
полуокружности. 

32) На окружности даны точки А, В, С и проведены хорды AB и 
АС ; потомъ соединена средина D дуги AB съ срединою Е дуги АС 
прямою DE, которая нересѣкаетъ хорды AB и АС въ точкахъ F и G.  
Требуется доказать, что отрѣзки A F и AG равны. 

33) На діаметрѣ AB взята какая-нибудь точка М, которая соеди-
нена съ оконечностью D радіуса CD, проведеннаго перпендикулярно 
къ діамегру AD; продолженная прямая DM пересѣкаетъ окружность 
въ точкѣ Е, чрезъ которую проведена касательная до пересѣченія F  
съ продолжениымъ діаметромъ ВА. Требуется доказать, что F M = F E . 

34) Въ кругѣ вписанъ треугольинкъ ABC, чрезъ средину D дуги 
ВС цроведенъ діаметръ DE u наконецъ соединены точки D n A . Тре-
буется доказать, что уголъ ADE равенъ разности угловъ ABC и АСВ. 

35) Если изъ вершпнъ А, В, С треугольника ABC опустить пер-
пендикуляры АА', ВВ', СС на противолежащія стороны ВС, АС, AB  
п основанія перпендикуляровъ соединить прямыми, то образуется 
треугольникъ А'В'С', углы котораго дѣлятся прямыли АА', ВВ', СС' 
соотвѣтственно на двѣ равныя части. 



Т Р Е Т Ь Я Г Л А В А . 

Пропорціональность отр-Ьзковъ сторонъ треугольника. 

3 6 . Теорема. Прямая, проведенная въ трсугольникѣ па-
раллельно къ одной изъ его сторонъ, раздѣляетъ остальныя сто-
роны на части пропорціональныя. 

Дано (фиг. 1 4 4 ) : прямая D E иараллельиа къ В С . Требуется д о -
Фиг. 1 4 4 . A D А Е 

казать , что U B ^ T Î C " -

1) Предцоложимъ, что отрезки A D и D B соиз-
меримы. и что ихъ общая мера M содержится 7 разъ 
въ A D и 5 разъ въ B D , т. е. A D = 7 M и D B = 5 M , 
„ . A D 
Отсюда по предъидущему получится отиошеніе D B 

= 7 / 5 - Чрезъ точки дѣденія отрезковъ A D и D B  
проведя прямыя параллельно къ В С , мы раздѣляемъ  

отрезки А Е и Е С соответственно на 7 и на 5 равныхъ частей 
( I . 7 6 ) . Означивъ каждую изъ этихъ частей чрезъ m , получимъ 
А Е = 7 m и Е С = о т ; следовательно составится отношеніе 

= 7 /б . Т а к ъ какъ отношепіе прямыхъ A D и D B равно отношенію 
прямыхъ А Е и Е С , то эти прямыя составить иропорцію 

A D _ А Е M  

D B ~ ~ E G 4 В 

2 ) Докажемъ теперь, что выведенная пропорція ( 1 ) также спра-
ведлива для несоизмеримыхъ отрѣзковъ A D и D B . 

Проведя D E (фиг. 1 4 5 ) параллельно к ъ 
ВС!, раздѣлимъ сторону A B на произвольное 
число равныхъ частей; тогда ни одна точка 
делеиія не совпадетъсъточкою I ) , потому-что въ. 
противномъ случае отрезки A D и D B были бы 
соизмеримы. Чрезъ точки F и H деленія, бли-
жайшія къ точке D , проведемъ прямыя F G 



и Н К параллельно къ D E . Такъ какъ A F < A D , А Н > A D  
F B > D B и H B < D B , то 

A F A D А Ц A D 
" F B ^ D B И H B D B И Л И  

A F A D , А Н  
F B ^ D B H B l ' F 

Зная, что A G < А Е , A K > А Е , G C > ЕС и К С < Е С , полу-
чимъ 

A G A F. A K А Е 
G С - Е С И К С ^ Е С И Л И 

A G ... А Е А К 
G C ^ Е С ' ^ К С 

Отрѣзки A F и F B соизмѣримы, также отрѣзки АН и H B со- 
измѣримы, а потому составятся пронорціи (см. 1 ) 

A F _ A G А Н _ А К 
F B - ~ ~ G С 1 8 Т Г В — " К С ' 

В ъ неравенствахъ ( 2 ) замѣнимъ дроби ^ с " и к с Р а в н ы м п 

. A F А Н имъ дробями F B и - н в - ; получимъ 
A F AF. ... АН 

НН Vö7-F В Е С I I B 

Изъ неравенствъ (1 и 3 ) видно, что отяошенія І ) В п Е ( Ѵ за-

ключаются между дробями - F B 11 н в » К 0 Т 0 Р Ы Я могутъ быть сбли-
жены, какъ угодно. В ъ самомъ дѣлѣ , раздѣленіемъ стороны A B на 
весьма большое число равныхъ частей, увеличатся отрѣзки A F и H B 

A F 

и уменьшатся отрѣзки F B н А Н ; вслѣдствіе чего дробь F B уве-

личится, а дробь уменьшится. Отсюда мы заключаемъ, что раз-

дѣленіемъ стороны A B на безконечное число равныхъ частей, дроби 
A F А Н j ѵ 

FB и н в М 0 Г У Т Ъ быть сближены такимъ образомъ,-что ихъ раз-
ность сдѣлаетса меньше всякой произвольно малой величины. Но какъ 

> V „ A F А Н 
мала ни была разность дробей F ß и - g B , всегда должны нахо-

A D А Е 
дптьея между ними отпошенія и - Е с ; а по предъидущему из-



вѣстно ( 1 7 ) : если между двумя величинами, которыхъ разность мо-
жетъ быть сдѣлана меньше всякой произвольно малой величины, за-
ключаются двѣ другія величины, то послѣднія должны быть равны 
между собою; следовательно ô ï r = ~ F C . 

3 7 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Основываясь на доказанныхъ свойствахъ про-
• AL) А Е 

порціи ( 1 3 ) , мы составимъ изъ пропорціи D B = Е С слѣдующія 
пропорціи 

A D - ) - D B А Е + Е С A B A C , Л Ч 

A D = А Е И Л И A D = " А Е • • • ' С 2 ) ' 
А Р 4 D B _ А Е - Е С A B А С 

D B — Е С , Я И Л И D B ~ ~ ~ Ё С 

Пронорціи ( 1 , 2, 3 ) приводятъ къ следующему заключенію: если 
въ треугольникѣ проведена прямая параллельно кг одной гізъ его 
сторонъ, то двѣ осгпальныя стороны раздгьляются на отргьзки 
такимъ образомъ, что отрѣзки первой стороны относятся 
между собою и къ этой сторонгъ точно такъ, какъ отргьзки 
тхорой стороны относятся между собою и къ самой сторонгь. 

38. Обратное предложеніе. Если стороны AB и АС 
треугольника ABC (фиг. 145) раздѣлены сооггівѣггіствснно точ-
ками I ) и Е на части прогюригшалънъщ, то прямая D E , соеди-
няющая этгі точки, должна быггіь параллельна къ третьей сггхо-
ронгъ В С . 

1) Зная, что нронорціи ( 2 и 3 ) выводятся изъ нропорціи ( 1 ) , 
. A D 

мы докажемъ предложенную теорему относительно пропорцш D B 

А Е 
= Е с . Если представить себѣ прямую, проведенную чрезъ D па-
раллельно къ В С , то эта прямая должна разделить сторону АС, 
между точками А и С, на два отрезка, составляющіе отношеніе, рав-
ное отношенію в в ; но известно ( 0 ) , что между А и С существуетъ 
только одна точка Е , которой разстоянія отъ А и С состандяютъ от-

A D Т 
ношеніе. равное - D B ; а нотому прямая, проведенная чрезъ D парал-



лельно къ В С , должна пройти чрезъ Е и должна совпасть съ D E ;  
следовательно прямая D E параллельна къ ВС. 

2 ) Если точка D (фиг. 1 4 6 ) находится на продолженіи стороны 
Фиг. 146 . AD , 

А A B , то отношепіе - D B > 1 ; а потому отно-

шеніе должно быть также больше еди-
/ ницы; следовательно точка Е должна нахо-

/ \ диться на продолженіи стороны АС, подъ точ-
к кою С, и по предъидущему прямая D E дол-

жна быть параллельна къ ВС. 
3 9 . Теорема. Прямая, проведенная параллельно къ осно-

ваніямъ трапецги, раздѣляетъ стороны сей пос.гѣдней на про-
порціоналмыя части (фиг. 1 4 7 ) . 

Дано E F II къ A B . Требуется доказать, что . 

Проведя DG параллельно къ СВ, по-
лучимъ треугольникъ A D G , изъ кото-
раго по предъидущему ( 3 6 ) выводится 

D E DH т г 

пропорція Е д = j . Но такъ какъ 
D H = C F и H G = F B (параллельный, 

заключающіяся между параллельными), то въ выведенной проиорціи 
О Б O F 

заменимъ D H и H G равными имъ прямыми; получимъ - g A = F B . 
4 0 . Обратное предложеніе. Прямая, раздѣляющая  

стороны трапецги на пропорціональныя части, параллельна къ 
основангямъ этой трапецги. 

Если чрезъ Е (фиг. 1 4 7 ) проведена прямая параллельно къ A B ,  
то она должна раздѣлить сторону В С на части, иропорціональныя от-
рѣзкамъ D E и Е А ; но такъ какъ между В и С существуете только 
одна точка F , разделяющая прямую ВС на части, ироиорціональ- 
ныя прямымъ D E и Е А , то прямая, проведенная чрезъ Е параллельно 
къ A B , должна пройти чрезъ F и совпасть съ E F ; следовательно 
прямая E F параллельна къ A B . 



41. Теорема. Две нак.юнныя прямыя разделяются парал-
лельными прямыми на части пропорціональныя. 

Даны наклонныя A K u B L (фиг. 1 4 8 ) и параллельный A B ,  
Фиг. 148. C G , E F , G H , K L . Требуется доказать, что 

АС _ С Е _ ЕС. _ OK  
K D DF F I ! H L - " 

'' По предъидущему ( 3 9 ) изъ трапеціи A B F E но-
0 • АС B D АС С Е . . . 
г л у ч и м ъ п р о п о р ц щ ^ = D F или B D = D F . . . . ( 1 ) 

е - н п о перестановке средних» членовъ. Точно также изъ 
трапецій CDHG и E F L K получатся пропорціи 

С Е J ) F E G _ FH С Е E G 
F H E G GK H L > И Л 0 - О Е F H . . . - . ( 2 ) 

E G GK 

и F H : = - у п г — Наконецъ изъ нропорцій ( 1 , 2 , 3 ) соста-
вится рядъ равныхъ отношенш 

АС _ С Е E G G K . 

B D — D F F H H L  

4 2 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Если точки А и В данныхъ прямыхъ совиа-
даютъ, то трапеція A B F E обращается въ треугольникъ ACT), изъ 

. АС СЕ 
котораго выводится пропорція A D = D F ; следовательно рядъ рав-
ныхъ отнишешй ( 4 ) преобразуется въ 

АС _ С Е _ E G _ GK  
A D ~ D F F i l ~ ~ H L -

4 3 . Теорема. Прямая, разделяющая уголъ треугольника 
на двгь равныя части, делить противолежащую сторону на 
два отрезка, пропорциональные прилежащимъ имъ сторонамг. 

Дано (фиг. 1 4 9 ) : ^ В А І ) = /__ GAD. Требуется доказать, что 
B D _ В А 
DC - А С -

Чрезъ вершину В проведя прямую B E  
Параллельно къ A D до пересѣченія Е съ 
продолженною стороною C A , получимъ 
.изъ треугольника В Е С пропорцію ( 3 0 ) 

B D _ Е А 
DC — А С 

Фиг. 149 . 



По параллельности прямыхъ D A и B E мы имѣемъ Z . B E A + 
L DAG (соотвѣтствующіе углы), / . Е В А = Z . D A B (внутренніе на-
крестъ лежащіе углы) и по заданію / _ DAG = / _ D A B ; слѣдова-
тельно Z . B E A = Z . F B A И Н А = Е А . Замѣнивъ въ послѣдней 
пропорціи Е А чрезъ В А , получимъ 

B D В А m 

DC " A C  

4 4 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Прямою A D ' раздѣлимъ внѣшпій уголъ В А Е 

треугольника A B C (фиг. 1 4 9 ) на двѣ равныя части и чрезъ вершину 
В проведемъВЕ' параллельно къ A D ' ; получимъ треугольникъ ACD' r 

изъ котораго выводится иропорція 
І Г В _ А Е ' 
D 'C AC " 

По параллельности прямыхъ A D ' п B E ' мы имѣемъ: / _ В Е ' А 
= D ' A E (соотвѣтствующіе углы), / _ Е ' В А == [ _ D ' A B (внутрен-
ніе на-крестъ лежащіе углы) и по заданію /_ D'AE = D'AB;  
слѣдовательно / _ В Е ' А = / _ Е ' В А и AB = А Е ' . В ъ послѣдпей  
пропорціи замѣнивъ А Е ' чрезъ A B , получимъ пропорцію 

D ' B _ A B "  
D'C — AC  

которая показывает , что прямая, раздѣляющая втьгиній уюлъ тре-
угольника надвѣравныячасти, дгълитъ противолежащую сторону 
на два отргьзка, пропорціональные прилежащимъ имъ сторонамъ. 

4 5 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Изъ полученныхъ пропорцін ( 1 и 2 ) составится 
пропорція ( 1 2 ) 

B D _ D ' B 
DC " D'C ' 

которой удовлетворяют точки D и D'. Отсюда слѣдуетъ, что сто-
роны угла В А С , прямая AD, раздѣляющая этотъ уголъ на двѣ рав-
ныя части, и прямая AD', раздѣляющая смежный ему уголъ В А Е 
на двѣ равныя части, онредѣляютъ на какой-нибудь сѣкущей CD'  
четыре точки С, D , В , D ' такимъ образомъ, что разстоянія точекъ 
В и С отъ D пропордіональны разстояніямъ тѣхъ-же точекъ отъ D'. 

46. Обратное предложеніе. Если прямая, проведен-



на я въ треуюлъникѣ отъ вершины одною изъ угловъ, раздѣляетъ  
гіротиволежаіцую сторону ни два отрѣзка, пропорциональные 
прилежащимъ имъ сторонамъ, то прямая должна раздѣлитъ  
этотъ уголь на двѣ равныя части. 

B D В А 

Дано (фиг. 1 4 9 ) d c = a o . Требуется доказать, что / . B A D  
= / . CAD. -

Т а к ъ какъ въ треугольнике возможно провести только одну пря-
мую, разделяющую уголъ В А С но-поламъ, и между В и С суще-
ствуете только одна точка D, разделяющая еторону В С пронорціо- 
налыю ирямымъ A B и АС, то прямая, проведенная чрезъ вершину 
А и образующая на стороне В С отрезки, нропорщональные сторонамъ 
A B н АС, должна разделить уголъ В А С на д в е равныя части. 

Точно также существуете только одна прямая, разделяющая 
внешніи уголъ В А Е даннаго треугольника на д в е равныя части, и 
на продолженіи стороны С В находится только одна точка D ' , раз-
стоянія которой отъ точекъ В и С пронорціональны сторонамъ A B и 
4 41 л TU • D ' B A B 

А С ; следовательно точка D ,удовлетворяющая нропорцш L ) . 0 = A Q » 
должна находиться на прямой, разделяющей уголъ В А С на д в е рав-
ныя части. 

47. Теорема. Геометрическое мѣсто точекъ, которыхъ 
разсгпоянія отъ двухъ динньиъ гпочекъ пропорціоналшы даннымъ 
числамъ, есть окружность круга. 

ф и г - 1 5 ° - Е"ли В и С (фиг. 1 5 0 ) д в е постоян-
ный точки, m a n данныя числа ж M 

V точка искомаго геометричеекаго мѣста, 
V и > MB m 

/ т 0 л о л ж н о " ы т ь ІІС ~ ~ я Г * 
- в и Ѵ - с Разделивъ уголъ ВМС на д в е рав-

ныя части прямою MD, получимъ нро-
норцію (43) 

D B MB 
D C М О ' 



. M B M но по заданно м г = ; следовательно 
D B M 

DC — » ' 
Прямою MD' раздѣлимъ уголъ B M P на двѣ равныя части; тогда 

по предъидущему ( 4 3 ) составится пропорція 
D ' B _ M B 

D ' C — MC ' 

D ' B M 

D ' C — N ' 

Такъ какъ L C M B + B M P = I S O 0 , 
7 î L C M B - h 7 2 L B M P = 9 0 ° или 

D M B + П ' М В = 9 0 ° , 
то мы заключаемъ, что DMD' прямоугольный треугольникъ, котораго 
гипотенуза D D ' есть діаметръ окружности, проходящей чрезъ вер-
шину M ирямаго угла D M D ' . Точно такимъ-жс образомъ доказывается, 
что какая-нибудь точка М' , удовлетворяющая пропорціи 

должна находиться также на окружности, описанной на прямой D D ' . 
Отсюда следуетъ, что всякая точка геометрическаго места должна на-
ходиться на окружности, описанной на прямой D D ' . 

4 8 . Обратное предложеніе. Окружность, описанная 
на дгамстрѣ D D ' , котораго оконечности D и D' раздѣляютъ  
разстояніе ВО между постоянными точками В и С на ггропор-
ціоналъныя части, есть геометрическое мѣспго точекъ, которыхъ 
разстоянія отъ точекъ В и 0 прогюрціоналг.ны даннымъ числамъ 
m и гг. 

.Сравнивъ эту пропорцію съ данною MB m 
MC = « » получимъ 

М ' В _ m  
М ' С — П ' 

Фиг. 151. Дана окружность (фиг. 1 5 1 ) , 
описапная на прямой D D ' , даны 
постояниыя точки В п С п извест-

р 

D C - М С ~ ~ П " 



Чрезъ В проведемъ B P параллельно къ D M ; получимъ изъ тре-
угольника В О Р проіюрцію ( 3 0 ) 

D B MP M 

D C — CM  

Проведя B E параллельно къ D ' M . получимъ треугольникъ C M D ' ,  
изъ котораго выводится пропорція ( 3 6 ) 

D ' B M E 9 

D 7 C ~ " C M 4 ) -

m X D'B D B M p M E x i u 

Т а к ъ какъ по заданно мы имѣемъ D 7 C = = D C . то с м = с м и JV1P  

= M E . 
Уголъ D M D ' прямой и его стороны M D и MD' соответственно 

параллельны къ сто ропате B P п B E угла E B P ; а потому уголъ Е В Р 
также прямой и его вершив» В должна находиться на окружности, 
описанной на пряной Р Е . Т а к ъ какъ части M P и M E діаметра Р Е 
равны и окружность должна пройти чрезъ В , то В М = M E = M P , 
к а к ъ ея радіусы. Замѣпивъ M P чрезъ В М въ пропорціи ( 1 ) , по.ту-

. DB в м m , г чимъ новую пропорцію 1 ) C = r = C M - = п , которая показываете, что M 
есть точка требуемого геомегрпческаго мѣста . 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

36) Въ треугольпикѣ ABC (фиг. 144) сторона AB = 25 саж., BD 
= 103/4 саж., АС == 36',2 са;к. и АЕ = 21 саж. Паралле.іьна-лн пря-
мая DE къ ВС? 

37) Въ треугольник!; ABC (фиг. 144) прямая DE параллельна къ 
ВС и A D = 1 4 / H B D . Сколько разъ общая мѣра m отрѣзковъ АЕ И ЕС 
содержится въ сторонѣ АС? 

38) Въ треуголышкѣ ABC (фиг. 144) прямая DE параллельна къ 
ВС, AB = 48 с а ж . , AI) = 23 саж. и АС = 52 саж.; сколько сажень с о -
держите» отрѣзокъ АЕ? 

39) Вт, треугольник!; ABC (фнг. 144) прямая DE параллельна къ 
ВС, AD = 2я,і 4 BD u СЕ = 17 саж. ; сколько сажень содержите сто-
рона АС? 

4 0 ) Въ треугольник!» ABC (фиг. 144) прямая DE параллельна къ 



ВС, AC = 56 саж. и BD = s / * СЕ. Сколько сажень содержитъ сто-
рона AB? 

41) Въ треугольник! ABC (фиг. 144) прямая DE параллельна къ 
ВС, AD = 7 s АЕ, AD = 42 саж. и СЕ = 64 саж. Сколько сажеиь со-
держитъ сторона АС? 

42) Въ треугольник! ABC (фиг. 149) сторона AB = 7«АС и BD  
= V'sBC. Разд!ляетъ-дн прямая AD уголь ВАС на д о ! раваыя 
части ? 

43) Въ треугольник! ABC (фиг. 144) сторона ВА = 56 саж. и ВС 
= 65 саж. Чрезъ точку D прямой ВС, отстоящую отъ В на 24 саж., 
проведена прямая DE параллельно кь АС. На сколько сажень отсто-
нтъ точка иересЬченія прямыхъ DE u ВА отъ вершины А? 

44) Въ треугольник! ABC (фиг. 149) прямая AD разд Ь.ілетъ уголъ 
ВАС на д в ! равныя части, AB = 56 саж., АС = 54 саж. и ВС = 45 
саж. На сколько сажень отстоитъ точка нерес!ченія прямыхъ AD и 
ВС отъ вершины В? 

45) Въ треугольник! ABC (фиг. 149) прямая AD раздвляетъ  
уголъ ВАС на д в ! равныя части, AB = 48 саж., АС = 43 саж. и BD  
= 15 саж.; сколько сажень содержать ВС? 

46) Вь треугольник! ABC (фиг. 149) L ABE' = L СВЕ', ВА 
= 48 саж., ВС = 52 саж. п АС = 65 саж. Сколько сажень содержитъ 
отр!зокъ АЕ' ? 

47) Въ треугольник! ABC (фиг. 149) сторона AB = 16,3 саж., 
Z . BAD = Z . CAD, BD = 10,6 саж. н АС = ВС. Вычислить сторону 
ВС съ точностью до 0,01 саж. 

48) Уголъ BAD' = E A L V (фиг. 149), / . BAD = CAD, CD'  
= 7,4 дюйма, B D ' = 5,55 дюйма u BD = 0,3 дюйма. Сколько дюнмовъ 
содержитъ сторона ВС? 

Т Е О Р Е М Ы . 

49) Если соединить среднія точкп Е, F, G, Il стороиъ АВ, ВС, CD,  
DA какого-нибудь четыреугольннка АВСО. то образуется иараллело-
грамъ EFGH. 

50) Если въ параллелограм! ABCD іі])овестп прямую E F иарал-
лельио къ AB, то стороны AD и ВС разд!лятся на части пропорцио-
нальный. 



5 1 ) Если углы ABC и ВАС треугольника ABC (фиг. 149) раздѣ-
B D 

VC 
B D 

лены прямыми BE' и AD соответственно на двѣ равныя части п 
А Е ' 

то треугольникъ ABC долженъ быть равнобедренный. 

52) Прямая DE, соединяющая среднія точки D u Е сторонъ AB и 
АС треугольника ABC. параллельна къ третьей сторон! ВС. 

53) Если въ треугольник! ABC (фиг. 149) сторона ВС = а, АС 
= Ъ п AB = с, то при с > b отрѣзки выразятся слѣдуюіцпмн форму-
лами 

BD = , ™ , D C = > > BD' = —^-т» D'C = — a , •  b-j-c b+с c—b c—b 
54) Если чрезъ точку касанія А двухъ окружностей С л С', ка-

сающихся изъ-внутрп, провести прямую, пересѣкающую окружности 
въ точкахъ D н Е, то разстоянія AD и АЕ пронорціональны радіу- 
самъ АС и АС'. 

55) Если на сторон! ВА треугольника ABC отложить часть ВА', 
на нродолженін стороны АС отложить часть СВ', равную ВА', и сое-
динить точки А' и В', то прямая А'В' разд!лится точкою F ея пере-
сѣченія съ ВС на части, обратно пронорціоналышя сторонамъ ВС 
и АС. 

Ч Е Т В Е Р Т А Я Г Л А В А . 

Подобные многоугольники. Случаи подобія треугольниковъ. Отношеніе между 
периметрами подобныхъ иногоугольниковъ. Масштабъ. Задачи построенія. 

4 9 . ІІоложимъ, что въ мпогоугольникахъ A B O D E и abode (фиг. 
Фиг. 1 5 2 . 1 5 2 ) L А = L a, L В = Lb, Z . C = 

Le, Z.D= Ld, 
Л I I " В С C D D E E A » Т> J 

wJ bc - l g - de = eo> Г * Ѣ С ' Г °Р 0 Н Ы A B И а Ь > 
в е с В С и bc, CD и cd и т . д . , прилежащія къ 

Ч Для краткости будемъ означать углы буквами, стоящими при и х ъ верши-
н а х ъ . 



Л 

равнымъ угламъ À и а , В и Ь, С и с и Ті д., называются сход-
ственными сторонами. 

Д в а многоугольника A B O D E и abcde одинакаго числа сторонъ 
называются подобными, если ихъ углы соответственно равны и 
сходственный стороны пропорціональны. 

5 0 . В ъ подобныхъ треугольникахъ A B C и abc (фиг. 1 5 3 ) сход-
Фиг. 153. ственяыя стороны лежать противъ рав-

д ныхъ угловъ ; такъ напримѣръ сходствен-
" / ныя стороны В С и be находятся про-

тивъ равныхъ угловъ А и а . 
51. Теорема. Прямою, проведен-

ною въ данномг треугольнике парал-
лельно къ одной изъ его сторонъ, отрезается отъ него треуголь-
никъ, подобный данному треугольнику. 

В ъ треугольникахъ A B C и A D E (фиг. 1 5 4 ) углы соотвѣт- 
ственпо равны. В ъ самомъ дѣлѣ , / _ A общій,  
L A B C = A D E , Z . A C B = Z . A E D (по 
параллельности прямыхъ В С и D E ) . Вслѣд-
ствіе ( 3 7 ) составится пронорція 

A B _ A C 
A D ~ A Ê " " ' T ) -

Проведя прямую E F параллельпо къ A B ,  
получимъ пропорцію  

AC _ ВС 

AK — B F • 

В ъ эту пропорцію подставпмъ D E вмѣсто B F , потому-что па-
раллельный D E и B F , заключающаяся между параллельными A B и 
E F , равны ( L 6 3 ) ; получится 

А С _ в с / 9 ч 
A B ~ D E  

Наконецъ изъ нропорцій ( 1 ) и ( 2 ) составится пропорція ( 1 5 ) 
АВ^ A C ВС 
A D А Е D E " " 



которая показываете, что сходственішя стороны треугольниковъ A B C  
и A D E пропорціональны. 

С Л Ъ Д С Т В І Е . Точно такимъ-же образомъ доказывается подобіе  
треугольниковъ A B F и A D E (фиг. 1 5 5 ) , 
если прямая D E находится внѣ треуголь-
ника A B F , нодъ стороною B F . 

52. Теорема. Если два угла одною 
треугольника соотвгътственно равны 

У двумг, угламъ другого, то эти трсуголь-
D g 

пики подобны. 
Дано (фиг. 1 5 6 ) : L А = / . я и / _ В = / . Ь . 

ф и г - 1 5 6 - На стороне A B , сходственной 
а боку ab, отложимъ A D = ab, и 

чрезъ D проведемъ прямую D E  
параллельно къ В С ; тогда полу-
чатся ( 5 1 ) подобные треугольники 
А ВС и A D E . Кромѣ того треуголь-
никъ A D E равенъ треугольнику 

abc, потому-что D A E = / _ bac (по заданію), A D = ab (по от-
ложенію), L . A D E = / _ A B C (по параллельности прямыхъ ВО и D E )  
и L " І , с = L A B C (по заданію), откуда A D E = abc-, следо-
вательно треугольники A D E и abc равны. З п а я , что треугольники 
A D E и A B C подобны н треугольники A D E и abc равны, мы закдю-
чаемъ, что треугольники A B C н abc подобны и 

A B АС BG 

ab ас be ' 

5 3 . С . І Б Д С Т В І Е . Д в а треугольника подобны, если ихъ стороны 
соответственно параллельны или перпендикулярны, потому-что ( I . 6 9 ) 
въ этихъ треугольникахъ углы соответственно равны. 

5 4 . Теорема. Если двѣ стороны одною треугольника про-
порціональны двумъ сторонамъ другага и углы, заключаюгціеся  
межа у этими сторонами, равны, то треугольники подобны. 



Дано (фиг. 1 5 6 ) : ™ = Ä и А = L а . 

На сторон! A B , сходственной боку ah, отложимъ A D = ab, и 
проведемъ D E параллельно къ В С ; получимъ треугольникъ A D E , по-
добный треугольнику A B C ( 5 1 ) . Изъ этихъ подобныхъ треуголыш-
ковъ выводится пропорція 

A B _ AC  
A D " - А Е * 

Сравнивъ эту пропорцію съ данною, мы замѣтимъ, что въ пихъ 
равные члены A B = A B , A D = ab (по отложснію) и AC = AC; от-
сюда слѣдуетъ, что ихъ четвертые члены должны быть также равны, 
т . е. А Е = ас. Т а к ъ какъ /_А= /_а (по задаиію), A D = ab (по 
отложенію) и А Е — ас (но доказанному), то треугольники A D E и 
abc равны; но треугольникъ А І ) Е подобенъ треугольнику A B C , слѣ-
довательно и треугольникъ abc подобенъ треугольнику A B C . 

5 5 . Т е о р е м а . Если три стороны одною треугольника 
пропорціона.ины трем,, сторонамъ другою, то треугольники 
подобны. 

Дапо (фиг. 1 5 6 ) : ^ = ^ 
На сторон! A B , сходственпой боку ab, отложимъ A D = ab, и 

проведемъ D E параллельно къ В С . Изъ подобныхъ трсуголышковъ 
A B C и A D E получимъ пропорціи 

A B АС , 1 Ч АС ВС , п ч 

A D = • A Ë - - ( 1 ) ï A Ë - = = D E - - ( 2 ) ' 

Изъ даннаго ряда равныхъ отиошепій составятся двѣ слѣдующія  
пропорціи 

A B _ AC AC _ ВС ч 

Hb—~àc •••• W иаѴ-Ъс •••• W-
Сравнивая иропорціи ( 1 и 2 ) съ пропорціями ( 3 и 4 ) , мы замѣ-

чаемъ, что четвертые члены нроиорцій ( 1 и 3 ) должны быть равны, 
и также четвертые члены нропорцій ( 2 и 4 ) должны быть равны, 
т . е. А Е - - ас, и D E = be. Треугольники A D E и abc равны, по-
тому-что A D = ab (по отложенію), А Е = ас и D E = be (по д о к а -

11* 



занному). Такт, какъ треугольники A D E и A B C подобны ( 5 1 ) , и 
треугольники A D E и ale равны, то п треугольники A B C и abc дол-
жны быть подобны. 

5 0 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Изъ раземотренныхъ теоремъ ( 5 2 , 5 4 и 5 5 ) 

слѣдуетъ, что равенство угловъ треугольпиковъ влечетъ за собою 
пропорціональность сторонъ, и на оборотъ: пропорціональность сто-
ронъ треугольниковъ приводить къ равенству угловъ. Это занима-
тельное свойство треугольниковъ, открытое греческимъ мудрецомъ 
Ѳалесомъ, жпвшимъ отъ 039 до 548 года до P. X., не относится 
к ъ какинъ-либо многоугольникам. В ъ самомъ д ѣ л ѣ , квадратъ и 
прямоугодьникъ имѣютъ равные углы, по ихъ стороны не пропорціо- 
нальны; сторопы квадрата и ромба пропорціоналЪны, по углы этихъ 
четыреугольниковъ не равны. 

5 7 . Сравнивая выведенные случаи подобія треугольниковъ съ 
случаями л х ъ равенства, мы замѣчаемъ, что каждому случаю равен-
ства треугольниковъ соотвѣтствуетъ случай подобія. Дѣйствительно, 

Два треугольника равны: 
1) если сторона одного треуголь-

ника равна сторонѣ другаго , и 
углы, прнлежащіе къ этимъ сторо-
намъ, равны; 

2 ) если д в ѣ стороны одного тре-
угольника соотвѣтственио равны 
двумъ сторонамъ другаго, н углы, 
заключающееся между этими сто-
ронами, равны; 

3 ) если три стороны одного тре-
угольника равны тремъ сторонамъ 
другаго. 

Два треугольника подобны: 
1) если два угла одного треуголь-

ника соотвѣтственно равны двумъ 
угламъ другаго; 

2) еелн двѣ стороны одного тре-
угольника порпордіональны двумъ 
сторонамъ другаго, н углы, заклю-
чающееся между этими сторонами, 
равны; 

3 ) если три стороны одного .тре-
угольника нропорціональны тремъ 
сторонамч, другаго. 

5 8 . Т Е О Р Е М А . Если два многоугольника составлены ызъоди-
накаго числа одинаково рисположенныхъ подобных» гпреуюльпи-
ковъ, гпо эти многоугольники гюдобны. 



Даны (фиг. 1 5 7 ) подобные треугольники A B C и abc, ACD и 
157- acd, A D E и ade. 

^ Изъ подобныхъ треугольниковъ A B C 
с и abc м ы имѣегь / _ В = / _ Ъ, / _ В А С 
\ j = L bac и L А С В = асЬ. 

\ j y ' ! ІІотомъ въ нодобныхъ треугольникахъ 
ACD и acd уголъ CAD = L cad, L ACD 

= La cd и L ADC = Lade. 
Наконецъ въ нодобныхъ треугольникахъ A E D и acd уголъ A D E 

= Lade, L D A E = L^ae и Z . E = Lе. 
Сложивъ равныя величины съ рапными, получимъ равныя суммы 

L В А С + L CAD + L B A E = L bac + L cad + L Лае, или 
Z . A = L a , 

L A C B - f - L ACD = Lacb-\- Lacd, или L^ Le, 
L ADC - f L A D E = L ade + L ad с, или L D = L à. 
Изъ подобныхъ треугольниковъ A B C и abc составится рядъ рав-

ныхъ отношеній 
A B _ В С А С 

ab Ьс ас ' 
Потомъ изъ подобныхъ треугольниковъ ACD и acd мы имѣемъ 

АС _ CD _ A D 

ас cd ad ' 
Наконецъ изъ подобныхъ треугольниковъ A D E и ade получимъ 

A D D E _ Е А 

ad de еа ' 
В ъ выведенныхъ рлдахъ равішхъ отношеній выпустивъ общія 

отнопіенія, получимъ слѣдующій рлдъ 
A B В С CD _ D E _ Е А 
ab bc cd de ea ' 

59. Обратное Ііредложеніе. Два подобные многоуголь-
ника могутъ быть разделены дгагоналями на одинаков число 
одинаково расположеншлсъ подобныхъ треугольниковъ. 

Внутри многоугольника , A B O D E (фиг. 1 5 8 ) возьмемъ какую-



нибудь точку 0 и соединимъ 
ее съ оконечностями стороны 
A B . На сторонѣ ah, сход-
ственной боку A B , построимъ 
/_Ъао = /_ В А О и L аЪо 
= A B O ; получимъ вер-

о треугольника аЪо, подобнаго треугольнику А В О ( 5 2 ) и имѣющаго  
въ многоугольнике a&ote такое-же положеніе, какое имѣетъ треуголь-
никъ А В О въ многоугольнике A B O D E . 

Потомъ соединимъ точку 0 съ вершинами С, D , Е и точку о съ 
вершипами с, d, е; тогда проведенными прямыми разделятся данные 
многоугольники на одинаков число треугольниковъ, подобіе кото-
рыхъ требуется доказать. 

Такъ какъ треугольники О А В и oab подобны (по построенію),  
то получится пропорція 

OB _ A B 
ob ab ' 

a велѣдствіе подобія данныхъ многоугольниковъ мы имѣемъ 
A B ВС 
ab be ' 

Наконецъ изъ двухъ послѣдпихъ пропорцій ( 1 2 ) составится про-
порція 

o b _ в о 
ob ~~ be' 

Зная, что / _ А В С = /_аі»с и / _ А В О = / _ а b o , мы получимъ 
/_ A B C — L А В О = L abc —- L abo или /_ ОВС = /_ öbc.  

Треугольники ОВС и obe ( 5 4 ) подобны, потому-что / _ ОВС = 
Lobe н / іЬ — іс' И з ъ ^тихЧі подобныхъ треугольниковъ выво-
дится L ВСО = L Ъсо и 

ОС _ В С . 
ос be ' 

ВС CD 
н о п о заданію L B C D = L bed и 

L B C D 

и- ~ cd ' с лѣдовательно получимъ  
L ВСО = L bed— L keo или L OCD = L oed 



н nail двухъ послѣднихъ пропорцін ( 1 2 ) составнмъ пропорцію 

Отсюда мы заключаем», что треугольники OCD и ord подобны ( 5 4 ) . 
Точно такимъ-же образомъ доказывается, что треугольники О Б Е 

и ode подобны, и также треугольники О А Е и оае подобны. 
6 0 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Если соединеніемъ точекъ 0 и о (фиг. 1 5 8 ) , ' 

взятыхъ внутри подобныхъ многоугольниковъ A B C D E и abode, съ 
оконечностями сходственныхъ сторонъ A B и ab, образуются подобные 
треугольники, одинаково расположенные относительно данныхъ много-
угольниковъ, то точки 0 и о называются соответственными. 

Д в ѣ соответственный точки могутъ быть приняты за цептръ дѣ - 
ленія подобныхъ многоугольниковъ на подобные и одипаково распо-
ложенные треугольники. 

Если точка 0 находится вне многоугольника A B C D E , то соот-
ветственная ей точка о должна находиться внѣ многоугольника 
abed е. 

Д в е прямыя, лежащія въ плоскости двухъ подобныхъ много-
угольниковъ, называются соответственными, если оконечности 
одной изъ этихъ прямыхъ суть точки, соответственный оконечностямъ 
другой ирямой; такъ напримеръ діагошіли двухъ подобныхъ много-
угольниковъ суть соответственный прямыя, если они проведены чрезъ 
соответственный вершины. 

61. Теорема. Две соответственный прямыя пропорцио-
нальны сходственнымъ сторонамъ двухъ подобныхъ многоуголъ-
никовъ. 

Даны (фиг. 1 5 9 ) два подобные многоугольника A B C D E и abode, 

ОС _ C D 
ос ~~~ cd ' 

Фиг. 1 5 9 . и две соответственный прямыя F H 
И fil. 

По подобію треу гольниковъ A B F  
и abf мы имеемъ A B F — abf 

• F B А В 4 Г і \ 
и нропорцію f b = AH (54); а изъ 



подобны х ъ треугольниковъ H A B и hab получится/ . H B А = /_ hha и 
HB \в 
hb = Tb№- 0 т с ю Д а с л ѣ д у е т ъ / _ Н В А — / _ A B F = /_hba— /_abf 

или /_ Е В Н = /_ fbh, и изъ двухъ послѣднихъ пропорцій 
F B HB 

( 1 2 ) составится пропорція f b = h b ' , слѣдовательно треугольники 
B F H и bfh подобны ( 5 4 ) . Изъ зтихъ подобныхъ треугольниковъ 

F B F H . F B A B выводится f b — y h \ НО по задан но ß = а Ь , слѣдовнтельно 
F H F B A B 
fk ~fb Üb' 

62. Теорема. Периметры двухъ подобныхъ мноіоугольни- 
ковъ пропорциональны сходственнымъ сторонамъ. 

Изъ подобныхъ многоугольниковъ A B C D E и abcde выводится 
рядъ равныхъ отношеній 

A B В С CD D E Е А 
ab be cd de ea ' 

въ которомъ по нредъидущему ( 1 5 ) 
A B - f В С + C D + D E + Е А _ A B 

ab + be + cd + de -f- ea ab' 
Означивъ нернметръ многоугольника A B C D E чрезъ P и нерн-

метръ многоугольника abode чрезъ Р ' , изъ послѣдней пропордіи по-
лучимъ 

Р A B 

Р ' — o b * 

С Л Ъ Д С Т В І Е . По нредъидущему ( 6 1 ) извѣстно, что 

Сравнивъ эту нропорцію съ пронорціею мы получимъ 
Р FH. 

fh' 
т . е. периметры двухъ подобныхъ мноюуголъниковъ пропорцго-
нальны сходственнымъ прямымъ. 

6 3 . Теорема. Двѣ параллелъныя прямыя разделяются на 
пропорціопалънып части прямыми, выходящими изъ одной точки. 

Даны параллельный прямыя A D и ad, и сѣкущія OA, O B , ОС, 



Фиг. 160. Фиг. 161. 

O D , выходящія изъ точки 0 , лежащей или внѣ параллельныхъ (фиг. 
160) или между ними (фиг. 161). Требуется доказать, что 

A B В С CD 
ab ~~bc~~ cd' 

Изъ подобныхъ треугольниковъ О A B и 0 ab получимъ ( 5 2 ) 
A B O B 
ab — Ob' 

Потомъ изъ подобныхъ треугольниковъ ОВС и 0Ъс выводится 
О Б _ В С _ _ О С 
Ob be Öc 

и изъ подобныхъ треугольниковъ OCD и 0 c d получимъ ^ = > 

В ъ выведеиішхъ рядахъ равныхъ отпошеній выпустивъ общія 
отношенія, получимъ 

A B _ В С _ CD 
ab be cd' 

6 4 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Изъ тѣхъ-же подобныхъ треугольниковъ вы-
водится слѣдующій рядъ равныхъ отношеній 

A B О А O B ОС OD 
ab Оа~~ Ob Ос O d ' 

который показываетъ, что отношеніе между двумя соотвѣтствую- 
щими отрѣзками двухъ параллельныхъ прямыхъ равно отноше-
нью между разстояніями точки 0 отъ точекъ перёсѣченія ка-
кой-либо сѣкущей съ данными параллельными. 

65. Обратное предложеніе. Сѣкущія, которыми двѣ  
параллельный прямыя раздѣляются на части пропорциональ-
ный, встрѣчаются въ одной точкѣ. 



Н.-шавъ чрезъ п отношение между двумя соотвѣтствующпми 
отрѣзками двухъ паралдельннхъ прямыхъ, получимъ 

A B В С C D M 

ab bc cd n " 

1 ) Если сѣкущая (фиг. 1 6 0 ) , проведенная чрезъ точки С и с , 
пересѣкаетъ первую сѣкущую АО въ точкѣ 0 , то образуются два 
подобные треугольника АСО и асО ( 5 2 ) , изъ которыхъ получимъ 

O A А С . 

Оа ас' 
• А В В С Г14Ч 

но по заданно , откуда ( 1 4 ) 
A B + В С _ A B А С A B M 

ab + bc ~ ab ИЛИ ас ab — ~»Г' 

слѣдовательно = ' т . е. сѣкущая Ce пересѣкаетъ первую сѣку- 
щую въ точкѣ 0 , которою образуются отрѣзки OA и Оа, пропорціо- 
нальныя числамъ m и п . 

Подобнымъ образомъ доказывается, что всѣ сѣкущія, проведен-
ныя чрезъ данныя точки двухъ параллельныхъ, пересѣкаютъ первую 
сѣкущую въ точкѣ 0 . 

2 ) Представимъ себѣ, что между данными параллельными (фиг. 
1 6 1 ) проведены двѣ сѣкущія А а и Ш , которыя съ отрѣзками A D 
и ad, о б р а з у ю т два подобные треугольника A D O и ad0 ( 5 2 ) . И з ъ 
этихъ треугольниковъ получится 

O A _ A D . 

0« ad ' 
. A B В С C D , 1 К Л но по заданно ~ а Ъ — Ы , — С ( і , откуда ( 1 5 ) 

A B 4 - B C + C D _ A B A D A B М 

ab + be + cd ab ИЛИ ad ab » ' 

следовательно = , т . е. сѣкущая D'? раздѣляетъ сѣкущую Асі 

въ точкѣ 0 на два отрѣзка, проиордіональныс числамъ m и и. 
Подобнымъ образомъ доказывается, что всѣ сѣкущія проведен-

ныя чрезъ точки, данныя на параллельныхъ прямыхъ, пересѣкаютъ  
первую сѣкущую въ одной точкѣ 0 . 



С Л Б Д С Т В І Е . Если отнотеніе равно единице, ТО должно быть 
A B = ab, В С = be, CD = cd, и сѣкущія параллельны между со-
бою; следовательно основываясь на доказанной теоремѣ, можно на-
звать д в е параллельны« такими прямыми, которыхъ точка пересѣ- 
ченія находится въ безкоиечномъ разстояніи. 

66. Задача. Данную прямую а разделить на части, про-
порціональныя даннымъ прямыми т, п,р (фиг. 1 6 2 ) . 

Ф и г - 1 6 2 - Начертимъ острый уголъ CAD 
и отложимъ па его стороне АС часть 
А Е = а и на стороне A D чаети 
A F = m, F G = и и G H = р. По-
томъ проведемъ прямую Н Е и къ 
ней параллельпо прямыя F L и G K ;  
тогда прямая А Е = а разделится 
въ точкахъ L и К на части, нро-

порціональныя прямымъ т, п, р. В ъ самомъ дѣлѣ (4-2), 
A L L K KF. A L L K K E 
A F "FG G H И Л И m * n — p * 

2 ) Къ прямой A B = a проведемъ параллельно прямую E F (фиг. 
Фиг. 163. К 5 3 ) и н а H e g отложимъ части E G = j o , 

G H = п и H F == т . Потомъ соединпмъ 
— + * V — - 7 точки А и F , и точки В и Е . Проведя 

\ / у ' прямыя G K и I I L чрезъ точки G и Н , и 
точку О пересеченія прямыхъ A F и B E ,  

\ мы раздѣлимъ прямую A B въ точкахъ 
Д У — ( і и L и К пропорпіонально даннымъ пря-

мымъ. В ъ самомъ д е л е ( 6 3 ) , 
A L _ L K _ K B A L LK K B 
FH IIG G E И Л И m n ~ ~ p ' 

Примѣчаніе. Если требуется разделить данную прямую а про-
порционально чнеламъ т, п, р, то начертивъ уголъ CAD (фиг. 1 6 2 ) , 
отложимъ А Е = а и потомъ отложимъ m равныхъ частей отъ А до 



F , n такихъ-же частей отъ F до G и р такихъ-же частей отъ G до 
Н . Наконецъ соединивъ точки Е и I I , проведемъ прямыя G K и F L  
параллельно къ Н Е . 

Этотъ-же вопросъ можетъ быть рѣшенъ по способу ( 2 , фиг. 1 6 3 ) . 
67. Задача. ІІъ трет даннымъ прямымъ п. р, m найти 

четвертую пропорціональную. 
1) Начертимъ острый уголъ В А С (фиг. 1 6 4 ) и на его сторонѣ 

Фиг. KU. АС отложимъ части А Е = п и A F = р . 
п Н а сторон! A B отложимъ часть A G = m , 

в и соединивъ точки F и G , проведемъ 
прямую Е Н параллельно къ F G ; полу-
чимъ требуемую четвертую пропорціо-
нальиую А Н . В ъ самомъ дѣлѣ ( 3 7 ) , 

л г в — с АЕ АН п АН 
A F AG И Л И р — m ' 

2 ) По предъидущему отложивъ части А Е = « и A F — р , мы 
отложимъ часть А Н = m и проведемъ прямую Н Е . Наконецъ про-
ведемъ прямую F G параллельно къ Е Н ; получимъ требуемую чет-
вертую пропорциональную A G . В ъ самомъ дѣдѣ ( 3 7 ) , 

АЕ АН п _ m 
À F — AG М И ' A G " 

3 ) Н а сторон! АС отложимъ части A F — п и F E = p , и на 
сторон! A B часть A G = т . Соединивъ точки F и G, проведемъ пря-
мую Е Н параллельно къ F G ; получимъ требуемую четвертую про-
порціональную G H . В ъ самомъ д ѣ л ! ( 3 6 ) , 

A F AG и m 
F É — G H И Л И ~р G H " 

68. Задача. IIa данной прямой ab построить треуголь-
никъ, подобный данному треугольнику A B C (фиг. 1 5 3 ) . 

При точкѣ а прямой ab построимъ уголъ bac — / . В А С и при 
точкѣ b уголъ ahc= / _ А В С . Полученный треугольникъ abc подо-
бенъ треугольнику A B C ( 5 2 ) . 



/ 

69. Задача. На данной прямой ab построишь многоуголь-
ник», подобный данному многоугольнику A B O D E (фиг. 1 5 7 ) . 

Раздѣлимъ данный многоѵгольникъ діагонадлми АС и A D на 
треугольники. Потомъ на прямой ab построимъ треугольникъ abc, 
подобный треугольнику A B C ( 6 8 ) , на прямой ас треугольникъ acd,  
подобный треугольнику ACD и на прямой ad треугольникъ ade, по-
добный треугольнику A D E . Многсугольникъ ahnde подобен» много-
угольнику A B C D E ( 5 8 ) . 

7 0 . ІІримгьчате. Если требуется построить на бумагѣ много-
угольппкъ, подобный многоугольнику A B C D E , находящемуся въ на-
туре, то должно построить углы abc, bed, ede и т. д., соответственно 
равные угламъ A B C , B C D , C D E и т. д. , и отложить прямыя ab, 
bc, cd и т . д. такпмъ образомъ, чтобы составились отяотенія д в ~ 

H C = Ö D = и Т- Л- Для выполненія носледняго условія употребляется 
построеніе, называемое масшшабомъ. 

1) На какой-нибудь прямой (фиг. 1 6 5 ) отложнмъ части, рав-
Фиг. 165. 

А С в И 
імим./іГ' 10 S f^Tr І о ï фупѵ 

ныя АС, CD, D B , равныя одному дюйму каждая часть (отложенныя 
прямыя могутъ быть также произвольной длины). Прсдположпвъ, что 
каждая изъ отложенныхъ частей представляетъ одинъ ф у т , раздѣ- 
лимъ часть АС на 1 2 равныхъ чаетицъ; каждая изъ этихъ частпдъ 
представляет одяпъ дюймъ. Точку С озиачимъ цифрою 0 , а подъ 
точками D , В и т. д. поставимъ цифры 1 , 2 и т. д . ; этими цифрами 
означаются футы. Для означенія дюймовъ поставимъ цифры 2 , 4 , 6 
и т . д . нодъ соответствующими точками части АС. Чтобы но этому 
масштабу нанести на бумагу прямую, которой истинная длина равна 
1 фут. 5 дюйм., мы поставимъ одну ножку циркуля вправо отъ нуля, 
въ точкѣ D , подписанной цифрою 1, а другую ножку влѣво отъ нуля, 
въ точке, находящейся между цифрами 4 н 6 . Растворепіемъ цир-



куля выразится длина въ 1 фут. 5 дюйм, по масштабу одного фута 
въ дюйме. Прямая ab, нанесенная на бумагу по этому масштабу, от-
носится къ дѣйетвительной прямой A B точно такъ, какъ одинъ дюймъ 
относится къ одному футу; слѣдовательно ab = V i 2 A B . 

Если въ ностроенномъ масштабѣ (фиг. 1 6 5 ) часть АС (дюймъ) 
представляете 1 2 футъ , тѳ каждая частица прямой АС соотвѣт- 
ствуетъ 1 футу; тогда прямая CD, содержащая 1 2 фѵт., изобразится 
на бунагѣ прямою cd, равною 1 дюйму, т . е. cd — 1/тС1); елѣдо- 
вательно всѣ прямыя, начерченный на бумагѣ но этому масштабу, въ 
1 4 4 раза меньше соотвѣтствующихъ имъ прямыхъ въ натурѣ . 

Масштабъ, представленный въ (фиг. 1 6 5 ) , называется линей-
нымъ. 

2 ) ІІолижимъ, чго требуется построить такой масштабъ, кото-
раго дюймъ долженъ соотвѣтствовать 5 саженямъ, и но которому 
было бы возможно откладывать футы. Т а к ъ какъ 5 саж. = 3 5 фут. 
и дюймъ долженъ соотвѣтствовать 5 саж., то масштабъ долженъ со-
держать 3 5 - ы л части дюйма. Для построенія такого масштаба про-
ведем» какую-нибудь нрямую (фиг. 1 6 6 ) и на ней отложимъ части 

Фиг. 106. 

\ \ \ Г 1 
\ \ \ V \ 
V ' \ \ \ 

h y 
\ \ A \ A f \ \ 1 \ >ш 
\ \ ; Y 
• г % ! n АЛ 

A B , В С , CD и т . д . , равныя одному дюйму. К ъ нроведенной прямой 
возставимъ перпендикуляры изъ полученныхъ точекъ дѣленія и раз-
дѣлимъ часть A B на 5 равныхъ частицъ. Н а крайнемъ перпенди-
кулярѣ, возставленномъ изъ токки А , отложимъ до точки Е семь 
производышхъ, но равныхъ частей, н чрезъ точки дѣленія прове-
демъ прямыя параллельно къ A D . Тогда K F = '/'s A B , В b — bd = 



d f = и т . д . = l/i B F и треугольники B K F , B a b , Bed, В е / и т. д. 
подобны. Изъ этихъ подобныхъ треугольниковъ выводятся иропорціи 

K F B F RJ K F _ B F _ 7 

ab ~Bb — D» Cd ~Bd~ '2> 
K F B F , . K F B F - , 

e f ^ B f - l ^ g k ^ B h - l ' и т - Д-; 
откуда получимъ 

ab = 7 7 K F , cd= » / T K F , e f - » / I K F , gh = 4 / 7 K F и т. д.  
Зная, что K F = 7 » А В , мы имѣемъ 

ab - V s s A B , cd = » / » » A B , e / = 3 / 3 5 A B , gh = / 3 5 A B и т. д . ; 
но A B = 5 саж. = 3 5 фут., слѣдовательно 

ab = 1 фут., cd = 2 фут., е / = 3 фут., <//г = 4 фут. и т. д. 
Цифры, написаиныя иодъ прямою A U , означаютъ сажени, а ци-

фры, поставленный подлѣ перпендикуляра А Е , означаютъ футы. 
Чтобы по этому масштабу отложить 7 саж. 4 фут. , поставимъ 

одну ножку циркуля на перпендикуляр!, проходящемъ чрезъ цифру 
5 , въ т о ч к ! у пересѣченія съ параллельною, проходящею чрезъ точку 
4 перпендикуляра А Е (иотому-что данное число содержитъ 4 фута); 
другую ножку циркуля поставимъ на той-же самой параллельной, въ 
т о ч к ! X пересѣченія съ наклонною, проходящею чрезъ цифру 2 пря-
мой A B . Полученное раствореніе циркуля равно ио масштабу 7 саж. 
4 фут., потому-что Xу = хд - f - gh - f - hy = 2 саж. - f - 4 фут. - j -
5 саж. 

Т а к ъ какъ дюймъ этого масштаба означаетъ 5 саж. = 8 4 X 5 
= 4 2 0 дюйм., то между прямою G H въ н а т у р ! и ея изображеніемъ 
gh на бумаг ! существует!, отношеніе G H = 420/yb или gli = 
7 * 2 O G H . 

Масштабъ (фиг. 1 6 6 ) называется поперечны мъ. Поперечный 
масштабъ, по которому возможно откладывать сотыя доли дюйма, 
называется сотеннымъ масштабомъ. Чтобы построить сотенный мас-
штабъ, мы отложимъ на какой-нибудь прямой (фиг. 1 6 7 ) части 
АС, CD, D B , равныя одному дюйму, и изъ точекъ А , С, D, В воз 



Ф и г . 1 6 7 . 

m Ш ft и — — • 

№ Ж ft — 1 

ab ~Cb 

ставимъ перпендикуляры, къ A B . Потомъ раздѣлимъ часть АС на 
1 0 равныхъ частей и на крайнемъ перпендикуляре A G отложпмъ 
1 0 произвольных», но равныхъ частей. Чрезъ точки этого перпен-
дикуляра проведемъ прямыя параллельио къ A B н соединимъ точку 
G съ девятою точкою части АС. Наконецъ проведемъ наклонныя 
чрезъ точки С, 1 , 2 , 3 и т . д. части АС параллельно къ наклон-
ной G 9 . 

Изъ образовавшихся подобныхъ треугольниковъ C E F , Gab, Сс<Іу  

С е / и т . д . выводятся пропорціп 
ю / . і о / о 

,h —(37, — / 1 » cd ~Cd ~ >2 ' 
E F C F 

gh 
откуда ab — 0 , 1 E F , cd = 0 , 2 E F , e f = 0 , 3 E F , gh = 0 , 4 E F и 
т . д . , но E F = 0 . 1 AC = 0 , 1 дюйма, следовательно ab = 0 , 0 1 
дюйма, cd = 0 , 0 2 дюйма, ef— 0 , 0 3 дюйма и т . д . Цифры, по-
ставленныя подъ прямою А С , означаютъ десятая доли дюйма, а ци-
фры, паііисанныя подле перпендикуляра A G , относятся къ сотымъ 
долямъ дюйма. 

Если часть АС (или дюймъ) означаете 1 0 0 сажень, то E F = 
1 0 саж., ab — 1 caat. , cd— 2 саж., ef— 3 саж. п т. д. Чтобы но 
этому масштабу отложить, напрнмѣръ 2 8 7 сажень, доставим» одну 
ножку циркуля на ифнендикуляре, подписанном» числом» 2 0 0 , въ 
точке пересеченія съ параллельною, проходящею чрезъ цифру 7 пер-
пендикуляра A G ; потомъ поставим» другую ножку цнркуля на тон-



же параллельной, въ точкѣ пересѣченія съ наклонною, проходящею 
чрезъ цифру 8 части АС. 

Если часть АС означаете 1 0 0 саж. или 8 4 0 0 дюйм., то пря-
мая MN въ натурѣ больше ея изображенія т п на бумагѣ , во столько 
разъ, во сколько разъ 8 4 0 0 дюйм, больше 1 дюйма; слѣдовательно 

m n = l / s i о о MN О. 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

56) Стороны треугольника АБС содержать 17,4 саж., 23,4 саж. и 
31,8 саж., а наименьшая сторона ab треугольника abc, нодобнаго 
треугольнику АБС, равна 5,8 саж. Узнать, сколько сажень содержать 
наибольшая сторона ас? 

57) Нернметръ равносторонняго треугольника АБС равенъ 49 
саж. Сколько сажень содержите сторона ab треугольника abc, подоб-
наго треугольнику АБС, когда извѣстно, что ab — 0,3 АБ. 

58) Въ двухъ подобныхъ прямоугольныхъ треугольникахъ АБС и 
AB 

abc гипотенуза ас = 6,3 дюйма, и AB = 5/» АС. Сколько дюй-

мовъ содержите катете ab? 
59) Даны два подобные треугольника ABC п abc. Сторона AB = 

m фут., БС = )І фут., АС—р фут. и аЪ — т ' фут. Вывести формулы 
для сторонъ ас п be. 

6 0 ) Сколько дюймовъ содержите прямая AD (фиг. 160), если ad  
= 7,5 дюйм, и АВ = 7/б ab? 

6 1 ) Сколько дюймовъ содержите прямая ad (фиг. 161), если AB  
= 3,4 дюйм., ВС = 3,6 дюйм., CD = 4,5 дюйм, и АО = */400? 

6 2 ) Даны два подобные треугольника АБС и abc, въ которых» 
стороны: AB = 4,2 фута, ВС —АС = 0,8 фута, ab —1,4 фута и Ъс= 
2,2 фута. Сколько футъ содержать стороны АС, ВС, ас? 

63) ГІо масштабу 50 сажень въ дюймѣ требуется начертить тре-
угольникъ abc, подобный треугольнику ABC, въ которомъ AB = 38 

Поперечный масштабъ былъ уже извѣстенъ знаменитому астроному Т п х о -
де-Браге (Tycho-de-Brahe) в ъ 1573 году ; но изобрѣтатель этого масштаба не-
извѣстенъ. Французы приписываютъ это изобрѣтеніе математику Дезаргь (De- 
sargucs) , который однако жилъ послѣ Тихо-де-Браге . 



саж., AC = 27 саж., В С = 2 8 с а ж . Сколько дюймовъ содержат сто-
роны ab, ас, ЬсЧ 

64) Во сколько разъ прямая тп на бумагѣ меньше прямой MN  
въ иатурѣ, еслп часть АС масштаба (фпг. 167), равная полудюйму, 
соответствует 15 саженямъ? 

65) Периметры двухъ равностороішихъ треуголъииковъ пропор-
ціональны числамъ 7 и 4 . u высота малага треугольника равна 22 
фут. Сколько футъ содержит высота большаго треугольника? 

66) Периметры двухъ подобныхъ треугольниковъ ABC п abc про-
иорціоиальии числамъ 8 и 3, и сторона ab — 4,5 фут. Сколько футъ 
содержит сторона AB? 

67) Треугольникъ abc, начерченный на бумагѣ, подобен» тре-
угольнику ABC, сторона ab — 2,24 дюйма и AB = 56 саж. Сколько 
принято сажень въ дюйм! масштаба для начертанія треугольника abc? 

68) Даиы два подобные многоугольника (фиг. 157). Перпметръ 
A B C D E = 84 саж., перпметръ abcde = 25 саж. u діагональ A D = 3 * / t  
саж. Сколько сажень содержит діагоиаль ad? 

69 ) Въ подобныхъ треугольнпкахъ ABC u abc опущены перпен-
дикуляры AD и ad на стороны ВС и bc, L А В С = Z . АСВ = abc  
— L ach, АВ = 15 1 а фут., ab — 83/* Фут., ВС = 1 3 ' / j фут. и AD =  
%BD. Сколько Футъ содержит od? 

70) По масштабу 100 сажень въ дтопмѣ начерченъ треугольникъ 
abc, подобный данному треугольнику ABC, п получилось ab = 1,76 
дюйм., ос = 0,68 дюйм, и Ьс = 0,84 дюйм. Сколько сажень содержать 
стороны AB, АС, ВС? 

71) Даны два подобные треугольника ABC и abc. Перпметръ тре-
угольника abc равенъ 4,8 дюйма, и АВ = 4,5 дюйм., ВС = 6 ,3 дюйм., 
АС = 4,2 дюйм. Сколько дюймовъ содержать стороны a l , Ьс ц ос? 

72) Даны два подобные пятиугольника. Стороны большаго пяти-
угольника содержать 12 фут., 20 фут., 11 фут., 15 фут., 22 фут. и 
перпметръ меньшаго равенъ 16 фут. Сколько футъ содержать сто-
роны меныпаго пятиугольника? 

73) Даиы два подобные треугольника ABC и обе. Перпметръ боль-
шаго треугольника равенъ 92,4 фут., периметръ меньшаго равенъ 
13,2 фут. и сторона AB больше стороны ab на 31,5 фут. Сколько 
футъ содержать стороны AB п ab? 

74) Но масштабу 250 саж. въ дюнмѣ требуется начертить тре-



угольникъ abc, подобный данному треугольнику ЛВС, въ которомъ 
АВ = 185 саж., АС = 196 саж. п ВС = 178 саж. Сколько дюймовъ дол-
жны содержать стороны ab, ас н bei 

75) Даны два подобные треугольника ABC и abc. Перпметръ тре-
угольника АБС больше периметра треугольника abc на 26 саж., сто-
рона А В = 4 саж. и ab=5 7* фут. Сколько сажень содержать периметры 
этихъ треугольниковъ? 

76) Даны два иодобные треугольника АБС и abc. Иериметръ тре-
угольника abc содержитъ 137,8 саж. и AB = 7'Д саж., АС = 9 4 саж., 
ВС = 11 саж. Сколько сажень содержать стороны ab, ас, be? 

77) Въ треугольникѣ ABC сторона АВ = 4;7 ВС и АС = 56 саж.; 
въ треугольнике abc, подобномъ треугольнику АБС, сторона а & ^ І З  
саж. и «с = 1 8 саж. Сколько сажень содержать стороны AB, ВС и bei 

Т Е О Р Е М Ы . 

78) Въ транеціп ABCD проведены діагонали АС и BD, пересѣкаю-
щіяся въ точкѣ О. Требуется доказать, что отрезки АО п ОС діаго-
налп АС п отрѣзки ВО и OD діагонали BD пропордіональны основа-
ніямъ траиеціп. 

79) Если соединить какую-нибудь точку Р, взятую внутри угла, 
съ его вершиною А, то огношеніе между разстояніями всякой точки 
M прямой АР отъ сторонъ угла равно постоянному числу. 

80 ) Прямая EF, соединяющая средиія точки основаній AB и DC  
трапеціи ABCD, должна пройти чрезъ точку О пересѣчевія діагопа- 
лей АС и BD. 

81) На прямой AB построены треугольники ABC и ABD такимъ 
образомъ, что пхъ стороны АС и BD параллельны и ихъ вершины С 
и D находятся на прямой, параллельной къ AB; наконецъ внутри 
этихъ треугольниковъ проведена прямая EFGH параллельно къ AB.  
Требуется доказать, что отрѣзки E F и GH равны. 

82) Въ крѵгахъ О и О', лежащнхъ изъ-внѣ, проведены параллель-
ные радіусы OA и О'а, и еще параллельные радіусы OB и О'Ъ. Тре-
буется доказать, чго ітрямыя А а п В/і нересѣкаются въ одной точкѣ  
С, лежащей па продолженіи центральной лпніи 0 0 ' . 

83) Если въ параллелограмѣ ABCD опустить перпендикуляры D E 
и DF на двѣ смежныя стороиы AB и АС (или на ихъ продолженія) 

1 2 * 



изъ противоположной имъ вершины, то эти стороны обратно пропор-
циональны проведенными перпенднкулярамъ. 

84) Еслп изъ вершинъА, В, С равнобедреннаго треугольника опу-
стить перпендикуляры AD, B E , CF на противоположный стороны 
ВС, АС, AB, то образуются подобные треугольники: a) BOD, COD,  
AOF, АОЕ, ADC, ADB, Ь) BOF, СОЕ, ABE, ACF, с) АОВ и АОС. 
(Точка нересѣченія проведенныхъ перпендикуляровъ названачрезъ О). 

85) Если чрезъ общую точку А двухъ окружностей Си С', касаю-
щихся пзъ-внѣ, провести хорды E F u BD такимъ образомъ, чтобы 
оконечности В и F находились на окружности С, а оконечности D и Е 
на окружности С', то хорды B F и DE должны быть параллельны. 

86) Въ треугольникѣ ABC между сторонами AB и АС проведена 
прямая DE такимъ образомъ, что уго.тъ ADE, составляемый прямыми 
AB и DE, равенъ углу АСВ, составляемому сторонами АС и ВС. Тре-
буется доказать, что стороны AB и АС обратно-пропорціональны от-
рѣзкамъ AD п АЕ. 

Прнмѣчаніе. Прямыя DE и ВС, проведенныя между сторонами 
угла А, называются анти-параллелънымы относительно этого угла, 
если уго.ть, составляемый прямою ВС съ стороною АС, равенъ углу, 
составляемому прямою DE съ стороною AB. 

87) Если вершины А, В, С треугольника ABC соединить съ сред-
ними точками D, Е, F противолежащпхъ сторонъ ВС, АС п AB, то 
прямыя AD, B E п CF пересѣкутся въ одной точкѣ О такимъ обра-

АО ВО СО , 
зомъ, что о о = T ) E = 1 ) F - / к 

88) Если изъ вершины А треугольника ABC опустить перпенди-
куляръ AD на ВС, изъ точки В возставпть перпендпкуляръ В Е = ВС 
къ сторонѣ ВС, провести прямую ЕС, нересѣкающуюся съ стороною 
AB въ точкѣ F, чрезъ F провести FG параллельно къ ВС до пересѣ- 
чепія G съ стороною АС, п изъ F и G опустить перпендикуляры FI I 
и GK на ВС, то образуется квадратъ FGKII. 

ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНЫ. 

89) Построить равносторонній треугольникъ, котораго высота 
должна равняться прямой т . 

9 0 ) ІІо масштабу 100 сажень вь дюймѣ построить треугольникъ, 



подобный треугольнику ABC, въ которомъ АБС = 46°, / _ АСВ = 
57° и ВС = 184 саж. 

91) ІІо масштабу 100 сажень въ дюйм! построить треуголышкъ, 
подобный треугольнику ABC, въ которомъ AB — 112 саж., АС = 126 
саж. и ВС = 148 саж. 

92) По масштабу 50 сажень въ дюйм! построить транецію, по-
добную трапеціи ABCD, въ которой AB = 62 саж., AD = 38 саж., 
DC = 54 саж. и L BAD = 67°. 

93) По масштабу 50 сажень въ дюйм! построить трапецію, по-
добную трапеціп ABCD, въ которой DC = 6 3 саж., ВС = 56 саж.» 

C D A = 115° и Z_DCB = 108°. 

94) Чрезъ топку Р, данную внутри угла АБС, провести прямую 
такимъ образомъ, чтобы ел часть, лежащая между сторонами ВА н 
ВС, раздѣлилась въ точк ! Р иа два отр!зка, пропорциональные чис-
ламъ m п п. 

95) Прямую AB продолжить такимъ образомъ, чтобы продолжеиіе  
ВС относилось къ AB или къ АС точно такъ, какъ относятся числа 
m п » . 

96) Въ треугольник! ABC чрезъ его вершину А провести прямую 
такимъ образомъ, чтобы перпендикуляры BD и СЕ, опущеипые на 
эту прямую нзъ вершинъ В и С, относились между собою, какъ числа 
m и и. 

97) Внутри угла ABC ыайти такую точку, которой разстоянія отъ 
сторонъ ВА и ВС относились бы между собою, какъ числа m п ». 

«2 

9 8 ) По данной гипотецуз! а и нзв!стному отношенГю - - между 

катетами построить прямоугольный треугольникъ. 
99) По данному перпендикуляру а, опущенному изъ вершины пря-

. . m 
маго угла на гипотенузу, н известному отношешю - между кате-
тами, построить прямоугольный треугольникъ. 

100) ІІо данному периендикуляру а, опущенному изъ вершины , . m 
нрямаго угла на гипотенузу, и изв!стному отношений п между от-

рѣзкамя гипотенузы, построить прямоугольный треугольники. 
101) По данному перпендикуляру h, опущенному на основаніе ВС, 



н перпендикуляру h', опущенному на бокъ AB, построить равнобе-
дренный треугольникъ. 

102) Построить треугольникъ по данной высотѣ h, углур, приле-
т 

жаіцему къ основапш, и отношенію — между двумя остальными сто* 

ронами. 

103) Построить треугольникъ ABG такимъ образомъ, чтобы его 
сторона AB равнялась данной прямой а, перпендикуляръ, "опущенный 
изъ вершины А на противолежащую ей сторону BG, равнялся пря-
мой /і н отношеніе между сторонами BG п AG равнялось — . 

104) Построить треугольнпкъ по данной сторонѣ а, прилежащему 
m 

къ ней углу р, и отиошенію — между двумя остальными сторонами. 

105) Построить треугольникъ по двумъ сторонамъ а и ъ, идаииой 
прямой с, соединяющей средину третьей стороны съ вершиною иро-
тиволежащаго угла. 

106) Въ данномъ кругѣ вписать треугольнпкъ, подобный данному 
треугольнику ABC. 

107) Внутри даниаго треугольника АБС найти такую точку Р, 
чтобы прямыя РА, PB, PC, соединяющая эту точку съ вершинами А, 
В, С, составляли равные углы. 

108) Даны параллельныя прямыя НК и LM, и между ними точка 
Р. На прямой НК дана точка А н на прямой LM точка В. Чрезъ 
точку Р требуется провести прямую E F такимъ образомъ, чтобы на 
прямыхъ ІІК и LM образовались отрѣзки АЕ и BF, пропорциональные 
числамъ m и ». 

109) На сторонѣ АС угла ВАС опредѣлпть точку, равно-отстоя-
щую отъ стороны AB и отъ точки Р , данной внутри угла ВАС. 



І І Я Т А Я Г Л А В А . 

Зависимость между перпендпкуляромъ, опущеннымъ изъ вершины прямаго угла 
прямоугольнаго треугольника на гипотенузу, и отрѣзками гипотенузы. Зави-
симость между гипотенузою и катетами прямоугольнаго треугольника. Квадратъ 
числа, выражающаго длину стороны треугольника, противолежащей прямому 
углу, или острому, или тупому углу. Пропорціоиальность линій. проведенныхъ 

в ъ кругѣ . 

71. Теорема. Если въ прямо угольномъ треугольнике изъ 
вершины прямого угла опущенъ перпендикуляръ на гипотенузу, 
то 1) каждый изъ катетовъ есть средняя пропорці опальна я 
между гипотенузою и прилежащимъ къ нему отрезкомъ гипо-
тенузы, и 2) перпендикуляръ есть средняя пропоргггональная 
между отрезками гипотенузы. 

1) В ъ прямоугольном» треуголыіикѣ A B C (фиг. 1 6 8 ) изъ вер-
Фиг. 168. шины прямаго угла В А С опущенъ перпендику-

ляръ A D на гипотенузу ВС. Этим» перпенди-
куляром» раздѣляется треугольникъ A B C на 
два подобные ему треугольника A B D и ACD.  

. В ъ самомъ д ѣ л ѣ , въ треугольникахъ A B D и 
A B C уголъ В общій и / _ A D B = L Я АС = 

9 0 ° ; слѣдовательно ( _ B A D = / С к эти треугольники подобпы. 
Потомъ въ треугольникахъ ACD и A B C уголъ С общій и ADC  
= / _ В А С = 9 0 ° ; слѣдовательно / _ CAD = В и эти треуголь-
ники подобны. Изъ подобныхъ треугольниковъ A B C и A B I ) соста-
вится слѣдующая нропорція: В С относится къ A B (потому-что въ 
треугольникѣ A B C сторона В С лежит» против» / _ ВАС, / _ В А С = 
L A D B и въ треугольникѣ A B D против» / _ A D B лежит» сторона 
A B ) точно такъ, какъ A B относится къ B D (потому-что иъ тре-
у г о л ь н и к A B C сторона A B лежит» нротнвъ /_ С, С = B A D 



и въ треугольник! A B D противъ B A D лежитъ сторона B D ) ; т . е. 
В С = А В ( 1 ) A B - B D w » 

Изъ подобныхъ треугольниковъ A B C и ACD получится слѣдую- 
щая пропорція : В С относится къ АС (потому-что эти стороны лежатъ 
противъ равныхъ угловъ В А С и ADC) точно такъ, какъ АС отно-
сится къ DC (потому-что стороны АС и DC лежатъ противъ равныхъ 
угловъ A B C и C A D ) ; т . е. 

в с АС 
AC DC  

2 ) Т а к ъ какъ / _ С = Z . B A D , то прямоугольные треугольники 
ACD и A B D подобны. Изъ нихъ получится слѣдующая пропорція:  
B D относится къ A D (потому-что эти стороны лежатъ противъ рав-
ныхъ угловъ B A D и ACD) точно такъ, какъ A D относится къ DC  
(потому-что эти стороны лежатъ противъ равныхъ угловъ A B D и 
C A D ) ; т . е. 

B D _ A D 
AD — D C  

12. Теорема. Если три стороны прямоугольного треуголь-
ника, ггзмгьр/'ниыя одною и тою-же мгьрою, выражены въ чис-
лахъ, то квадратъ числа, содсржащаюся въ гипотенузе, равенъ 
суммгь квадратовs чиселъ : содержащихся въ катетахъ, пли дру-
гимн словами : ква&ратъ гипотенузы равенъ суммгь квадратовъ 
катетова. 

Изъ пропорции ( 1 и 2 ) предъидущей теоремы получимъ 

A B 2 = В С X B D и А С 2 = В С X DC. 
Сложивъ эти два равенства по-членно, получимъ 

А В 2 + А С 2 = В С X ( B D - f - DC) или 
А В 2 + А С 2 = В С 2 . . . . . ( 4 ) . 

Примгьчанге 1. Эта теорема, названная по имени ея изобрѣта- 
тѳля Пиѳагоровою теоремою, даетъ возможность вычислить одну изъ 
сторонъ прямоугольнаго треугольника по двумъ изв!стнымъ сторо-
намъ. В ъ самомъ д ѣ л ѣ , если катеты даннаго прямоугольнаго тре-



угольника содержать Ь и с линейпыхъ мѣръ, то по формул! ( 4 ) опре-
дѣлится число a тѣхъ-же липейныхъ мѣръ, содержащихся въ гипо-
тенуз! , именно 

a 2 = b 2 - f - c 2 , откуда а — У Ь 2 - \ - с 2 . . . . ( 5 ) . 
По извѣстной гипотенуз! а и данному катету Ь найдется катетъ 

с по формул! 
с 2— а2—Ъ2, откуда с = Ѵа2—Ъ2.... ( 6 ) . 

Спомощью формулы ( 6 ) вычислимъ катетъ A B по извѣстпымъ:  
гипотенуз! В С , содержащей 1 3 саж., и катету АС, равному 5 саж.; 
получимъ 

A B = = ] / Т б 9 — 2 5 = ] / 1 4 4 = 1 2 . 
Дримѣчаніе 2. В ъ формул! ( 5 ) подетавивъ Ъ = 3 и с = 4 , 

получимъ а — у S 2 —|— 4 2 = ] / 2 5 = 5 ; сл!довательнотреугольникъ, 
котораго стороны соотв!тетвенно равпы числамъ 3 , 4 и 5 , долженъ 
быть прямоугольный. Всякій прямоугольный треугольникъ, котораго 

стороны соотвѣтственно равны числамъ 3 » , 4 и и 5 « , называется 
ІІиѳагоровымъ треуголшикомъ. 

По извѣстнымъ отноіпеніямъ сторонъ Пиѳагорова треугольника 
легко построить прямой уголъ. Для этого должно построить треуголь-
никъ, стороны котораго соотвѣтственно равны З а , 4 а , 5 а , гдѣ а 
какая-нибудь линейная мѣра. 

Чтобы вывести формулы, по которымъ возможно получить цѣлыя  
числа для сторонъ прямоугольнаго треугольника, назовемъ его катеты 
чрезъ Ь и с, и гипотенузу чрезъ а; тогда (по форм. 6 ) будетъ 

с 2 — а 2 — Ь2 или c 2 = ( a - f - b ) ( a — h). 
Предположивъ а-\-Ь = х и a — b = у, получимъ 

с 2 = х.у, х-\-у = 2а, х—у — 2b или 
о X + у 7 х — у 

с 2 = х,у, a =—2% 6 = 
Чтобы для a и b получились цѣлыя числа, должно взять для х 

а у или четныя, или нечетныя числа, и вм!стѣ съ тѣмъ должно 



быть xf>y и произведете х.у должно равняться квадрату цѣлаго  
числа. Для примѣра предположим» 

X — 9 и у = 1 
X = 2 5 и у = 1 
х= 4 9 т і у = 1  
х = 1 8 и у =2 

тогда с 2 — 9 , с — 3 , b = 4 и rt = 5 ; 
„ с 2 = 2 5 , е = 5 , ь—12 и а = 1 3 ; 
„ с 2 = 4 9 , с = 7 , b = 2 і и а = 2 5 ; 
„ с*— 8 6 , с — 6, b = 8 и а = 1 0 . 

Если мы желаемъ получить для а, Ь, с числа дробныя, то возь-
мем» для X число четное (или нечетное) и для у число нечетное (или 
четное), но чтобы произведете х.у равнялось квадрату цѣлаго числа; 
т а к ъ напримѣръ 
для х= 1 6 , у= 1 получимъ с 2 = 1 6 , с— 4 , b = 1 5 / г и а — 1 7 Д ; 

„ ж = 4 9 , у = 4 „ с 2 = 1 9 6 , с = 1 4 , Ь = 4 5 / 2 и а = 5 3 / 2 -
7 3 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . В ъ кнадратѣ A B C D (фиг. 1 6 9 ) проведя діа- 
Фиг. 137. гональ А С , получимъ равнобедренный прямоуголь-

ный треугольникъ A B C , въ которомъ 

А С 2 = А В 2 + В С 2 = 2 А В г ; 
откуда АС = A B С 2 ( 7 ) . 

Изъ этой формулы выводится 

Ш = (8), 
т . е. отношенІе между діагоналтибокомъ квадрата равно V 2. 

Извѣстно, что у / 2 есть число ирраціональное (т . е. не суще-
ствует» никакого цѣлаго и никакого дробпаго числа, котораго вторая 
степень равнялась бы числу 2 ) ; слѣдовательно діаюналь и бокъ ква-
драта суть двѣ несоизмеримым прямыя. 

74. ТІроекціею точки А (фиг. 170) на 
прямой L M называется основаніе а пернен-
дикуляра, опущеннаго изъ данной точки на 
данную прямую. 

Если изъ оконечныхъ точекъ А и В дан-
ной прямой опущены перпендикуляры на 
прямую L M , то разстояніе ab между основа-

Фиг. 1 7 0 . 



Фиг. 171. 

ніями этихъ перпендикуляров» называется проекцгею прямой A B  
на L M . 

7 5 . Теорема. Хорда есть средняя пропорціональная  
между діаметромъ, проходящими чрезъ ея оконечность, и ея 
проекціею на этомъ діамшре. 

Даны (фиг. 1 7 1 ) : хорда A B , діаметръ В С и перпендикуляр» 
A D , опущенный изъ точки А на діаметръ В С . 

Проведя хорду А С , получимъ прямоугольный 
треугольник» A B C , изъ котораго мы имѣемъ ( 1 ) 

В С _ A B  

A B - B D ' 

гдѣ B D есть проекція хорды A B на діаметрѣ В С . 
С л ъ Д С Т В І Е . Изъ треугольника A B C (фиг. 1 7 1 ) получится так-

же ( В ) 
B D A.D 
A D - D C ' 

т. е. перпендикуляръ, спущенный изъ какой-нибудь точки окруж-
ности на діаметръ, есть средняя пропорцгошільная между от-
резками этою діаметра. 

76. Задача. Между двумя данными прямыми m и п найти 
среднюю пропорциональную. 

1) На какой-нибудь прямой AM (фиг. 1 7 2 ) отложимъ АС — т 
и CD = п. Н а прямой A D описав» полу-

_ окружность, возставимъ перпендикуляръ 
изъ С къ діаметру A D до пересѣченія В 
съ полуокружпостыо; получимъ требуе-
мую прямую С В . В ъ самомъ дѣлѣ (слѣд.  
7 5 ) , 

Фиг. 172. 

АС 
в с : 

В С M 
: C D И Л И ВС" 

В С 

и ' 
2) Н а какой-нибудь прямой AM (фиг. 1 7 3 ) отложимъ A B = т 

и АС = м. Н а прямой A B опишем» полуокружность и къ діаметру  
A B изъ точки С возставимъ перпендикуляръ до пересѣченія D съ 



ф и г - полуокружностью. Наконецъ соединивъ 
точки А и D , получимъ требуемую пря-
мую A D , потому-что ( 7 5 ) 

A B A D В С _ п 
A D ÀC И Л И m ~ ~ В С 

7 7 . Теорема, Во всякомъ тре-
угольники, квадратz стороны, проти-

волежащей острому углу, равенъ суммгь квадратовъ двухъ осталь-
ныхъ сторонъ, уменьшенной удвоеннымs произведеніемъ одною 
изъ этихъ боковъ и проекціи другого бока, взятой на первой 
сторонгь. 

1) Данъ треугольникъ A B C (фиг. 1 7 4 ) , въ которомъ В острый 
Фи. 174 уголъ, B D проекдія стороны A B на В С ; требуется 

доказать, что 
А С 2 = В О 2 + A B 2 — 2 В С X CD.  

Изъ прямоугольнаго треугольника ACD мы 
имѣемъ 

А С 2 = C D 2 + A D 2 ( 1 ) . 
Т а к ъ какъ перпендикуляръ A D находится внутри треугольника, то 

CD = B C — B D .  
Припявъ CD, В С и B D за числа и зная, что квадратъ разности 

двухъ чиселъ равенъ квадрату перваго числа безъ удвоеннаго про-
изведенія этихъ чиселъ и вмѣстѣ съ квадратомъ втораго числа, мы 
получимъ 

C D 2 --- В С 2 — 2 В С X B D + B D 2 • 
Подставимъ величину C D " въ выраженіе ( 1 ) ; получится 

А С 2 = В С 2 + B D 2 + A D 2 — 2 В С X B D . 
• 2 * g 

Въпослѣднемъ выражсніи мы замѣнимъ сумму B D - f - A D " чрезъ 
—-— 2 
A B , потому - что въ прямоугольномъ треугольник! A B D сумма 
BD" ' + A D 2 = A B 2 ; получимъ 

A C 2 = В С 2 + A B 2 — 2 В С X B D . 



2 ) Такъ какъ перпендикуляръ A D (фиг. 1 7 5 ) находится внѣ 
Фиг I?- треугольника А Б С , то 

CD = B D — В С п 
ft C D 2 = B D 2 — 2 B D X ВС + В С 2 ; откуда 

/ / I А С 2 = B D 2 + A D 2 + В С 2 — 2 B D X В С или 
у / / I 2 2 I— 2 

z- jl J замѣнивъ B D " + A D чрезъ A B , получимъ 
A C 2 = В С 2 + A B 2 — 2 B D X ВС. 

78. Теорема. Если въ треугольнике тупой уголъ, то ква-
дратъ стороны, противолежащей этому углу, равенъ сумме 
квадратовъ двухъ остальныхъ сторонъ, увеличенной удвоеннымъ 
произведетемъ одного изъ этихъ боковъ и проекцги другою бока, 
взятой на первой сгпоронгь. 

В ъ данномъ треугольникѣ A B C (фиг. 1 7 5 ) уголъ С тупой и CD  
проекдія стороны АС на В С . Требуется д о к а з а т ь , что 

A B 2 = В С 2 + А С 2 + 2 В С X CD. 
Изъ прямоугольнаго треугольника A B D пмѣемъ  

A B 2 = B D 2 + A D 2 ( 1 ) . 
Т а к ъ какъ перпендикуляръ A D находится внѣ треугольника 

A B C , то 
B D = B C + C D ; 

откуда B D 2 = В С 2 + 2 В С X CD + CD 2 -
Подставивъ величину для В І ) 2 в ъ выражёніе ( 1 ) , получимъ 

A B 2 = В С 2 + C D 2 + A D 2 + 2 В С X CD. 
В ъ нослѣднемъ выраженіи замѣнимъ C D 2 + A D 2 чрезъ AC 2 ?  

потому - что изъ прямоугольнаго треугольника ACD выводится 
CD 2 + A D 2 = А С 2 ; получимъ 

A B 2 = В С 2 + А С 2 + 2 В С X CD. 
7 9 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Изъ теоремъ ( 7 2 , 7 7 , 7 8 ) слѣдуетъ, что уголъ 

треугольника будетъ или прямой, или острый, или тупой, если ква-
драте стороны, противолежащей этому углу или равенъ суммѣ ква-



дратовъ двухъ остальныхъ сторонъ, или мепыне этой суммы, или 
больше ея. 

Примечите. По извѣстнымъ сторонамъ треугольника возможно 
вычислить ігроеішію одной стороны, взятую на какой-либо изъ осталь-
ныхъ сторонъ, и перпендикуляр», опущенный изъ вершины треуголь-
ника на противоположный бокъ. Для примѣра вычислим» высоту A D  
треугольника А Б С , въ которомъ A B = 4 фут., ВС = 3 фут. и АС 
= 2 фут. Т а к ъ какъ квадрат» стороны A B , т . е. 1 6 , больше суммы 
квадратов» сторонъ В С и А С , или больше 9 - ) - 4 , то уголъ А С В , 
противолежащій сторонѣ A B , долженъ быть тупой; а потому мы возь-
мем» формулу 

A B 2 = В С 2 + А С 2 + 2 В С X CD  
и подставимъ въ нее данньія числа; получимъ 

1 6 = 9 + 4 + 2 . 3 . C D ; откуда 
CD = ~ ^ = 0 , 5 фут/ 

Потомъ изъ прямоугольнаго треугольника ACD мы имѣемъ  
A D 2 = Ä C 2 - C D 2 или A D 2 = 4 - 0 , 2 5 = 3 , 7 5 ; 

откуда A D = V 3 , 7 5 = 1 , 9 3 6 фут. съ точностью до 0 , 0 0 1 фута. 
80. Теорема. Сумма квадратовъ двухъ сторонъ треуголь-

ника равна удоенному квадрату половины третьей стороны, 
сложенному съ удвоеннымъ квадратомъ прямой, соединяющей 
средину этой стороны съ вершиною противоположною угла. 

Точкою M (фиг. 1 7 6 ) раздѣляется сторона В С даннаго треуголь-
Фиг. 176. н и к а ^ в с п а д В а равные отрѣзка, а прямою 

A M , соединяющею вершину А съ срединою M  
стороны В С , раздѣляется треугольникъ A B C  
на два треугольника А В М и А С М , в ъ кото-
р ы х » сумма угловъ А М В + AMC = 1 8 0 ° . Изъ 
вершииы А опустивъ перпендикуляр» A D на 

противолежащій бокъ В С , мы замѣтимъ. что въ треугольникѣ А В М 
бокъ A B противолежит» тупому углу А М В ; а потому имѣемъ 



A B 2 = B M 2 Ч - A M 2 + 2 В М X M l ) , 
а изъ треугольника A C M , въ которомъ бокъ АС нротиволежитъ 
острому углу АСМ, мы получимъ 

А С 2 = СМ 2 + A M 2 — 2СМ X M U . 
Сложеніемъ этихъ двухъ равенствъ по-членно получится 

A B 2 + А С 2 = 2 В М 2 + 2 А М 2 -
Примѣчаніе. Чтобы вычислить прямую AM по извѣстнымъ  

сторонамъ треугольника A B = 8 саж., АС = 1 4 саж. и ВС = 
1 0 саж., мы подставимъ данпыя числа въ послѣднее выражепіе; по-
лучимъ 

6 4 - И 9 6 = 2 . 2 5 - Ь 2 А М 2 , 

откуда 2 Ä M 2 = 2 1 0 , 

A M 2 = 1 0 5 
и А М = 1 0 , 2 4 саж. съ точностью до 0 , 0 1 саж. 

81. Теорема. Дом хорды, пересѣкающіяся внутри круга, 
разделяются ихъ точкою нересѣченія на части, обратно про-
порціоиалъныя. 

Хорды В С и D E пересѣкаются въ точкѣ А (фиг. 1 7 7 ) . Тре-
Фиг. 177 . V A B А Е 

бѵется доказать, что ѵ с . 
Проведя хорды B E и C D , получимъ два 

подобные треугольника В А Е и C A D , потому-
что Е = С (измѣряются половиною дуги 
B D ) , / _ В = / _ D (измѣряются половиною 
дуги С Е ) . Изъ этихъ подобныхъ треугольни-

ковъ составится пропорція: A B относится къ A D (потому-что A B  
лежитъ противъ Е , / Е = / . С и противъ С лежитъ A D )  
точно такъ, какъ А Е относится къ АС (потому-что А Е лежитъ про-
тивъ 1 _ В , / _ В = / . 1 ) и противъ / . D лежитъ А С ) ; т. е. 

ЛВ _ АЕ 
AI) — А С • 



Сл® ДСТВІЕ . Если отрѣзки A D и А Е равны, то составится про-
порция 

A B _ AJD 
A D — AC ' 

слѣдовательно если хорда В С раздѣляетъ хорду D E на двѣ рав-
ныя части, то половит хорды D E будешь средняя пропорціо- 
нальтя между отрѣзками хорды В С . 

82. Теорема. Двѣ сѣкущгя, пересгъкаюгціяся внѣ круга, 
обратно пропорциональны къ ихъ внѣитимъ отрѣзкамъ. 

Даны сѣкущія АС и А Е (фиг. 1 7 8 ) . Требуется доказать, что 
Фиг. 178. АС AD 

i E AB* 

Проведя хорды CD и B E , получимъ 
два подобные треугольника ACD и А Е В , 
потому-что / _ A общій и Z . С = Z . Е 
(потому-что измѣряются половиною дуги 
B D ) ; слѣдовательно / _ ADC = Z . A B E . 
Изъ этихъ подобныхъ треугольниковъ 

составится слѣдующая пронорція : АС относится къ А Е (потому-что 
АС лежитъ противъ Z . ADC, / _ ADC = Z . A B E , и противъ Z . A B E 
лежитъ А Е ) точно такъ, какъ A D относится къ A B (потому-что A D 
лежитъ противъ / _ С, / _ С = Z . Е и противъ / _ Е лежитъ A B ) ; 
т . е. 

A C _ A D 
i E " " A B ' 

8 3 . Теорема. Касательная, пересѣкающаяся съ сѣкугцею  
внѣ круга, есть средняя пропорцгональная между этою сіьку- 
щею и ея впплинимъ опгргьзкомъ. 

Фиг. 179. Требуется доказать (фиг. 1 7 9 ) , что 
в AD AB 

AB " AC' 

Проведя хорды В С и B D , получимъ два 
подобные треугольника A B D и A B C , потому-
что Z . A общій и L A D B = Z . A B C (по-



Ф и г . 1 8 0 . 

тому-что измѣряются половиною дуги В С ) ; слѣдовательно / . A B D 
= / . А С В . Изъ этихъ подобныхъ треугольниковъ выводится про-
порція: A D относится къ A B (потому-что A D лежитъ против» 
/ . A B D , / . A B Ü = / . А С В и против» / . А С В лежит» A B ) точно 
так», какъ A B относится къ АС (потому-что A B лежитъ против» 
Z . D , / . D = / . A B C и против» / . A B C лежитъ АС) ; т. е. 

A D _ A B 
А В ~ AC-

8 4 . Теорема. Если двѣ прямыя A D и В С (фиг. 180), или 
ихъ продолжены, пересекаются въ точке Е такимъ образомъ, 

а е с е і тл т. г, 1 
что ВЕ =І)Е, то ихъ оконечности A , D , В и С должны нахо-
диться на одной и той-же окружности. 

Треугольники А С Е и B D E по-
добны, потому-что 1_ А Е С = 
L B E D и BE = 6 І ( 5 4 ) ; с л ѣ Д ° "  
L C A E = / . D B E . Отсюда мы за-
ключаем», что дуга сегмента, но-
строеннаго на хордѣ CD и вмѣ-
щающаго углы, равные углу CAD, 
должна пройти чрезъ вершину В ; 

слѣдовательно точки А , В , С , D находятся на одной и той-же 
окружности. 

8 5 . Задача. Требуется разделить данную прямую въ сред-
немъ и крайнемъ отношеніи, т. е. такимъ образомъ, чтобы 
болыиій отрезокъ данной прямой былъ среднею пропорциональ-
ною между данною прямою и ея меныиимъ отрезкомъ. 

Къ данной прямой A B (фиг. 1 8 1 ) изъ ея оконечности В воз-
Фиг. 181. ставим» перпендикуляр» и отложимъ на 

нем» В С = Ѵ ^ А В . Потомъ соединимъ 
с . . - - точки А и С , и изъ С радіусомъ С В 

онишемъ окружность, которая п е р е с -
чет» прямую АС въ точкѣ D. Нако-

1 3 



нецъ изъ точки A радіусомъ A D опишемъ дугу; точкою Е пере-
с ч е т а этой дуги съ прямою A B раздѣлятся эта прямая на два от-
рѣзка такимъ образомъ, что 

AB АЕ 
A È — Е В * 

В ъ самомъ д ѣ л ѣ , продолжимъ прямую АС до пересѣченія F съ 
окружностью; тогда по предъидущему ( 5 3 ) получимъ 

A F _ A B .  
A B — A D ' 

но такъ какъ A D = А Е , A F = A D + D F = A E + 2 C D = A E +  
2 C B = А Е + А В , то получится 

A E - f A B A B , 1 0 4 

' a b = А Ё И Л 0 ( 1 3 ) 
А Е + А В — A B A B — A E 

A B " = А Е И Л И 

АЕ EB ,. A , 
A B = A E ИЛИ ( 1 0 ) 

A B A E >) 
AE — EB ' 

С Л Ъ Д С Т В І Е . Для вычисленія отрѣзковъ А Е и Е В прямой A B , 
• 2 2 "—~2 

коей длина р а в н а я , мы возьмемъ выраженіе АС = А В + ВС > 
выведенное изъ прямоугольнаго треугольника АСВ, и подставимъ а 
вмѣсто A B и вмѣсто В С ; получимъ 

F l ' 
_а v 5 

Т л 2 2 I а * — 
АС = я — 4 і ? 
откуда АС 

2 

Отрѣзокъ АЕ = AD = АС — ВС или 

А Е = 5~ " — а ^ 5 
2 

Отрѣэокъ В Е = я - ^ + 4 = > - ^ = а < 3 Г ^ 5 I  
2. « в 

' ) Э т а задача называется древними писателями «Sectio aurea , divina». 



ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

110) Перпендикуляръ, опѵщешшй нзъ вершины прямаго угла 
прямоугольнаго треугольника на гипотенузу, раздѣляетъ ее на от-
рѣзки, равные 7,2 дюйма н 16,2 дюйма. Сколько дюймовъ содержитъ 
этотъ перпёндикуляръ? 

111) Гипотенуза прямоугольнаго треугольника содержптъ 72,9 
саж. и одпнъ изъ ея отрѣзковъ, образовавшихся иерпендикуляромъ, 
опуіценнымъ на нее изъ вершины прямаго угла, равенъ 6,4 саж. 
Сколько сажень содержать катеты и перненднку.тяръ ? 

112) Перпендикуляръ, опущенный нзъ вершины прямаго угла на 
гипотенузу прямоугольнаго треугольника, равенъ 12,4 саж. и одішъ  
отрѣзокъ гипотенузы равенъ 3,8 саж. Сколько сажень содержать 
гипотенуза и катеты ? 

113) Вычислить діагональ квадрата, котораго перпметръ равенъ 
524 саж. 

114) Сторона AB прямоугольника ABCD содержптъ 146 саж. и 
діагональ АС равна 169 сажень. Сколько сажень содержитъ сто-
рона ВС? 

115) Прямая AB = 5,25 Фут. (фпг. 170), Аа = 3,7 фут. и В5 = 7,2 
фут. Сколько футъ содержитъ проекція aö? 

116) Въ крѵгѣ, котораго радіусъ равенъ 4,8 дюйма, проведена 
хорда, длиною въ 3,5 дюйма. Насколько дюймовъ отстоитъ эта хорда 
отъ центра круга? 

117) Перпметръ прямоугольника ABCD содержитъ 256 саж. и 
стороны AB и ВС пронорціональны чпеламъ 9 и 7. Сколько сажень 
содержптъ діагональ АС? 

118) Гипотенуза прямоугольнаго треугольника равна 8,6 дюйма 
и катетъ 4,3 дюйма. Сколько дюймовъ содержать другой катетъ u  
пернендикуляръ, опущенный на гннотенузу изъ вершины ямлго 
угла ? 

119) Діагональ АС ромба ABCD равена 7,4 дюйма и діагональ BD  
равна 4,6 дюйма. Сколько дюймовъ содержит бокъ ромба? 

120) Хорда, отстоящая о т центра на 10,5 дюйма, пересѣкаетъ  
діаметръ нодъ прямымъ угломъ. Сколько дюймовъ содержитъ эта 
хорда, если радіусъ круга равенъ 17,5 дюйма? 



121) Чрезъ оконечность В (фиг. 171) діаметраВС, содержащаго 36 
футъ, проведена хорда ВА и изъ ея оконечности опѵщенъ на ВС нер-
пендпку.іяръ AD, отстояідій отъ точки В на 16 футъ. Сколько футъ 
содержитъ хорда AB? 

122) Въ треугольник! ABC сторона AB = 16 фут., ВС = 9 фут. и 
АС = 12 фут. Сколько футъ содержитъ перпендикуляръ AD, опущен-
ный па ВС изъ вершины А? 

123) Въ треугольник! ABC сторона AB = 5 , 4 фут., ВС = 1 0 , 2 
фут. п АС = 7,6 фут. Сколько футъ содержитъ перпендикуляръ AD,  
опущенный на ВС нзъ вершины А? 

124) Чрезъ оконечность В діаметра ВС (фиг. 171) проведена хорда 
ВА, длиною въ 8,4 фут., п перпендпкуляръ, опущенный пзъ оконеч-
ности А этой хорды на діаметръ ВС, разд!ляетъ его на два отрѣзка,  
нропорціоналыше числамъ 2 н 5. Сколько футъ содержитъ радіусъ? 

125) Радіусы двухъ кондентрпческнхъ круговъ равны 36 фут. и 
20 фут., нвъ болынемъ к р у г ! проведена хорда, касающаяся къ мень-
шему кругу. Сколько футъ содержитъ эта хорда? 

126) С!куіцая АС = 36 дюйм. (фиг. 178), АВ = 8 дюйм, u AD = 12  
дюйм. Сколько дюймовъ содержитъ с!кущая АЕ? 

127) Въ треугольник! ABC (фиг. 176) сторона AB = 25 саж., АС = 
16 саж., ВС = 35 саж. и ВМ = МС. Сколько сажень содержитъ пря-
мая AM? 

128) Касательная AB (фиг. 179) содержитъ 8,5 фута н сѣкущая  
AD равна 10 фут. Сколько футъ содержптъ отр!зокъ АС? 

129) С!кущая АС = 18,3 фут. (фиг. 178), АЕ = 24,4 фут. п ВС = 
10,2 фута. Сколько футъ содержитъ хорда DE? 

130) Касательная AB (фиг. 179) содержитъ 10,5 фут. и отр!зокъ 
АС = 4,5 фут. Сколько футъ содержптъ с!кущая AD? 

131) Д в ! окружности, копхъ радіусы равны 0,5 фут. и 1,5 фут., 
нерес!каются такимъ образомъ, что касательныя, проведенныя къ 
нимъ чрезъ одну пзъ точекъ нересЬчешя, составляютъ между собою пря-
мой уголъ. Найтп разстояніе между центрами этпхъ окружностей. 

132) Хорда въ 29 футъ, проведенная перпендикулярно къ радіусу;  

раздѣляетъ его на два отр!зка, нзъ которыхъ отр!зокъ, прилежащій къ 
окружности, равенъ 4,5 фута. Сколько футъ содержитъ этотъ радіусъ? 

133) ОтрЬзокъ AB (фиг. 178) равенъ \'з сѣкущей АС, с!кущая АЕ 



= 8,4 фут. п отрѣзокъ DE = 3,6 фут. Сколько футъ содержитъ сѣку- 
щал АС? 

134) Въ треугольник! ABC (фиг. 176) сторона AB равна 9 дюйм., 
АС = 7,5 дюйм., AM = 6,45 дюйм, и ВМ = МС. Сколько дюймовъ со-
держптъ сторона ВС? 

135) Сѣкущая АС (фиг. 178)равна 42,8 фут., сѣкутая АЕ = 27,4 
фут. и отрѣзокъ AD больше отрѣзка AB на 3,2 фут. Сколько футъ 
содержать внѣшніе отрѣзкн этихъ сѣкущихъ? 

136) Въ параллелограмѣ ABCD изъ вершины А опущенъ на сто-
pouy DC перпендикуляръ АЕ, отстоящій отъ вершины D на 32 саж., 
AD = 36 саж., AB = 48 саж. п уголъ ADC меньше 90°. Сколько са-
жень содержитъ діагональ АС? 

137) Сумма сѣкущихъ АС и АЕ (фиг. 178) составляет 124 фут., 
отрѣзокъ AB меньшей сѣкущей АС равенъ 18 фут. н отр!зокъ AD  
большей сѣкущен АЕ = 24 фут. Сколько футъ содержитъ каждая изъ 
этихъ сѣкущнхъ? 

138) Гипотенуза ') прямоугольнаго треугольника равна 32,5 дюйм, 
и перпендикуляръ, опущенный на нее изъ вершпиы прямаго угла, со-
держптъ 15,6 дюйма. Сколько дюймовъ содержат отрѣзки гипо-
тенузы? 

139) Перпендикуляръ, опущенный нзъ вершины прямаго угла на 
гипотенузу прямоугольнаго треугольника, равеиъ 1,4 дюйм., и одинъ 
отрЬзокъ гипотенузы больше другаго на 0,8 дюйма. Сколько дюймовъ 
содержат катеты и гипотенуза? 

140) Гипотенуза прямоугольнаго треугольника равна 36,5 фут. и 
сумма катетовъ равна 51,1 фут. Сколько футъ содержитъ каждый изъ 
этихъ катетовъ? 

141) Отрѣзокъ CD (фиг. 179) вдвое меньше касательной AB и от-
рѣзокъ АС больше отрЬзка CD на 2 фут. Сколько футъ содержать 
касательная AB и с!кущая AD? 

Т Е О Р Е М Ы . 

142) Изъ вершинъ В и С треугольника ЛВС опущены перпендн-

Этотъ вопросъ и слѣдующіе за нимъ вопросы рѣшаются посредством!, 
уравнений второй степени. 



куляры B F и CD im противоположный стороиы АС и ВС. Требуется 
доказать, что эти перпендикуляры обратно пропорціональны сторо-
намъ AB и АС. 

143) Въ трѳугольнивѣ ABC чрезъ вершину В проведена прямая 
B E до пересѣченіл Е съ противолежащимъ бокомъ такимъ образомъ, 
что уголъ ABE равенъ углу АСВ; слѣдовательно прямыя B E и ВС 
анти-параллельны относительно угла А. Требуется доказать, что сто-
рона AB есть средняя пропорціональная между стороною АС и ея от-
рѣзкомъ АЕ. 

144) Если изъ вершинъ В и С треугольника ABC опущены пер-
пендикуляры BF п CD на противоположный стороны АС и AB, то сто-
рона ВС и прямая DF, соединяющая основанія этнхъ перпендпкуля-
ровъ, должны быть анти-параллельны относительно угла А. 

145) Чрезъ оконечность A діаметра AB проведена хорда АС и 
изъ ея оконечности С опущенъ нериендпкуляръ CD на AB. Требуется 
доказать, чіо квадрате діаметра AB относится къ квадрату хорды 
АС точно такъ, какъ діаметръ AB относятся къ проекціи AD хорды 
АС на діаметрѣ AB. 

146) Во всякомъ прямоугольиомъ треугольннкѣ катетъ есть сред-
няя пропордіональная между суммою и разностью гипотенузы н дру-
гаго катета. 

147) Разность квадратов» двухъ стороиъ AB и АС треугольника 
ABC (фиг. 176) равна удвоенной третьей стороны ВС, помноженной 
на проекцію MD прямой AM, раздѣляющей сторону ВС на двѣ рав-
ный частп. 

148) Квадраты двухъ хордъ АС н AD, проведенных» чрезъ око-
нечность діаметра AB. нропорціональны проекдіямъ АЕ ц AF этпхъ  
хордъ, взятымъ на діаметрѣ. 

149) Къ двумъ окружностямъ, касающимся изъ-внѣ, проведена 
касательная. Требуется доказать, что часть касательной, содержа-
щаяся между точками касанія, есть средняя пропорціональная между 
діаметрамн окружностей. 

150) Чрезъ оконечности діаметра AB проведены касателъныя AM  
n BN къ окружности С, и къ пей-же между прямыми AM п BN про-
ведена касательная DE, которая въ точкѣ F касанія раздѣляется на 
два отрѣзка DF n F E . Требуется доказать, что радіусъ данной окруж-
ности есть средняя нропорціональная между этими отрѣзками. 



151) Перпендикулярно къ діаметру AB чрезъ точку С, лежащую 
на его продолженіп, проведена прямая MN; потомъ отъ А до MN про-
ведены прямыя AI) и AF, пересѣкающія окружность в ъ т о ч к а х ъ Е н 
~ _ , A D A F 
G. Требуется доказать, что j g — аё* 

ЗАДАЧИ ПОСТРОЕШЯ. 
152) Чрезъ точку А, данную внѣ круга, провести сѣкѵщую та-

кимъ образомъ, чтобы ея отрѣзкп были равны. 
153) Чрезъ точку А, данную внѣ круга, провести сѣкущую та-

кимъ образомъ, чтобы ея внутренней отрѣзокъ равнялся данной пря-
мой т . 

154) Внѣ даннаго круга найти такую точку А, чтобы отъ нея 
можно было провести двѣ касательным, которыхъ сумма должна рав-
няться сѣкущей, проведенной отъ А чрезъ центръ С данной окруж-
ности. 

155) Между окружностью С п точкою А, находящеюся на продол-
женіп діаметра ÜB, найти такую точку X, чтобы касательная, про-
веденная нзъ X къ окружности, равнялась разстоянію ХА. 

156) Чрезъ точку касаиія D двухъ окружностей О н О', касаю-
щихся изъ-впутри, провести такую прямую BD, чтобы ея отрѣзокъ  
ВС, находящійся между данными окрѵжностямп, равнялся данной 
прямой т . 

157) Описать окружность такпмъ образомъ, чтобы можпо было 
провести хорду, равную данной прямой т , и соотвѣтствуюіцую цен-
тральному углу въ 120°. 

158) На данной окружности требуется найти такую точку М, 
чтобы ея разстоянія MA u MB отъ точекъ A и В, данныхъ на окруж-
ности, относились между собою, какъ числа m и п. 

159) Данная прямая а относится къ непзвѣстной прямой х точно 
такъ, какъ другая непзвѣстная у относится къ данной прямой d.  
Зная, что сумма прямыхъ х и у должна равняться прямой т , найти 
прямыя X я у. 

160) Чрезъ двѣ точки С и D описать окружность, касающуюся къ 
данной прямой AB. 

161) На прямой AB, данной внѣ круга, найтн такую точку, чтобы 



изъ нея можно было провести къ данной окружности касательную, 
равную прямой т . 

162) На данной окружности С найтп такую точку, чтобы каса-
тельный, проведенный отъ нея къ окружности С', составляли прямой 
уголъ. 

163) Относительно данныхъ прямыхъ m a n найти такую прямую 
X, чтобы .разность m — х относилась къ разности х — п точно такъ, 
какъ относятся прямыя m и » . (Прямая х, удовлетворяющая усло-
віямъ задачи, называется среднею гармоническою прямыхъ m и и). 

Ш Е С Т А Я Г Л А В А . 

Вписанные в ъ кругѣ правильные многоугольники и описанные около вего 

многоугольники. 

8 6 . Многоугольникъ, котораго стороны суть хорды окружности, 
называется вписаннммъ въ кругѣ ; а окружность въ этомъ случаѣ  
называется описанною около многоугольника. Многоѵгольникъ, ко-
тораго стороны касаются къ окружности, называется описанными 
около круга; а окружность въ этомъ случаѣ называется вписанною 
въ многоугольникѣ. 

Теорема. Во всякомъ четыреуголънжѣ, вписанномъ въ 
крут, сумма ггротивоположныхъ угловъ равна двумъ прямымъ 
угламъ. 

Вписанный уголъ А (фиг. 1 8 2 ) измѣряется половиною дуги 
B C D и уголъ С измѣряется половиною дуги В А Р ; 
слѣдовательпо А + / . С измѣряется полусуммою 
дугъ B C D и B A D , или полуокружностью. 

87. Теорема. Во всякомъ четыреуіольникѣ, 
вписанномъ въ кругл, произведете діаюналей  
равна суммѣ произведены пропшволежащихъ 

сторонъ. 
Лостроивъ уголъ A D E , равный углу B D C (фиг. 183), полу-



™ _ DC X A B 
— B D 

чимъ подобные треугольники A D E и B D C , потому-
что / _ A D E = L B D C (по построенію) и / . D A E  
/ . D B C (измѣряются половиною одной и той-же 
дуги DC). Изъ этихъ треугольниковъ составится 
пропордія 

А Е A D A D X ВС 
ВС= Ш) ? 0ТКУДа А Е = BD 

Треугольники E D C и D A B подобны, потому-что / . C D E = 
L A D B (L CDE = Z. C D B + / . B D E , L A D B = L A D E 
+ L B D E и [ _ C D B = L A D E ) , L ECD = L A B D (измѣ-
ряются половиною одной и тсй-же дуги A D ) . Изъ этихъ подобныхъ 
треугольниковъ составится пропорція  

Е С DC 

A B " B D ' 0 Т К У Д а 

Наконецъ составимъ сумму 
\ Е + Е С = А С = — - * - в с + D C X AB 

откуда 
AC X B D = A D X В С + D C X A B .  

Это предложеніе называется 1Ітоломеевой теоремою. 
88. Теорема. Около всякого правильного многоугольника 

возможно описать окружность. 
Сначала опредѣлимъ центръ О окружности, проходящей чрезъ 

три точки А, В , С (фиг. 1 8 4 ) и потомъ 
проведемъ радіуеы АО, В О , СО, DO и 
т. д. 

Треугольники А ВО и ВСО равны, 
потому-что A B = В С (стороны правиль-
ная» многоугольника) и ВО = АО = СО 
(радіусы) ; слѣдовательно / . B A O = 
/ . A B O = / . CBO = L ВСО. По ра-
венству этихъ угловъ мы заключаемъ, 

что L A B O = Va L A B C и L ВСО = ' /« L BCD ; слѣдовательио 

Фиг. 184. 



/ _ В С О = / . D C O . Также треугольники ВСО и DCO равны, потому 
что сторона СО общая, В С = CD (сто]Юны яравильнаго многоуголь-
ника) и [ _ ВСО = L DCO (но доказанному) ; слѣдовательно В О = 
DO и / , С В О = / . C D O . Т а к ъ какъ / . C D E = / . A B C , . / . СВО 
= / _ CDO и / . GBO = Va L A B C , то / _ ODO = V 2 L G D E =  
/ . E D O . 

Йзъ равныхъ треугольниковъ CDO и E D O мы выводимъ СО = 
Е О и / . D C O = / . D E O и т. д . 

По равенству прямыхъ АО, В О , СО, DO и т. д. мы заключаемъ, 
что окружность должна пройти чрезъ вергаипы А , В , С, D , Е и т . д . 

Обратное предложеніе. Раздѣливъ окружность на п рав-
ныхъ частей въ точкахъ А , В , С, D и т. д. (фиг. 1 8 4 ) и проведя 
хорды A B , В С , CD и т. д . , получимъ правильный многоугольникъ 
съ п сторонами. В ъ самомъ д ѣ л ѣ , стороны A B , ВС, CD и т . д. 
равны, какъ хорды, соотвѣтстнующія равнымъ дугамъ, и углы А Б С , 
B C D , D C E и т . д. равны, потому-что они вписаны въ равныхъ сег-
ментахъ. Отсюда мы заключаемъ, что въ крут возможно вписать 
какой угодно правильный многоугольникъ. 

\ С Л Ѣ Д С Т В І Е . Раздѣдивъ каждую изъ дугъ A B , В С , C D . . . (фиг. 
1 8 4 ) въ точкахъ а, Ь, с... на двѣ равныя части и проведя хорды 

A « , « В , В b, IG, С с, < + . . . , получимъ вписанный правильный мно-
гоугольникъ съ 2 п сторонами. В ъ самомъ дѣлѣ , А о = « В = В b — 
bG =.... (хорды, соотвѣтствующія равнымъ дугамъ), / . А«В = 
/_оВЬ = / . übe = . . . . (вписанные углы, между сторонами кото-

рыхъ заключаются равныя дуги) и каждой сторонѣ многоугольника 
A B C D . . . соотвѣтствуютъ двѣ стороны многоугольпика А А В Б С . . . 

89. Теорема. Во веякомъ правильномъ многоугольнике воз-
можно вписать окружность. 

Перпендикуляры 0 0 и НО (фиг. 1 8 5 ) , возставленные изъ сред-
нихъ точекъ G и H двухъ смежных» сторонъ A B и В С , пересѣ- 
каются въ точкѣ 0 , равно-отстоящей отъ сторонъ многоугольника. 



Фиг. 186. В ъ самомъ д ѣ л ѣ , треугольники 
B O G и В О Н равны, потому-что 
сторона В О общая, B G = В Н = 
Ѵ г А В и / _ O B G = L О В Н ( I , 
1 5 1 ) ; слѣдовательно GO = НО. 
Возставивъ перпендикуляръ К О 
изъ средины К стороны CD, полу-
чимъ равные треугольники СОН и 
С О К , потому-что сторона СО об-

JP Е 

А' 

В II 

щая, СН = СК и / _ НСО = / . К С О ( I , 1 5 1 ) ; слѣдовательно НО 
= К О . Точно такимъ-же образомъ доказывается, что КО = LO,  
LO = МО и т. д. По равенству разстояній GO, НО, К О и т. д . 
мы заключаемъ. что окружность, описанная изъ точки О, касается 
к ъ сторонамъ многоугольника въ точкахъ G, Н , К и т. д. 

90. Обратное предложеігіе. Раздѣливъ окружность на 
п равпыхъ частей и проведя къ ней касательный чрезъ точки дѣле- 
нія G , H , К , L и т . д. (фиг. 1 8 5 ) , получимъ правильный много-
угольникъ съ п сторонами, описанный около окружности. В ъ самомъ 
дѣлѣ , проведя хорды N G , G H , Н К и т. д. , получимъ равные тре-
угольники A G N , B H G , С К Н и т. д . , потому-что NG = G H = Н К 
и т . д. (хорды, соотвѣтствующія равнымъ дугамъ), / . A N G — 
L A G N = / _ B G H = L B H G = L C H K = / _ С К Н и т. д. (каж-
дый изъ этихъ угловъ измѣряется половиною дуги, заключающейся 
между двумя точками дѣленія окружности); слѣдовательно / . N A G  
= / _ G B H = / . Н С К и т. д. Такъ какъ въ этихъ равныхъ треуголь-
никахъ равнымъ угламъ противолежать равныя стороны, то AN = 
AG = G B = В Н = HC = CK и т. д. и AG - f G B = В Н + HC  
= CK 4 - K D и т. д. или A B = В С = CD и т . д. Отсюда слѣ- 
дуетъ : чтобы описать около круга правильный многоугольнике съ 
п сторонами, должно разделить окружность на п равныхъ ча-
сгпегі и чрезъ полученный точки дѣленія провести касагпельныя 
къ окружности. 



9 1 . С Л Б Д С Т В І Е . По вписанному въ кругѣ правильному много-
угольнику съ « сторонами возможно описать около того-же круга 

никъ съ п сторонами, въ которомъ стороны A B , В С , CD и т. д. со-
отвѣтственно параллельны къ сторонамъ ab, le, cd и т . д . вписан-
наго многоугольника, и каждая изъ вершинъ, какъ напримѣръ В , 
находится на продолженіи радіуса, проходящаго чрезъ соотвѣтствую- 
щую вершину ь. В ъ самомъ дѣлѣ , двѣ соотвѣтствующія сторопы, 
какъ напримѣръ В С и Ъс, параллельны, потому-что они перпендику-
лярны къ одной и той-же прямой ON, a д в ѣ касательныя, какъ на-
примѣръ M B и N B , должны пересѣкаться на прямой O B , раздѣляю- 
щей уго.ть MON на двѣ равныя части. 

9 2 . С Л Б Д С Т В І Е . Если около круга (фиг. 1 8 6 ) онисанъ пра-
вильный многоугольникъ A B C D , содержащей п сторонъ, его вер-
шины А , В , С, D . . . соединены съ дентромъ О, и чрезъ точки а, Ъ, 
с, d... пересѣченія прямыхъ OA, O B , О С . . . . проведены касательныя 
между сторонами многоугольника, то образовавшійся правильный 
многоугольникъ E F G H I L . . . содержитъ 2 п сторонъ. 

Дѣйствительно, проведя радіусы ОМ, ON, O K . . . и хорды Ш , 
Ь Х , N e . . . . , получимъ / _ MON = / _ N O K = и т . д . (потому-что 
дуги MN, N K и т . д. равны) и равные треугольники M O B , N O B ,  
потому-что / _ В М О = [ _ B N O = 9 0 ° , сторона В О общая и О М = 
O N ; слѣдовательно / _ M O B = N O B = */а / _ MON. Точно так-

Фиг. 186. правильный многоугольникъ съ п 
сторонами. Д л я этого раздѣлимъ  
каждую изъ дугъ , соотвѣтствую- 
щихъ сторонамъ вписаннаго много-
угольника, въ точкахъ M, N , К и 
т . д . на двѣ равныя части; полу-
чимъ п равныхъ дугъ (фиг. 1 8 6 ) . 
Проведя касательныя къ окружно-
сти чрезъ точки M , N, К и т. д . , 
нолучимъ правильный многоуголь-

А Г M С В 

Л 



же доказывается, что КОС = L СОК = V 2 L К О К и т. д. От-
сюда слѣдуетъ, что L M O B = / _ N O B = КОС = L СОК и 
т . д. По равенству этихъ угловъ мы заключаемъ, что треугольники 
МОЬ, КОЬ, КОс , КОс и т . д. равны; слѣдовательно Мб = ЬК = 
К с = с К = и т . д. По предъидущему извѣстно, что многоугольникъ 
E F G H I L . . . . содержитъ столько сторонъ, сколько сторонъ въ много-
угольник! М Ш с К . . . . ; но многоугольникъ К — и м ! е т ъ 2 п 
сторонъ, сл!довательно и въ многоугольник! F G H I L . . . также 2 п 
сторонъ. 

9 3 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . По предъидущему ( S 9 ) извѣстно, что центръ 
О (фиг. 1 8 6 ) равно-отстоитъ отъ среднихъ точекъ m, h и т . д. сто-
ронъ ab, bc, cd и т. д . многоугольника; слѣдовательно если изъ 
точки О описать окружность радіусомъ О т , то эта окружность прой-
детъ чрезъ точки m, h и т. д. Отсюда мы заключаемъ, что центръ 
окружности, описанной около правильная) многоугольника, совпа-
д а е т съ центромъ окружности, вписанной въ многоугольник!. 

Центромъ правкльнаго многоугольника называется общій центръ 
окружностей: вписанной и описанной. Эта точка, равно-отстоящая 
отъ всѣхъ сторонъ и в с ! х ъ вершинъ, есть точка пересѣченія пря-
мыхъ, раздѣляющихъ углы многоугольника на двѣ равныя части, и 
точка нерес!ченія перпендикуляровъ, возставленныхъ изъ среднихъ 
точекъ сторонъ. 

Гадіусомъ правильная) многоугольника называется радіусъ опи-
санной окружности. Радіусъ окружности, вписанной въ нравнльномъ 
многоугольник!, называется его апоѳемою; такъ наиримѣръ въ (фиг. 
1 8 6 ) 0 « радіусъ многоугольника abed и О т его апоѳема. 

Централънымъ угломъ нравильнаго многоугольника называется 
уголъ иОЬ, составляемый двумя смежными радіусами аО и 6 0 . Этотъ 
уголъ равенъ углу m O h , составляемому двумя смежными аиооемами 
О т и 0 h ; слѣдовательно центральнымъ угломъ аОЬ дополняется 
уголъ mbh многоугольника до двухъ прямыхъ угловъ. Такъ какъ 
центральный уголъ многоугольника, им!ющаго п сторонъ, равенъ 
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— — , то уголъ mbn многоугольника равенъ 1 8 0 ° — З н а я , 
что въ равностороннемъ треугольникѣ каждый уголъ равенъ 6 0 ° и 
уголъ квадрата содержитъ 9 0 ° , мы заключаемъ, что уголъ всякаго 
правильна го многоугольника долженъ быть тупой. 

9 4 . Задача. Въ крут вписать квадратъ. 
Проведя два взаимно-перпендикулярные діаметра АС и B D ,  

соединимъ ихъ оконечности прямыми A B , В С , 
CD, A D (фиг. 1 8 7 ) . Полученный четыреуголь-
никъ A B C D , въ которомъ всѣ стороны рав-
ны, какъ хорды, соотвѣтствующія равнымъ 
дугамъ, и углы прямые, есть квадратъ. 

Изъ прямоугольнаго треугольника А О В мы 
имѣемъ 

A B 2 = А О 2 - f В О 2 = 2 А О 2 , откуда 4 о = і / 2 ! 
слѣдовательио отношенге бока квадрата къ радиусу описанной 
окружности есть число ирраціональнов. 

9 5 . С Л Ѣ Д С Т В І К . Раздѣливъ каждую изъ дугъ , соотвѣтствую-
щихъ бокамъ вписаннаго квадрата A B C D въ точкахъ а,Ь, с на 
двѣ равныя части и проведя хорды « В , ВБ, Б С . . . . , получимъ впи-
санный правильный восьмиугольникъ. Чтобы вписать въ кругѣ пра-
вильный многоугольникъ съ 1 6 сторонами, мы раздѣлимъ на двѣ  
равныя части каждую изъ дугъ А а , я В , ВБ, БС и т . д . , соотвѣт- 
ствующихъ сторонамъ вписаннаго правильнаго восьмиугольника. Про-
должая дѣлеиіе дугъ на двѣ равныя части, мы можемъ получить пра-
вильные многоугольники съ 3 2 , 6 4 и т. д . сторонами. 

96. Задача. Вписать въ круге правильный гиетиуголъ-
никъ. 

Предположимъ, что задача рѣшена и что въ кругѣ вписанъ пра-
вильный шестиугольник» A K B H C G (фиг. 1 8 8 ) . Проведя два смеж-
ные радіуса АО и G O , получимъ треугольпикъ А О О , въ которомъ 



Фиг. 188. L A G 0 = L G A 0 и L A 0 G = 

= 6 0 ° ; слѣдовательно A G O =  
і / ^ у г У ^ / ! \ \ G A O = 6 0 ° и A O G равносторонній 

' 1 • треугольникъ, въ которомъ A G = А О , 
( . ><" /•'^ ь н t. е. бокъ правильною шестиугольника 

4 / равенъ радіусу круга. Отсюда елѣдуетъ: 
È4-'- Щ чтобы въ кргугѣ вписать правильный 

гиестиуюлъникъ, должно отложить 
радіусъ круга хордою шесть разъ. 

9 7 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Соединивъ вершины А , В , С вписаннаго пра-
вильнаго шестиугольника, получимъ равносторонній треугольникъ 
A B C , потому-что каждой изъ сторонъ A B , АС и ВС соотвѣтствуетъ  
дуга , равная третьей части окружности. 

Чтобы вычислить бокъ В С вписаннаго равносторонняго треуголь-
ника A B C , проведемъ діаметръ B G ; тогда изъ прямоугольнаго тре-
угольника B C G (уголъ B C G прямой, потому-что его стороны прохо-
дятъ чрезъ оконечности діаметра) получимъ 

ВС2 = BG2 _ C G 2 = 4BÖ2 — B Ö 2 или ВС2 = 3 B Ö 2 ; 
откуда ! § - = / з ; 

слѣдовательно огпношеніе бока вписаннаго правильного (равноето-
ронпяго) треугольника къ радіусу круга есть число иррацго-
нальное. 

9 8 . Чтобы въ кругѣ вписать правильный многоугольникъ съ 1 2 
сторонами, мы раздѣлимъ на д в ѣ равныя части дуги , соответствую-
щая сторопамъ вписаннаго правильнаго шестиугольника, и проведемъ 
хорды В с, с К , K b и т. д . Продолжая дѣлить дуги на двѣ равныя 
части, мы можемъ получить правильные многоугольники съ 2 4 , 4 8 
и т . д. сторонами. 

9 9 . Задача. Вписать въ круггь правильный десятиуголь-
нгікъ. 

Предположимъ, что задача рѣшена и что найденъ бокъ A B (фиг. 



1 8 9 ) правильнаго десятиугольника. В ъ равпобедренномъ треуголь-
Ф и г Ш - никѣ А В О уголъ А О В = ~ = 3 6 ° и 

/ . А В О = L В А О = 1 3 0 4 - р З б » = 7 2 о . 
слѣдовательно / . А О В = ; 7 s / . А В О = / а / . В А О . 
Раздѣ .тивъ уголъ В А О прямою АС на двѣ равныя 
части, иолучимъ / . С А О = V 2 L В А О = / . А О В ; 
слѣдовательно треугольникъ АСО равнобедренный и 

ОС = АС. Уголъ А С В , внѣшній относительно треугольника АСО, 
равенъ / . CAO + / . АОС = 2 / . CAO = / _ В А О = = / . А В О . По 
равенству угловъ А С В и А В О мы заключаема,, что A B = АС. Т а к ъ 
какъ ОС = АС и А В = АС, то также ОС = А В . По предъидущему 
( 4 3 ) извѣстно, что прямая АС раздѣляетъ сторону В О на два от-

. В С A B рѣзка, пропорцюнальные прилежащимъ сторонамъ, т . е. о с ^ А О ' 0 0 

A B = ОС и АО = В О , слѣдовательно 
в с _ о с в о _ о с 
ö c ~ ~ в о и л и о с — в с -

Эта пропорція показываетъ, что радіусъ В О раздѣленъ въ сред-
немъ и краинемъ отношепіи ( 8 5 ) . 

Отсюда слѣдуетъ : чтобы вписать въ крут правильный дсся-
тиуюльникъ, должно разделить радіусъ въ среднсмъ и крайнемъ 
отногиеніи, и больіиій отрезокъ (СО) отложить въ круге хордою 
десять разъ. 

Чтобы вычислить бокъ A B вписаннаго правильнаго десятиуголъ-
В С A B 

ника, замѣнимъ ОС чрезъ A B въ выведенной пропордіи 0 ( у — А 0 *» 
В С A B  получимъ А В = А ( ) ; откуда 

A B 2 = АО X В С = АО X (АО — A B ) или 
A B 2 = А О 2 — А О X A B или А В 2 + А 0 X A B — А О 2 = 0 . 

Рѣпіеніемъ этого квадратнаго уравненія получится 

AB = - f + V = АО 



1 0 0 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Соедшшвъ вершины вписаннаго правильнаго  
десятиугольника чрезъ одну вершину, получимъ вписанный правиль-
ный пятиугольникъ. Еели А Б сторона вписаннаго правильнаго пяти-

Фиг. 190. угольника (фиг. 1 9 0 ) и В С сторона вписан-
наго правильнаго десятиугольника, то СВО 

= 7 2 ° и L А О В = ^ = 7 2 ® . По равен-
ству этихъ угловъ мы заключаемъ, что пря-
мыя ОА и С В параллельны. Чрезъ точку О 
проведя прямую параллельно къ A B до пере-

сѣченія D съ продолженною стороною ВС, получимъ параллелограмъ 
A B D O , въ которомъ сторона В В равна радіусу OA и сторона OD  
= A B . Потомъ проведя касательную D E изъ точки D , получимъ 
, О О Ч D B D E D B В С , 

0 ™ ) D E " D C ' Н 0 Т А К Ж Е В С = DC (потому-что бокъ вписаннаго пра-
вильнаго десятиугольника равенъ большему отрѣзку радіуса, раздѣ- 
леннаго въ среднемъ и крайнемъ отношеніи). Сравненіемъ этихъ 
двухъ пропорций мы заключаемъ, что D E = ВС. Изъ прямоугольнаго 
треугольника D O E получимъ 

O D 2 = O Ë 2 + E D 2 ,  
но OD = A B , ОЕ = OA, E D = В С = АО ( Ѵ 5 ~ 1 } (см. 9 9 ) и 

2 о ( 1 / 5 - 1 )« 
В С = А 0 — — J — и \ слѣдовательно 

A B 2 = А О 2 + А О 2 (1 и 
ДО 

A B = 2 : у 1 0 — 2 / 5 . 
По этой формул! вычисляется бокъ внисапнаго правильнаго пяти-

угольника. 
101. Задача. Въ круги, вписать правильный многоуголь-

никъ съ 15 сторонами. 
Отложимъ дугу A B , равную 7 б окружности, и потомъ дугу В С , 

равную V 1 0 окружности, такимъ образомъ, чтобы точка С унала 
между точками А и В ; тогда дуга АС равна 1/б безъ 1 / ю , т. е. 1/іь 

i l . 



окружности; слѣдоватѳльно хорда, соотвѣтствующая дугѣ АС, есть 
сторона правильна«) многоугольника съ 1 5 сторонами. 

1 0 2 . Задача. По известному радіусу R и данной стороне 
G H - - а (фиг. 185) вписаннаго многоугольника вычислить сто-
рону описанною многоугольника, подобнаю данному. 

Треугольники O G » и 0 G B подобны, потому-что / _ OHG = 
0 G B = 9 0 ° и / _ B O G общій ; слѣдовательно 

ВО R 
Gn On" 

Означивъ сторону оиисаннаго многоугольника чрезъ х и зная, 

что Ow = vg02 — gѴ = / И 2 - 4* = V 2 / 4 R 2 ^ 7 2 " , полу-
чимъ 

X _ 2R 

~~а | / 4R»— я* 
откуда 

ж _ 

Если радіусъ R = 1 (т . е. какой-нибудь линейной мѣрѣ ) , то 

* = (3). 

1 0 3 . Задача. ІІО данному радіусу R и известной сто-
роне ab = я (фиг. 186) вписаннаго правильного многоугольника, 
имеющаго п сторонъ, вычислить сторону МБ = х правильною 
вписанного многоугольника, содержащаго 2п сторонъ. 

Извѣстно, что хорда БМ есть средняя пропорціональная между 
діаметромъ ММ' и ея цроекціею Mm = ОМ — О т на этомъ діаме- 
т р ѣ ; т . е. 

мм' m 
м ¥ = 0 м - бБГ ' 0 Т ЕУДа 

МБ 2 = 2 R ( R — тО) = R ( 2 R — 2 m O ) ;  
но изъ прямоугольнаго треугольника ОдаБ выводится 

то = v бо2 —бга2 = / r s — v 2 " / 4 r 2 - a 2 , 



Подставивъ эту величину т ( ) въ выражепіе Ш 2 , получимъ 
ж * = E ( 2 R — - / 4 R 2 - « 2 ) , о т к у д а х = 1 / R ( 2 R — у Ѵ і И ^ Щ . . . ( 4 ) . 

При R = 1 послѣдпяя формула обратится въ 
X = Y 2 — У 4 — а'. 

З н а я , что отъ умноженія суммы 2 - f - "|/4 — я'2 на разность 
2 — ] / і — а 2 получается разность квадратовъ, 4 — 4 + я 2 = я 2 , 
мы имѣемъ 

2 - v i " я 2 = — — / . . , откуда 
2 + J / 4 — а 2 ' • 

X = ] / 2 - У 4 - а ' = ( Ѵ 
у 2 + У 4—а2 Ѵ 2 + У 4 - п ' 

1 0 4 . С л ъ д с т в і к . І Іо извѣстному боку правильнаго многоуголь-
ника, нмѣющаго п сторонъ и вписанного в ъ кругѣ , котораго радіусъ  
равенъ 1 , возможно вычислить повторенпымъ ириложеніемъ формулъ 
( 3 , 1 0 2 ) и ( 5 , 1 0 3 ) стороны и периметры вписанныхъ правильныхъ 
многоугольниковъ, содержащихъ 2 » , 4 м , 8м . . . стороиъ, и потомъ 
найти стороны и периметры оиисанныхъ правильныхъ многоугольни-
к о в ъ , имѣющихъ 2м, 4м, 8 м . . . сторонъ. Посредствомъ этихъ вы-
численій составится слѣдѵющая таблица: 

Д л я вписаипыхъ правильныхъ 
многоугольниковъ. 

Периметры. 
П р и п = 6 6 

„ и = 1 2 6 , 2 1 1 6 
„ и = 2 4 6 , 2 6 5 2 
„ м = 4 8 6 , 2 7 8 6 

и = 9 6 6 , 2 S 2 0 

Для оиисанныхъ правильныхъ 
многоугольниковъ. 

Периметры. 
При п = 6 6 , 9 2 8 2 

„ м = 1 2 6 , 4 3 0 8 
„ и = 2 4 6 , 3 1 9 2 
„ м = 4 8 6 , 2 9 2 0 
„ м = 9 6 6 , 2 8 5 4 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

164) При радіусѣ , равномъ 8 фут., вычислить сторону вппсаииаго  
правильнаго треугольника. 



165) Сколько футъ содержитъ сторона описаннаго правильнаго 
треугольника, если бокъ вписаннаго правильнаго треугольника ра-
венъ 3 фут. ? 

166) Радіусъ окружности, вписанной въ правильном», треуголь-
ник! , равенъ 6 фут. ; сколько футъ содержитъ радіусъ окружности, 
описанной около этого треугольника? 

167) Какимъ радіусомъ должно описать окружность круга, чтобы 
сторона вписаннаго правильнаго треугольника содержала 8,66 фут.? 

168) Сторона квадрата, вписаннаго въ к р у г ! , равна 21,21 фут.; 
сколько футъ содержитъ радіусъ этого круга? 

169) Сторона квадрата, вписаннаго въ круг! , равна 4 фут. ; сколько 
футъ содержитъ бокъ описаннаго квадрата? 

170) Радіусъ квадрата равенъ 4 фут. ; сколько футъ содержитъ 
апооема этого квадрата? 

171) Сколько футъ содержитъ стороиа правпльиаго десятиуголь-
ника, если его радіусъ равенъ 6 футамъ? 

172) Сколько футъ содержптъ стороиа правильнаго пятиугольника, 
вписаннаго въ круг! , коего радіусъ равенъ 12 фут.? 

173) Г,окъ правильнаго пятиугольника, вписаннаго въ круг! , ра-
венъ 5 фут.; сколько футъ содержптъ сторона описаннаго правиль-
наго пятиугольника? 

174) Сколько футъ содержптъ апоѳема правильнаго пятиуголь-
ника, котораго радіусъ равеиъ 5 фут.? 

175) Какимъ радіусомъ должно описать окружность круга, чтобы 
бокъ вписаннаго въ ней правильнаго десятиугольника равнялся 92,7 
фут.? 

176) Сколько футъ содержптъ сто] она правильнаго шестиуголь-
ника, если его апоѳема равна 2,5 фута? 

177) Сторона вписаннаго правильнаго шестиугольника равна 6 
фут.; сколько футъ содержитъ стороиа описаннаго правильнаго ше-
стиугольника? 

178) Сторона правильнаго шестиугольника, описаннаго около 
круга, равна 5,4 фут.; сколько футъ содержптъ сторона вписаннаго 
правильнаго шестиугольника? 

179) Около круга, коего радіусъ равенъ 12 дюйм.; оппсанъ пра-
вильный восьми угол Ы І и къ. В Ы Ч И С Л И Т Ь сторону этого восьмиугольника. 

180) Около правильнаго шестиугольника описана окружность кру-



га , коей радіусъ равеиъ 7 фут.; сколько футъ содержитъ радіусъ  
вішсаниой окружности? 

181) Радіусъ окружности круга, вписанной въ пранильномъ деся-
тиугольник!, равенъ 8 дюймамъ. Вычислить сторону этого десяти-
угольника. 

182) Радіусъ окружности круга, вписанной въ квадрат!, равенъ 
15,4 фут. Олредѣлить бокъ этого квадрата. 

183) Въ к р у г ! , коего діамегръ равенъ 4 фут. 2 дюйм., вписанъ 
правильный двѣнадцатиугольникъ. Вычислить бокъ этого двенадцати-
угольника. 

184) Въ круг! , коего діаметръ равенъ 10 фут., вписанъ правиль-
ный восьмиугольникъ. Вычислить бокъ этого восьмиугольника. 

185) Сколько футъ содержитъ сторона правильнаго двенадцати-
угольника, коего аиоѳема равна 4,5 фут.? 

186) Сколько футъ содержитъ сторона вписаннаго въ круг ! пра-
вильнаго пятиугольника, если сторона описаннаго правильнаго пяти-
угольника равна 13,6 фут.? 

187) Діаметръ окружности, круга, описанной около правильнаго 
десятиугольника, равенъ 18 фут.; сколько футъ содержитъ радіусъ  
внисанной окружности? 

188) Сторона правильнаго многоугольника, содержащего 2н сто-
ронъ и вписаннаго въ круг ! , равна 3,2 фут.,и радіусь этого круга 
равенъ 4,8 фут. Вычислить бокъ вписаннаго правильнаго многоуголь-
ника, имѣющаго п сторонъ. 

189) Въкругѣ вписанъ правильный пятнугольнивъ, котораго сто-
рона равиа 9,4 фута. Вычислить радіусь этого круга. 

190) Сколько фута содержитъ радіусъ окружности круга, описаи-
ной около правильнаго двѣнадцатиугольиика, котораго сторона со-
держит 12,94 фута? 

191) Сторона правильнаго многоугольника, содержащего п сто-
ронъ и иинсаниаго въ кругѣ, равна 0,6 фута, и радіусъ этого круга 
равенъ 1 фут. 2 дюйм. Сколько фу гь содержитъ сторона описаннаго 
правильнаго многоугольника, имѣющаго 2 » сторонъ? 

192) Сколько футъ содержит сторона вписаннаго правильнаго 
двенадцатиугольника, еслп сторона описаннаго иранильиаго двенад-
цатиугольника равна 24,8 фут.? 



193) Радіусъ окружиости круга, описанной около правильнаго 
двѣнадцатнугольнпка, равенъ 40 фут.; сколько футъ содержитъ ра-
діусъ вписанной окружности? 

Т Е О Р Е М Ы . 

194) Во всякомъ четыреугольникѣ, овпсанномъ около круга, сумма 
двухъ иротіівоположныхъ сторонъ равна сумы! двухъ другяхъ нро-
тивоположныхъ сторонъ. 

195) Въ круг ! впнсанъ треугольникъ ABC, чрезъ вершину А про-
ведена касательная AG къ окружности u параллельно къ AG прове-
дена прямая BD отъ вершины В до пересѣчеція D съ бокомъ АС. 
Требуется доказать, что AB2 = AC X AD. 

196) Квадратъ стороны вписаннаго нравильнаго треугольника ра-
венъ утроенному квадрату стороны вписаннаго правплыіаго шести-
угольника. 

197) IIa окружности, описанной около нравильнаго треугольника 
ABC, дана точка M между вершинами В и С. Требуется доказать, 
что разстояніе MA равно сумм! разстояпій MB и MC. 

198) Сторона Ь правильнаго треугольника, онпсаннаго около круга, 
вдвое больше стороны а вписаннаго нравильнаго треугольника. 

199) Сторона правильнаго шестиугольника, описаннаго около 
круга, составляетъ 2/з сторопы нравильнаго треугольника, вписан-
наго въ томъ-же кругѣ. 

2 0 0 ) Въ к р у г ! внисанъ правильный треугольникъ, и среднія точки 
D и Е дугъ ADB и АЕС, соотвѣтствующихъ бокамъ AB п АС, соеди-
нены хордою DE. Требуется доказать, что эта хорда разделяется сто-
ронами AB H АС на три равныя части ЕЕ, FG, GD. 

201) Сторона вписаннаго нравильнаго пятиугольника относится 
къ сторон! вписаннаго нравильнаго десятиугольника точно такъ, 
какъ діагональ этого пятиугольника относится къ радіусу круга. 

202) Если ВЪ круг ! впнсаиы слѣдующіе правильные многоуголь-
ннки: пятиугольник*, имѣющій сторону AB, десятиугольникъ, им!ю-
щій сторону BE, и шестиугольникъ, то квадратъ стороны AB равенъ 
сумм! квадратовъ сторонъ BE п АС (АС радіусъ круга). 



203) Во всяком» чегыреугольникѣ ABCD, вписанном» въ кругѣ, 
отношеніе между діагоналямн AC n BD равно 

AC A B . A D + В С . C D 
B D — A B . B C + A D . D C ' 

ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНЫ. 
204) Въ данномъ круге вписать треугольникъ, коего сторона AB  

должна равняться данной прямой m и перпендикуляръ AD, опущен-
ный изъ вершины А на бокъ ВС, долженъ равняться данной пря-
мой п. 

205) Около круга описать четыреугольникъ ABCD такимъ обра-
зомъ, чтобы стороны AB H ВС соответственно равнялись даннымъ 
нрямымъ m и п, и уголъ ABC равнялся данному углу р. 

206) На данном прямой AB построить правильный восьмиуголь-
ник». 

207) Въ кругѣ вписать треугольникъ, коего углы соответственно 
должны равняться даннымъ угламъ т, п, р. 

208) Около круга описать треугольникъ, въ которомъ два угла 
должны равняться даннымъ угламъ m и п. 

209) На данной прямой AB построить правильный двѣнадцатп- 
угольникъ. 

210) В ь данномъ круге вписать треугольникъ, коего сторона ЛВ 
должна равняться данной прямой m, а прямая AD, проведенная отъ 
вершины A il разделяющая сторону ВС на две равныя части, должна 
равняться данной прямой п. 

211) Вт, данномъ кругѣ вписать четыреугольиикъ, коего діагонали  
должны равняться нрямымъ m и и, и перееѣкаться подъ угломъ, рав-
нымъ данному углу_р. 

212) Въ данномъ кругѣ Вписать четыреугольникъ такпмъ обра-
зомъ , чтобы одна имъ его сторонъ и одна изъ діагоналей соответ-
ственно равнялись даннымъ нрямымъ m и п, и чтобы уголъ, состав-
ляемый діагоналямн, равнялся данному углу р. 

213) Имъ дапнаго квадрата ABCD образовать правильный восьмп-
угольннкъ, отдѣляя отъ квадрата равные треугольники AEF, BGH,  
CKL и DMN. 



СЕДЬМАЯ Г Л А В А . 

Отношеніе между периметрами подобныхъ правильныхъ многоугольниковъ. Пе-
риметръ вписаннаго правильнаго многоугольника тъмъ больше, чѣмъ больше 
число его сторонъ, а периметръ описаннаго правильнаго многоугольника тѣмъ  
меньше, чѣмъ больше число его сторонъ. Отношеніе окружности иъ діаметру. 

Подобный дуги. 

1 0 5 . Теорема. Два правильные многоугольника одинокого 
числа сторонъ подобны, и ихъ периметры пропорціоналъны ра-
діусамъ и апоѳемамъ. 

Даны (фиг. 1 9 1 ) правильные многоугольники A B D E и 

В ъ многоугольник! 
A B D E — , также въ много-
угольник! аЫе , сумма 
угловъ равна 1 8 0 ° Х ( п — 2 ) ; 
с.тЬдовательно каждый уголъ 
многоугольника A B D E и 

каждый уголъ многоугольника abde.... равенъ ^ Qt_ 
сюда мы заключаемъ, что углы данныхъ многоугольниковъ равны 
между собою. По равенству сторонъ A B , B D , D E и сторонъ ab, 
bd, de.... получатся равныя отношенія  

A B _ B D _ D E 

ab bd de И т- д-
По равенству угловъ и пропорціональности сторонъ данные мно-

гоугольники подобны. 
Проведя радіусы CA, С В , са , cb, получимъ равнобедренные трс-

АС В С 
угольники A B C и abc, въ которыхъ L А С В = L acb и — Ь с • 

, . АС A B Т І 

слѣдовательно эти треугольники нодобны и и ~ = а Ь . Назвавъ пери-

метры данныхъ подобныхъ многоугольниковъ A B C D — и abed... 

abde—, содержащіе по п сторонъ. 
Фиг. 191. 



чрезъ Р и Р ' , получимъ p, = Изъ двухъ выведенныхъ нропор-
цій, въ которыхъ вторыя отношенія равны, составится проиорція 

_ P = A Ç ( 1 ) 
Р' ас С 1 ' * 

Проведя апоѳемы СМ и c m , получимъ подобные треугольники 
АСМ и аст, потому-что / _ AMC = атс = 9 0 ° и / _ А СМ = 
7 2 Z . А С В = 7 * L. och = L аст ; слѣдовательно ft1 = . Срав-
нивъ эту-иропорцію съ пронорціею ( 1 ) , мы получимъ 

Р __см . 
Р ' ~ст 

106. Теорема. Периметр о вписаннаго правильного много-
угольника, имѣющаю п сторонъ меньше периметра вписаннаго 
ггравнльнаго многоугольника, содержащего 2п сторонъ. 

Дана сторона ab (фиг. 1 8 6 ) внисаннаго правильнаго многоуголь-
ника, содержащая и сторонъ. Раздѣливъ дугу аЖЬ на двѣ равныя 
части и проведя хорды «М и Ш , получимъ 

яМ + Ш > ah или 2 я М > яб ; 
откуда 2м.яМ > п.аЬ. ( 

Назвавъ периметръ п.аЬ чрезъ р и иериметръ 2п.яМ чрезъ р„ 
получимъ Р, >р. 

Если мы раздѣлимъ каждую изъ дугъ яМ, Мб, 6 N — на двѣ  
равныя и проведемъ хорды, то получится вписанный нравильпый 
многоугольникъ р„ имѣющій вдвое больше сторонъ, нежели много-
угольникъ р, ; тогда по предъидущему легко доказать, что 

р, > Р,-
Отсюда мы заключаемъ, что удноеніемъ числа сторонъ, периме-

тры вііисаиныхъ иравильныхъ многоугольниковъ постепенно увеличи-
ваются. 

1 0 7 . Т е о р е м а . Периметръ описанного правильнаго много-
угольника, имѣющаго п сторонъ, больше периметра описанного 
правильнаго многоугольника, содержащаго 2п сторонъ. 



Даны стороны A B и В С (фиг. 1 8 6 ) описанпаго правильнаго 
многоугольника, имѣющаго п сторонъ. Чрезъ средину b дуги MN  
проведя касательную G H , получимъ 

B G + В Н > G H . 
ІІрибавимъ GM - f - H N къ обѣимъ частямъ этого неравенства; 

получимъ 
B G + GM + В Н + H N > MG + G H + H N или  

B M + B N > F G + G H или  
A B > 2 G H . 

Назвавъ периметръ многоугольника АВС1) чрезъ р и пери-
метръ многоугольника E F G H чрезъ р , , получимъ 

и . A B > 2п.GH или^? > р, или р, < р. 
Точно такимъ-же образомъ доказывается, что периметръ р, опи-

саннаго нравильнаго многоугольника, содержащаго вдвое больше сто-
ронъ, иежели многоѵгольникъ E F G H . . . , меньше периметра);,. Отсюда 
слѣдуетъ, что ѵдвоепіемъ числа сторонъ, периметры описанныхъ нра-
вильныхъ многоугольииковъ постепенно уменьшаются. 

108. Теорема. Окружность круга есть предѣлъ, къ кото-
рому стремятся периметры вписанныхъ и описанныхъ правиль-
ныхъ многоугольнаковъ при безконечномъ удвоенги числа сторонъ. 

Назовемъ чрезъ р периметръ вписаннаго правильнаго многоуголь-
ника, имѣющаго п сторонъ и сторону а , и чрезъ Р периметръ такого-
же описаннаго многоугольника, содержащаго п сторонъ и сторону Ь; 

р I, 
тогда ( 1 0 5 ) по предыдущему - р = а , но ( 1 0 2 , форм. 1) 

ь _ _ J R 

в . і / 4R* — а * ' 

слѣдовательно 
р _ 2 R  

р ] / 4 R » — а' ' 

Положимъ, что удвоеніемъ числа стороиъ получились вписанные 
правильные многоугольники съ периметрами р „ р . , р< и съ сто-
ронами « 3 , « . , а , ; тогда по доказанному ( 1 0 6 ) мы имѣемъ 



р < р„ р, < р., р, < р. и т. д. и а < а,, а, < а„ а. < а, и т. д . 
Продолжая удвоить число сторонъ вписапныхъ и описаиныхъ пра-
вильныхъ многоугольниковъ, мы постепенно уменьшаем!, стороны впи-
санных» многоугольников» и наконецъ дойдем» до такой стороны, 
которая меньше всякой произвольно малой величины. При этомъ 
уменьшеніи стороны а , знаменатель ] / 4 R 2 — a 2 выраженід- 
постепенно приближается къ своему предѣду к 4 R 2 = 2 R и следо-
вательно дробь y ' ^ i f ^ — , приближается къ = 1 . Отсюда сле-
дует» : если сторона вписаннаго правильиаго многоугольника сдѣ-

. р 
лается меньше всякой произвольно малой величины, то отношеніе 
между периметрами обратится въ единицу, или ? сделается равнымъ 
р\ следовательно периметры Р и р, которых» отношеніе прибли-
жается къ единице нри безконечномъ удвоеніи числа сторонъ, стре-
мятся къ одному и тому-же пределу. 

При постепенном» удвоеніи числа сторонъ вписанных» и опи-
санных» правильных» многоугольников», число точек», общих» 
окружности круга и периметрам» этих» многоугольниковъ, посте-
пенно увеличивается. Отсюда слѣдуетъ, что при постепенном» удвос-
ніи числа сторонъ, эти периметры все более и более приближаются 
къ окружности круга; но такъ какъ между каждым» вписанным» 
многоугольником» и каждым» описанным» должна находиться окруж-
ность круга, то мы заключаем», что окружность круга есть предел», 
къ которому приближаются периметры вписанных» и описанных» 
правильных» многоугольниковъ при безконечномъ удвоеніи числа 
сторонъ. 

109. Теорема. Окружности круговъ пропорциональны икъ 
радгусамг. 

Назовем» данныя окружности чрезъ С и С , и их» радіусы чрезъ 
R и R ' . Впишем» въ кругѣ С правильный многоугольник», и по-
добный ему многоугольникъ въ кругѣ С'. Назвавъ чрезъ Р и Р ' 



периметры этихъ многоугольниковъ, мы имѣемъ пропорцію ( 1 0 5 ) 
Jü_ — Ä 
P' — R " 

которая справедлива при какомъ угодно числѣ сторонъ многоуголь-
никовъ, даже если это число сдѣлается произвольно большимъ; но 
въ такомъ случаѣ периметры Р и Р ' достигнуть евоихъ предѣловъ 
С и С , и отношеніе замѣнится отпошеніемъ ; слѣдовательно 
при достиженіи предѣловъ предъидущая проиорція обратится въ 

С R 
С — R " 

1 1 0 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . В ъ выведенной нропорціи переставимъ сред-
ніе члены и въ новой пронорціи 

с _ С' 
R " R' 

иомножимъ послѣдующіе члены на 2 ; получимъ 
С _ _ С ' 

2R 2R' ' 

Отсюда слѣдуетъ, что для всѣхъ окружностей существуетъ одно 
и то-же отношеніе окружности къ ея діаметру, или другими словами: 
отношеніе окружности къ діаметру есть число постоянное. 

Это число, которое принято означать греческою буквою х , есть 
ирраціональное, т . е. число, которое не можетъ быть выражено точ-
нымъ образомъ; это число можетъ быть вычислено съ какою угодно 
точностью. 

111. Задача. Вычислишь отношеніе окружности къ діа- 
метру. 

Отношеніе х выражаетъ длину полуокружности, коей радіусъ 
с 

равенъ едипицѣ, потому-что равенство 2 В = х обращается въ х = 
Ѵ г С при R = 1 . ІІо этой причин! если вычислить полупериметры 
правильныхъ многоугольниковъ съ 6 , 1 2 , 2 4 , 4 S , 9 6 . . . . сторонами 
( 1 0 3 , 5 ) , внисанныхъ въ окружиости С, коей радіусъ равенъ еди-
ниц! , то полученными числами выражается приближенное отношеніе  
X, изъ которыхъ каждое меньше числа х и ближе подходить къ х , 



нежели число предшествующаго полупериметра. Потомъ если вычис-
лить полупериметры правильныхъ многоугольниковъ съ 6 , 1 2 , 2 4 , 
4 8 , 9 6 сторонами, описанныхъ около окружности С, то полу-
ченными числами выражается приближенное отношеніе тс, изъ кото-
рыхъ каждое больше числа тс и тѣмъ ближе подходитъ къ этому 
числу, чѣмъ больше сторонъ содержитъ соотвѣтствующій полу пери-
метръ. Этими вычлсленіями получаются слѣдующія числа, соотвѣт- 
ствующія правильнымъ многоугольникамъ съ 9 6 сторонами: 3 , 1 4 1 0 
для полупериметра вписаннаго и 3 , 1 4 2 7 для полупериметра описан-
наго многоугольника. Отсюда елѣдуетъ, что число тс содержится между 
числами 3 , 1 4 1 0 и 3 , 1 4 2 7 , и что 3 , 1 4 2 выражаетъ его величину 
съ точностью до 0 , 0 0 1 . 

Выше-описаннымъ способомъ отногаеніе тс вычислено Архиме-
домъ и найдено, что оно содержится между числами 

3 + 1 0 Д і = 3 , 1 4 0 . . . . и 3 + 1 0 / т о = 2 2 / 7 = 3 , 1 4 2 . . . . 
Петръ Мецій ( M e t i u s ) , голландскій математикъ, жившій около 

1 5 5 0 года, нашелъ для тс число 3 5 5 / п з . По новѣйшимъ вычисле-
ніямъ найдено 

тс = 3 , 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 . . . ; откуда * / * = 0 , 3 1 8 3 0 9 8 8 6 1 
1 1 2 . З а д а ч а . По известному радгусу найти длину окруж-

ности, и обратно: по данной окружности определить ея ра-
дгусъ. 

С 
Изъ равенства 2 К = тс выводятся слѣдующія формулы 

С = 2 T C R . . . . ( 1 ) И R = £ ( 2 ) ; 
слѣдователъно 1) чтобы найти длину окружности, должно по-
множить число тс на удвоенный радіусъ, и 2) чтобы опреде-
лить радіусъ, должно разделить нат: данную длину полуокруж-
ности. 

П р и м ѣ р ы . 
1) Вычислить ободъ колеса, которою радіусг равенъ К)'/г 

вершкамъ. 



В ъ формулу ( 1 ) подставимъ 3 , 1 4 вмѣсто х и 1 0 , 5 вмѣсто R ;  
получимъ 
С = 3 , 1 4 X 2 1 = 6 4 , 8 9 вершк. = 4 , 0 5 аршина съ точностью до 
0 , 0 1 аршина. 

2) Зная, что градусъ экватора содержитъ 15 географггчс-
скихъ миль, найти радіусъ экватора. 

Экваторъ содержитъ 1 5 X 3 6 0 = 5 4 0 0 географическимъ ми-
лямъ. Чтобы найти радіусъ экватора, должно раздѣлить 5 4 е о / а = 
2 7 0 0 на х = 3 , 1 4 1 5 9 ; получимъ R = 8 5 9 , 4 3 7 геогр. мил. съ 
точностью до 0 , 0 0 1 географической мили. 

1 1 3 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Т а к ъ какъ длина полуокружности, описанной 
радіусомъ R , равна x R , то длина дуги, содержащей одинъ градусъ, 
равна /'УФ «іѣдовательно длина L дуги, содержащей п градусовъ и 

описанной радіусомъ R , выразится чрезъ 

1. = ш" (!)• 
Изъ этого выраженія выводятся двѣ слѣдующія формулы 

1 8 0 L , 0 ч „ 1 8 0 L , о ч  
п = (2) и ß =  

по которымъ возможно вычислить число градусовъ и радіусъ какой-
нибудь д у г и , зная ея длину. 

П р и м ѣ р ы . 

1) Радіусъ окружности содержитъ 4x'jï дюйма; сколько 
дюймовъ содержитъ длит дуги, равной 25°45'? 

В ъ формулу ( 1 ) подставивъ 2 5 s / * — 1 0 3 / * внѣсто п, 4 , 5 вмѣ- 
сто R и 3 , 1 4 вмѣсто х , получимъ 

т 3,14 X 4,5 X ЮЗ о Л0 1 L = - " І 8 0 Х 4 = 2 , 0 2 1 дюйма. 
2) Сколько градусовъ, минуть и секундъ содержитъ дуга, 

длина которой равна ея радіусу ? 
По формул! ( 2 ) мы иміемъ  

и = 1 8 0 о х 0 , 3 1 8 3 0 9 8 8 = 5 7 ° 1 7 ' 4 4 , 8 " . 



3) Вычислить радгусъ дуги, содержащей 30 градусовъ и 1 
футъ длины. 

По формулѣ ( 3 ) мы имѣсмъ 

R ft W = V = G X ° > 3 1 8 3 = ФЗ™-
1 1 4 . Теорема. Подобный дуги пропорцгоналімы ихъ ра-

диуса мъ. 
Д в ѣ дуги разныхъ круговъ, называются подобными, если соот-

вѣтствующіе имъ центральные углы равны. 
ЬІазовемъ чрезъ L и L ' длины двухъ д у г ъ , чрезъ Е и В / ихъ 

радіусы и чрезъ п и п' соотвѣтствующіе центральные углы; полу-
чимъ равенства ( 1 , 1 1 3 ) 

т - В п J , r R ' n ' 
i j — ~Ï80 И L ~ "180 • 

Раздѣливъ первое равенство по-члеиио на второе, получимъ 
L _ R 
L ' ~ ~ R7 * 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

2 1 4 ) Вычислить окружность круга, котораго діаметръ равенъ: 
а) 51,5 дюйма, Ъ) 3, 8 дюйма и с) 7/Ѣ дюйма *). 

215) Иосредствомъ мѣрной тесьмы найдена окружность ствола де-
рева въ 11,775 фута. Онредѣлить діаметръ дерева. 

216) Экипажное колесо, нмѣющее въ діаметрѣ 4 фута, сдѣлало  
при своемъ движепіи 864 оборота. Сколько верстъ нробѣгало это 
колесо? 

217) Опрдѣлить діаметръ колеса, которое на протяженін 2,272 
версты сдѣлало 500 оборотовъ. 

218) Бокъ квадрата, вписаннаго въ кругѣ, равенъ 1,8 дюйма. 
Сколько дюймовъ содержите окружность этого круга? 

219) Перпметръ правильнаго шестиугольника, вписаннаго въ 
кругѣ, содержите 45 дюймовъ. Сколько дюймовъ содержите окруж-
ность этого круга? 

220) Требуется приготовить экинажныя колеса такимъ образомъ, 

') Взять 4,13 для тт. 



чтобы заднее колесо сдѣлало 30 оборотов» въ то время, когда перед-
нее дѣлаетъ 40 оборотов». Сколько фѵтъ долженъ содержать діаметръ  
передняго колеса, если окружность задняго равна 11.775 фута? 

221) Сколько дюймов» содержит» радіѵсъ окружности, дуга кото-
рой равна 70,4 дюйма и соотвѣтствующій центральный уголъ равен» 
64°? 

222) Сколько дюймовъ содержит» окружность круга, въ которомъ 
хорда, равная 18 дюймам», отстоит» отъ центра на 16 дюймов»? 

223) Онредѣлнть длину дуги, описанной радіусомъ въ 7 дюймов» 
и соответствующей центральному углу въ 97°13 '15" . 

224) Сколько градусовъ, минут» и секунд» содержит» централь-
ный уголъ, которому соответствует» дуга въ 3,75 дюйма, описанная 
радіусомъ въ 10,25 дюйма? 

225) Дуга, соответствующая центральному углу въ 112°, 4 дюй-
мами больше радіуса. Сколько дюймовъ содержит» эта дуга? 

226) Окружность круга больше ея діаыетра 8 дюймами. Сколько 
дюймовъ содержит» этот» діамегръ? 

227) Окружность круга и ея діаметръ содержат» вмѣстѣ 104,04 
дюйма. Сколько дюймовъ содержит» окружность? 

228) Въ круге вппсапъ правильный восьмиугольник», стороне 
котораго соответствует» дуга въ 13,5 дюйма. Сколько дюймовъ со-
держит» радіусъ этого круга? 

229) Сколько градусовъ содержат» центральные углы, которым» 
соответствуют» дуги, равныя '/«" , ' /»" , ' /з* , і/з І Т? 

230) Оконечность минутной стрѣлкн часовъ, содержащей 5 дюй-
мов» длины, описала дугу въ 7 дюймовъ. Сколько градусовъ, минуть 
и секунд» содержит» центральный уголъ, соответствующей этому 
пройденному пути минутной стрѣлки? 

231) Сколько градусовъ, минуть и секунд» содержит» централь-
ный уголъ, которому соответствует» дуга, равная утроенному ра-
Діусу? 

232) Къ окружности, описанной радіусомъ въ 3,75 дюйма, прове-
дены двѣ касателыіыя нодъ угломъ въ 45°. Сколько дюймовъ содер-
жит» дуга, заключенная между этими касательными? 

233) Сколько футов» пробегает» въ секунду точка окружности 
машиинаго колеса, котораго діаметръ равен» 12 футам», если въ ми-
нуту это колесо дѣлаетъ 40 оборотов»? 



234) Описаны двѣ дуги L и L' равной длины: дуга L радіусомъ  
въ 0,25 фута и дуга L' радіусомъ въ 0,18 фута. Сколько градусовъ и 
мииутъ въ дугѣ L', если дуга L содержит» 1б°30'? 

235) Два города А и В лежать на параллельном» кругѣ, котораго раді- 
усъ равенъ 572 географическим» милям»; долгота города А равна 54°20' 
и долгота города В равна 75°. Сколько географических» миль содер-
жит» разстояніе между городами А и В иа параллельном» кругѣ ' )? 

236) Длииа дуги, соответствующей центральному углу въ 112°, 
4 дюймами больше радіуса. Сколько дюймов» содержит» длина 
дуги? 

237) На сколько периметр» правильнаго десятиугольника, пмею-
щаго сторону въ 12 футъ, больше вписанной въ нем» окружности? 

238) На сколько периметр» правильнаго двенадцатиугольника 
меньше описанной около него окружности, коей радіусъ равеиъЭфу-
тамъ? 

О Т Д Ѣ Д Ъ I I . 

п л о и д А д и . 

П Е Р В А Я Г Л А В А . 
« 

Площади: прямоугольника, параллелограма, треугольника, трапеціи и много-
угольника. Задачи построенія. 

1 1 5 . Величина протяженія какой-либо плоской фигуры назы-
вается площадш. 

Извѣстно, что д в е совмѣщающіяся фигуры называются равными. 
Если площади двухъ несовмещаюіцихся фигуръ равны, то эти фи-
гуры называются равномерными. 

Если какая-либо сторона треугольника принимается за его осно-

' ) В ъ этой и слѣдующихъ задачахъ взять - = 3 ,1416. 



вате, то перпендикуляръ, опущенный на нее изъ противоположной 
вершины, есть высота треугольника. 

Принявъ одну изъ сторонъ параллелограма за его основаніе, мы 
называемъ его высотою разстояніе между основаніемъ и нротиволе-
жащимъ бокомъ. 

Если одна изъ сторонъ прямоугольника принимается за его осно-
ваніе, то перпендикулярная къ ней сторона будете высотою прямо-
угольника. 

Разстояпіе между основаньями трапеціи называется ея высотою. 
11G. Теорема. Два прямоугольника, имѣющіе ту-же са-

мую высоту, пропорціоналъны ихъ основаніямъ. 
Дано (фиг. 1 9 2 ) : В С = бс. Требуется доказать, что 

Фиг. 192 . A B C D _ A B 

Ä j _ abed — ab • 
1) ІІредположимъ, что основанія A B  

и ab соизмѣримы, и что ихъ общая мѣра  
к содержится m разъ въ A B и n разъ 
въ ab. Отложивъ общую мѣру к на пря-

мыхъ A B a ab, а чрезъ иолученныя точки дѣленія проведя прямыя 
параллельно къ ирямымъ A D и ad, мы раздѣлимъ ирямоугольникъ 
A B C D на m равныхъ прямоугольниковъ Р , и abed на n такихъ-же 
прямоугольниковъ Р ; тогда получимъ 

A B C D т . Р 
н л и 

A B C D _ т п . 
abed ~ n • '' 

но также а1)- ( 2 ) ; слѣдовательно получится 
A B C D A B . . . . 

' äbcd ~~ ab •••• 
2 ) Докажемъ теперь, что выведенная пропорція ( 3 ) также спра-

ведлива для несоизмѣримыхъ основаній A B и ab. Для этого отло-
жимъ на основаніи A B часть А Е = ab (фиг. 1 9 3 ) и проведемъ пря-
мую E F перпендикулярно къ A B ; получимъ ирямоугольникъ A E F D , 



-Ai 

6 

Фиг. 193. равный прямоугольнику abed, потому-что А Е = 
г с ab и A D = ad. Раздѣляя прямую A B на про-

извольное число равныхъ частей, мы замѣча- 
емъ, что ни одна точка дѣлепія не совпадетъ 
съ точкою Е , потому-что въ нротивномъ слу-

чаѣ прямыя A B и А Е (или ab) были бы соизмѣримы. Чрезъ точки 
Н и L дѣленія, ближайшія къ точкѣ Е , проведемъ прямыя Н О и 
L K параллельно къ E F ; получимъ два ирямоугольпика 

A D G H > A D F E и A D K L < A D F E . 
Отсюда слѣдуетъ, что 

^ABCD ABCD 
A D F E ' 5ÂDGH И  

_ABCD^ ABCD  
A D F E ^ A D K L ' 

По соизмѣримости прямыхъ A B и А Н , и прямыхъ A B и A L мы 
имѣемъ 

ABCD A B ABCD _ A B 
' ADGH — АН И ÄDKL — AA" 

В ъ выведенныхъ неравенетвахъ замѣнивъ отношенія равными 
имъ отношеніями, получимъ 

ABCD ... A B ABCD ... AB 
" A D F E АН И ADFË" < AL И Л И 

AB ABCD AB , , v 
AH A D F E " < "AL" I 4 ) " 

Т а к ъ какъ А Е > A L и А Е < А Н , то 
A B . AB A B - AB 

~ÄE > АН И АЕ" < AL И Л И  

AB „ A B „ AB 
AH A E < A L  

TT / i - л . ABCD AB 
Изъ неравенствъ ( 4 и о ) видно, что отпошешя - ^ p p g и - A E -

V AB AB • , 

заключаются между дробями А В и A L , которыя могутъ быть сбли-
жены, какъ угодпо. В ъ самомъ д ѣ л ѣ , раздѣленіемъ стороны A B на 
весьма большое число равныхъ частей увеличится прямая A L и умень-
шится прямая А Н , т. е. точки H и L приближаются къ точкѣ Е ; 

15* 



вслѣдствіе чего дробь уменьшится и дробь увеличится. Если 
же раздѣлить прямую A B на безконечное число равныхъ частей, то 
дроби и t t могутъ быть сближены такимъ образомъ, что ихъ 
разность сдѣлается меньше всякой произвольно малой величины. Но 

. . „ A B A B 
к а к ъ мала ни была разность дробей д ь и д н всегда должны нахо-

. A B C D A B 

дитъся между ними отношенія - ^ y ) F F и д к ; а по предъидущему ( 1 7 ) 
извѣстно: если между двумя величинами, которыхъ разпость можетъ 
быть сдѣлана меньше всякой произвольно малой величины, заклю-
чаются двѣ другія величины, то послѣднія должны быть равны между 
собою; слѣдовательно 

ABCD _ A B 
A D F E — А Е И Л И  

J I B C D _ A B  
abed ab ' 

1 1 7 . С Л И Д С Т В І Е . В ъ прямоуголъникахъ A B C D и abed мы мо-
жемъ принять прямыя AD и ad за основанія; тогда прямыя AB и 
ab будутъ высотами этихъ прямоугольниковъ и слѣдовательно дока-
занная пропорція ( 3 ) о з н а ч а е т , что два прямоугольника, имгью-
щіе равныя основаны, пропорциональны ихъ высотамъ. 

118. Теорема. Два Прямоугольника отгюсятся между собою, 
какъ произведены ихъ основаны на соотвѣтствующія высоты. 

m г A B C D A B X A D , , . а л . 
Требуется доказать, что ^ â b c T ~ ~ W x H d 

ф и г 1 9 4 На прямой A D отложимъ А Е = ad 
в к и проведемъ прямую E F параллельно къ 
,[. F A B . Т а к ъ какъ нрлмоугольпики A B C D 

и A B F E имѣютъ общее основаніе A B , то 
% Л В ABCD AD 

A B F E А Ё " 

Прямоугольники A B F E и abed имѣютъ равныя высоты А Е и 
ad; слѣдовательно 

A B F E AB 
abed ab ' 



Изъ этихъ двухъ пропорцій по нредъидущему ( 1 5 ) получимъ 
А В С Р _ AD AB 
abed ~ АЁХ ab ИЛИ 

АВСР A B AD AB X А Р 
X abed ab ad ab X ad ' 

119. Теорема. Площадь прямоугольника измеряется про-
шведеніемъ числа линейныхъ единицъ, содержащихся въ ею осно-
ваніи, на число пиъхъ-же линейныхъ единицъ, содержащихся въ 
его высоте. 

Вычислить площадь прямоугольника значите : найти ея отноше-
ніе къ площади, принятой за единицу площадей. Единица или мѣра  
площадей есть квадратъ, бокъ котораго равенъ какой-нибудь мѣрѣ  
длины; такъ напримѣръ квадратъ, бокъ котораго равенъ аршину, 
есть квадратная мѣра (мѣра площадей), называемая квадратнымъ 
аршиномъ. 

Даны (фиг. 195)'прямоугольникъ A B C D и квадратъ abed, бокъ 
Фиг. 195. . котораго равенъ какой-нибудь линейной 

с мѣрѣ. Основываясь на теоремѣ ( 1 1 8 ) , 
мы имѣемъ 

ABCD _ А В AD 

abed ab ^ ad '  
в т. е. квадратъ abed, принятый за еди-

ницу площадей, содержится въ прямоугольнике A B C D столько разъ, 
сколько получится отъ умноженія числа линейныхъ единицъ, содер-
жащихся въ основаніи A B , па число техъ-же единицъ, содержащихся 
въ высоте A D . Отсюда слѣдуетъ: чтобы узнать, сколько квадрат-
ныхъ мѣръ abed содержите прямоугольникъ A B C D , должно изме-
рить основаніе A B и высоту A D линейною мѣрою ab и полученныя 

, ABCD A B AD 
числа перемножить; следовательно назвавъ числа a b c d , a / j , a d 

соответственно чрезъ Q, В и Н , получимъ формулу 
Q = В X Н , 

которая выражается вотъ какъ: площадь прямоугольника равна 
произведенью основанія на высоту. 



Прішѣры. Найти площадь пола, коего длина равна 53/і  
аршина и ширина содержитъ 4ь/ъ аршина. 

По выведенной формул! мы ияѣемъ 
Q = 5 3 А X 45/А = 2 6 19/З2 квадр. ар. 

или 2 6 квадр. ар. 1 5 2 квадр. верш. 
Сколько сажень длины содержитъ прямоугольное поле, рав-

ное 1 десятингь, если ею ширина равна 52 саженямъ? 
Изъ выведенной формулы мы получимъ 

г» Q 
В - - ц . 

Замѣнимъ Q числомъ 2 4 0 0 , потому-что десятина равна 2 4 0 0 
квадр. саж., и H числомъ 3 2 ; получимъ 

В = 2 4 0 0 / З 2 = 7 5 с а ж е н я м ъ . 

1 2 0 . С Л Ъ Д С Т В І Е . Означивъ чрезъ В отношеніе бока какого-
нибудь квадрата къ линейной м ! р ѣ , мы узнаемъ по формул! (теор. 
1 1 9 ) , что площадь квадрата равна 

Q = В X В = В 2 

или площадь квадрата равна вгпорой степени одного изъ его боковъ. 
Вторая степень какого-нибудь числа можетъ быть принята за 

площадь квадрата, котораго бокъ равенъ этому числу. Этимъ объ-
ясняется однозначность словъ „ к в а д р а т ъ " и „вторая стень" , употре-
бляемыхъ въ Алгебр! . 

121. Теорема. Квадратъ, построенный на суммгь двухъ 
прямыхъ,, равенъ суммгь квадратовъ, построенныхъ на этихъ пря-
мыхъ, вмѣстѣ съ удвоеннымъ прямоуголіникомъ, коего высота и 
основаніе соответственно равны даннымъ прямымъ. 

Фиг. 196. Дано (фиг. 1 9 6 ) АС = A B + В С . Требуется 
в доказать, что A C 2 = А В 2 + В С 2 + 2 А В . В С . 

На прямой АС построимъ квадратъ A C D E . Чрезъ 
г точку В проведемъ В К параллельно къ А Е . отло-

жимъ А Н = A B и чрезъ H проведемъ H F парал-
лельно къ А С ; тогда квадратъ A C D E разложится 

л ш е 



на два квадрата A B G H , D F G K и два прямоугольника B C F G и 
E H G K . По предъидущему ( 1 1 9 , 1 2 0 ) извѣстно, что A C D E = А С 2 , 
A B G H = A B 2 , D F G K = В С 2 , B C F G = B G . B C = A B . B C , E H G K 
= H G . D F = A B . B C ; слѣдовательно 

A C D E = A C 2 = A B 2 + B C 2 + 2 A B . B C . 
Означивъ длину A B чрезъ а и длину В С чрезъ б, мы имѣемъ  

А С 2 = ( а + б ) 2 = я 2 + б 2 + 2ab. 
Отсюда мы заключаемъ, что выведенная формула соотвѣтствуетъ  

формулѣ, выражающей вторую степень суммы двухъ количествъ. 
122. Теорема. Квадрата, построенный на разности двухъ 

прямыхъ, равенъ сумме квадратовъ, построенных« на этихъ 
прямыхъ, безъ удвоенного прямоугольника, коею высота и осно-
ваніе соответственно равны даннымъ прямымъ. 

Дано (фиг. 1 9 6 ) A B = АС — В С . Требуется доказать, что 
A B 2 = А С 2 + В С 2 — 2 A B X В С . 

Прямоугольники D F H E и B C D K равны и ирямоугольникъ B C F G  
— B C D K — D F G K . Квадратъ A B G H равенъ A C D E — D F H E — 
B C F G или 

A B G H = A C D E — D F H E — B C D K + D F G K ; 
но A B G H = A B 2 , A C D E = A C 2 , D F H E = D E X D F =  
AC X В С , B C D K = CD X В С = AC X В С , D F G K = K D 2 = 
В С 2 ; слѣдовательно 

A B 2 = A C 2 — AC X В С - AC X В С + В С 2 или 

A B 2 = Ä C 2 + В С 2 — 2АС X ВС. 
Означивъ длину АС чрезъ а и длину В С чрезъ б, получимъ выра-

женіе 
{ а — б ) 2 = я 2 + б 2 — 2 а б , 

совершенно однозначущес съ алгебраическимъ выраженіемъ второй 
степени разности двухъ количествъ. 



128. Теорема. Площадь параллелограма измеряется про-
извсденіемъ ею основания на высоту. 

Изъ вершины А и В параллелограма A B C D (фиг. 1 9 7 ) опу-
Фиг. 197. стивъ перпендикуляры А Е и B E на противо-

4 = 7 j s ноложпый бокъ DC, получимъ прямоугольникъ 
/ j / i A B F E , равпомѣрный данному параллелограму. 

А - ' Г l j В ъ самомъ д ѣ л ѣ , параллелограмъ A B C D = 
s c F трапеціи А Б С Е + треуг. A D E и прямоуголь-

никъ A B F E = трапеціи А Б С Е + треуг. B C F ; но треугольники 
A D E и B C F равны, потому-что Ä D = В С (противолежащія стороны 
параллелограма), А Е = B F и A E D = L B F C = 9 0 ° . Известно, 
что площадь прямоугольника, коего основапіе A B равно В п высота 
А Е равна Н , выражается чрезъ Q = В X Н ; следовательно пло-
щадь параллелограма A B C D , равномерпаго прямоугольнику A B F E ,  
выразится также чрезъ 

Q = В X Н . 
Отсюда следуете : чтобы найти площадь параллелограма, должно 

измѣрпть его основание и высоту и потомъ перемножить найденныя 
числа. 

С Л В Д С Т В І Е . Д в а параллелограма съ равными основаніями и рав-
ными высотами равномерны. 

Д в а параллелограма относятся между собою, какъ произведенія  
ихъ основаиій на высоты. 

Д в а параллелограма съ равными высотами иронорціональны ихъ 
основаніямъ. 

Д в а параллелограма съ равными основапіями пропорціопальны  
ихъ высотамъ. 

1 24. Теорема. Площадь треугольника равна половине про-
изведенья ею основанья на высоту. 

Чрезъ вершины А и С (фиг. 1 9 8 ) даннаго треугольника А Б С 
проведя прямыя A D и CD соответственно параллельно къ сторонамъ 



В С и A B , получимъ параллелограмъ A B C D .  
Треугольникъ A B C составляет половину па-
раллелограма A B C D , потому-что всякій парал-
лелограмъ раздѣляется діагональю на два рав-
ные треугольники ( I , 8 4 ) . Такъ какъ пло-
щадь нараллелограма A B C D равпа нроизведе-

нію его основанія ВС на высоту А Е ( 1 2 3 ) , то площадь треугольника 
A B C должна равняться половинѣ лроизведенія его оспованія ВС на 
высоту А Е ; слѣдовательно означивъ чрезъ В число липеіпіыхъ мѣръ,  
содержащихся въ основапіи В С , и чрезъ H число тѣхъ-же мѣръ,  
содержащихся въ высотѣ А Е , получимъ формулу 

Q = H = B . F . 

С Л Ъ Д С Т В І Е . Д в а треугольника съ равными основаніями и рав-
ными высотами равномѣрны. 

Д в а треугольника относятся между собою, какъ произведенія ихъ 
основаній па высоты. 

Д в а треугольника съ равными высотами пропорціональны ихъ 
основаніямъ. 

Д в а треугольника съ равными основаніями пропорціональпы ихъ 
высотамъ. 

Треугольники A B C , A D C , А Е С (фиг. 1 9 9 ) равномѣрны. В ъ 
Фиг. 199. самомъ дѣлѣ , у нихъ общее основаніе АС, и 

ихъ высоты B F , DGr, Е Н равны, потому-что 
вершины В , D , Е находятся на прямой B E ,  
параллельной къ основанію АС. 

125. Задача. Но даннымъ сторонамъ 
треугольника определить его площадь. 

1) Данъ равносторонній треугольникъ A B C , котораго бокъ ра-
венъ а . Изъ вершины А опустивъ перпендикуляръ х па протнволе-
жащій бокъ, получимъ прямоугольный треугольникъ съ катетами х 



и , и гипотенузою а ; слѣдовательно ( 7 2 ) х — V а 2 — 

2 V 3 . По извѣстному основанію а и вычисленной высотѣ х опре-

дѣлится площадь 
А Б С = І - . * = А 2 . 

2 ) Д а н ъ равнобедренный треугольникъ А Б С , коего основаніе В С 
равно а и бокъ A B равенъ с . Изъ вершины А опустивъ перпенди-
куляръ X на основаніе В С , получимъ прямоугольный треугольникъ, 

і/~9 в* v tt 
въ которомъ ( 7 0 ) катетъ х— V с2 4 = - - 2 . Площадь 
даниаго треугольника равна 

ах |/4с» — ат __ а V а) i'lc^ä)  
О — 2 4 4 • 

3 ) Д а н ъ разносторонній треугольникъ A B C (фиг. 1 7 4 ) , въ ко-
торомъ A B = с, АС = b и В С = а. Означивъ высоту A D этого тре-
угольника чрезъ X и отрѣзокъ В І ) чрезъ у , получимъ DC = a — у , 
X 2 = г 2 — у 2 ( 1 ) изъ прямоугольиаго треугольника A B D и 
х2= Ь2 — ( а — у)2.... ( 2 ) изъ прямоугольиаго треугольника A C D . 

Изъ уравненій ( 1 ) и ( 2 ) составится уравненіе  
съ — уЪ — Ъ2 — ( я — у)2 или 
с2 — Ь2 — а2-\-2ау: откуда 

а'+с' — Ь* 
у =—уйг 

Подставивъ найденную величину у въ уравненіе (.1), получимъ 

_ f 2ас + а1 + с" — Ь' Д F 2ас — а г — с» + Ь8 Л 

— V 2а J V 2а ) 
__ ^ ( а + с) ' — Ь 8 ^ — ( а — С)»^ 

(аЛ-г. 4- Ѵ\іаА- с — Ь Ш 4- а — с) (Ь 4- с — аі 



х _ V f t a - f 6 + с) (a - f ft — с) ( а + с — Ь) (Ь + с — а ) 
2а " " ' 

Площадь S треугольника А Б С ( 1 2 4 ) равна 
_ а х — V (а + Ь + с) (а + Ъ — с) (g + с - Ъ) (Ь + с — а) 

2 

Чтобы дать этому выраженію простѣйіиій видъ, назовемъ полу-
периметръ а + 2 + ' чрезъ р ; тогда 

а-\-Ь-{-с = 2р, а-\-Ъ — с— 2р-— 2с = 2(р— с), 
а+с—Ъ=2р — 2Ъ = 2(р — Ь), 
Ъ-\-с— « = 2р—2а—2(р — Й) и 

g = i f 2р. 2(р-а). Цр — Ь). Цр — с) или 

S = Ур{р — Й) (р — Ъ) ір — с). 

Примѣры. 1) Найти площадь равносторонняго треуголь-
ника, коего бокъ равенъ одной сажени. 

В ъ формулѣ — f t 3 подставивъ а = 1 , получимъ 

S = 1 3 = 0 , 4 3 3 квадр. сажени. 
2 ) Найти площадь равнобедреннаго треугольника, коею бокъ 

содержитъ 12 футъ и основаніе равно 15 футамъ. 
В ъ выведенной формулѣ подставивъ а = 1 5 и с = 1 2 , полу-

чимъ 
а _ 1 5 Ѵ (24 + 15) (24 — 15) 1 5 ] / Ш 
о = у к І ~ ^ — = 7 2 , 2 2 9 квадр. фут. 

3) Найти площадь треугольника, коего стороны суть а — 
8,13 фут., Ъ — 5,67 фут. и с — 6,3 фут. 

Полупериметръ этого треугольника равенъ р= 1 0 , 0 5 ; слѣдова- 
тельно р — а= 1 , 9 2 фут. ,р — Ь = 4 , 3 8 фут . , р — с = 3 , 7 5 
фут. и 
S = ) / l 0 , 0 5 X 1 , 9 2 X 4 , 3 8 X 3 , 7 5 = 1 7 , 8 квадр. фут. 

1 2 6 . Площадь трапецги равна полусумма, ея основаній, по-
множенной на высоту. 



Продолжпвъ стороны A B и DC (фиг. 2 0 0 ) данной трапеціи  
Фиг. 200. A B C D , отложимъ B F = DC и С Е = A B , 

t и проведемъ прямую E F . Такъ какъ DC 
/ = B F и С Е = A B , то непремѣнно  

/ DC + С Е = A B + B F или D E = A F .  
я г По равенству и параллельности пря-

мыхъ D E и A F мы заключаемъ, что четыреугольникъ A D E F парал-
лелограмъ; следовательно стороны A D и E F равны и параллельны. 
Трапеціи A B C D и B C E F равны, потому-что сторона В С общая, A B  
= СЕ, DC = B F , A D = E F , L A B C = L В С Е , B C D = С Б Е , 
L ADC = L A F E , L B A D = L D E F ; откуда 

A D E F = A B C D + B C E F = 2 A B C D и 
A B C D = V 2 A D E F ; но ( 1 2 3 ) 
A D E F = A F X D H = ( A B + B F ) X D H = ( A B + DC) X D H ; 

следовательно 
A B C D = 7 ^ A B + D C ) X D H . 

С Л Ѣ Д С Т В І К . Зная ( 1 , 1 0 7 ) , что хорда MN трапеціи A B C D равна  
7 2 ( A B + D C ) , мы подставимъ M N въ выведенной формуле; полу-
чимъ 

A B C D = MN X D H , 
т . е. площадь трапецги равна произведенью ея хорды на высоту. 

127. Задача. Вычислить площадь какого-нибудь многоуголь-
ника. 

1) Проведя діагонали G B , GC, F C , F D (фиг. 2 0 1 ) , опустимъ 
па нихъ перпендикуляры В К , F L , СМ, 
E N и иерпендикуляръ G H на A B . По-
томъ измеримъ основанія A B , GC, F D  
и высоты G H , В К , F L , CM, E N , и вы-
числимъ площади треугольниковъ A B G ,  
СВСт, C G F , C D F , D E F . Наконецъ сло-

" живъ эти площади, получимъ площадь 
даннаго многоугольника. 



2 ) Соедииимъ точку 0 (фиг. 2 0 2 ) , взятую внутри даннаго мно-
Фиг. 202. гоѵгольника, съ его вершинами. Потомъ пзмѣримъ 

V а 
F / Ѵ \ & стороны даннаго многоугольника и перпендикуляры 

л + \ \ / Г > с O F , 0 G , О Н , O K , O L , опущенные па них» изъ 
/н точки 0 . Вычисливъ площади треугольниковъ А В О , 

В С О , CDO и т . д. и взявъ ихъ сумму, получимъ 
площадь дапнаго многоугольника. 

3 ) Проведя діагональ между отдалепнѣіішнми вершинами А и 
D дапнаго многоугольника (фиг. 2 0 3 ) , опустимъ на нее перпепдику-

Фиг . 203. Л Я р Ы B L , СО, Е Р и т . д . изъ всѣхъ 
вершинъ; этими перпендикулярами мно-
гоугольник» раздѣлигся па трапеціи и 
прямоугольные треугольники. Измѣривъ  
прямыя А К , A L , К М , L O , M N , K P ,  
OD, P D и проведенные перпендикуляры, 

вычислим» площади образовавшихся трапецій и :прямоугольных» тре-
угольниковъ. Наконец» сложим» эти площади, чтобы получить пло-
щадь даннаго многоугольника. 

128. Задача. Построить треугольникъ, равномерный дан-
ному параллешраму A B C D , такимъ образомъ, чтобы основание 
треугольника равнялось основапію параллелограма. 

Продолжив» высоту F D (фиг. 2 0 4 ) , отложим» D E = D F и про-
Фиг. 204. ведем» прямыя Е А и Е В ; получимъ требуе-

мый треугольникъ A B E . В ъ самомъ дѣлѣ ,  
площадь A B C D = A B X D F и площадь A B E 
= A B X E F = A B - X 2 D F = A B > < I ) F > 

129. Задача. Обратить данный тре-
угольникъ въ равномгьрный ему равнобедрен-
ный треугольникъ. 

Изъ средины D (фиг. 2 0 5 ) основанія В С даннаго треугольника 



A B C возставимъ периендикуляръ D E до пересѣчеиія Е съ прямою 
Фиг. 205. д д проведенною чрезъ вершину А параллель-

но къ В С . Соединпвъ точку Е съ вершинами 
В и С, получимъ требуемый треугольникъ Е В С . 
В ъ самомъ дѣлѣ , треугольники A B C и Е В С 
равномѣрны ( 1 2 4 ) и треугольникъ Е В С рав-
нобедренный, потому-что ( I , 4 9 ) В Е = С Е . 

129. Задача. Па данной прямой m построить параллело-
грамъ, равномерный данному парал.гелоіраму A B C D (фиг. 2 0 6 ) . 

ф и г- 206. Н а продолженіи стороны В А отло-
в к F жимъ А Е = т , и чрезъ Е и D прове-

, ' "Л демъ прямую до пересѣченія F съ про-
\ долженнымъ бокомъ ВС. Чрезъ F про-

ведемъ F H параллельно къ Е В , и чрезъ 
a g Е прямую Е Н параллельно къ B F . На-

конецъ продолживъ бокъ A D до пересѣ- 
ченія К съ прямою F H , и бокъ CD до пересѣченія G съ прямою 
Е Н , цолучимъ требуемый нараллелограмъ D G H K . В ъ самомъ дѣлѣ  
( I , 9 2 ) , треуг. A D E = треуг. G D E , треуг. C D F = треуг. K D F ;  
слѣдовательно треуг. A D E + т р е у г . C D E = треуг. G D E + т р е у г . 
K D F . Также треуг. E F B = треуг. E F H , слѣдовагельно  

треуг. E F B — (треуг. A D E + т р е у г . C D F ) = 
треуг. E F H — (треуг. G D E + треуг. K D F )  

или параллелограмъ A B C D равномѣренъ параллелограму D G H K ,  
коего бокъ DG = А Е = т . 

130. Задача. Па данной прямой m построить прямоуголь-
никъ, равномерный квадрату, коею бокъ равенъ прямой а. 

Означивъ высоту искомаго прямоугольника чрезъ х , получимъ 
э т а 

т.х — а% откуда — = -—. 
Чтобы найти высоту х прямоугольника, должно провести каса-

тельную E F = а къ какой-нибудь окружности С (фиг. 2 0 7 ) , и изъ 



Фиг. 207. 

Е 
точки F описать дугу радіусомъ m до нересѣ-
G съ окружностью. Проведя прямую F G , но-

/ о о ч F G F E „ . _ лучимъ ( 8 3 ) F E = F i j . Сравненіемъ этой про-

порцш съ пропорцию ( - - = мы заключа-
чаемъ, что х = FH. 

131. Задача. Обратить данный многоугольника AI3CDEF 
es равномерный ему треугольникъ. 

Фиг. 208. 

Проведем» діагональ А Е (фиг. 208) 
и къ ней параллельно прямую FG чрезъ 
вершину F до пересѣченія G съ продол-
женным» боком» В А . Соединив» точки 
Е и G, получимъ пятиугольник» BCDEG,  
равномѣрный данному многоугольнику 
ABCDEF. В ъ самомъ д ѣ л ѣ , 

площ. ABCDEF = площ. ABCDE+площ. AEF,  
площ. BCDEG = площ. ABCDE + площ. A EG и 

треугольники AEF и AEG равномѣрны, потому-что у них» общее 
основаніе А Е и ихъ вершины находятся на прямой FG, параллель-
ной къ А Е (124). 

В ъ пятиугольник! BCDEG проведем» діагональ Е С и къ ней 
параллельно чрезъ вершину D прямую DH до пересѣченія H съ про-
долженным» боком» В О . Соединив» точки Е и Н , получимъ четыре-
угольникъ BHEG, равном!рный пятиугольнику BCDEG, потому-что 

площ. BCDEG = площ. BCEG-f-шющ. CED,  
площ. BHEG = площ. BCEG-f-площ. С Е К 

и треугольники CED и С Е Н , имѣющіе общее основаніе С Е и равныя 
высоты (по параллельности прямыхъ DH и С Е ) , равном!рны. 

Т а к ъ какъ площ. BCDEG = площ. ABCDEF и площ. BCDEG  
= площ. BHEG, то площ. B1IEG = площ. ABCDEF. 



В ъ четыреугольннкѣ В H E G проведемъ діагональ B E и къ ней 
параллельно чрезъ вершину H прямую Н К до пересѣченія К съ про-
должепнымъ бокомъ G B . Соединивъ точки Е и К , получимъ тре-
угольпикъ E G K , равномѣрный четыреугольнику B H E G , потому-что 

площ. B H E G = площ. B E G + площ. В Е Н , 
площ. E G K = площ. B E G + площ. В Е К 

и треугольники В Е Н и В Е К , пмѣющіе общее основаніе B E и рав-
ныя высоты (но параллельности прямыхъ К Н и В С ) , равномѣрны. 

Т а к ъ какъ площ. B H E G = площ. A B C D E F и площ. B H E G = 
площ. E G K , то площ. E G K = площ. A B C D E F . 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

239) Прямоугольный садъ, пмѣющін 35 сажень длины, содержите 
857'/г квадр. саж. Сколько сажень содержите его ширина? 

240) Высота ромба, содержащаго 473,68 квад. футъ, равна 12,4 
фута. Сколько футе содержите, бокъ этого ромба? 

241) Нернметръ прямоугольника содержите 24,54 фута п осно-
ваніе вдвое больше высоты. Сколько квадратныхъ футъ содержите 
площадь этого прямоугольника? 

242) Вычислить площадь треугольника, коего основаніе равно 
56,8 фут. и высота равна 80,7 фута. 

243) Вычислить площадь прямоугольнаго треугольника, котораго 
катеты равны 248,2 саж. и 160,5 саж. 

244) Площадь треугольника содержите 125,36 квад. саж. п его 
высота равна 18,4 саж. Сколько сажепь содержите его основаніе? 

245) Вычислить площадь ромба, діагоналц котораго равны 8,52 
фут. н 6,38 фут. 

246) Нернметръ трапеціп содержите 122 саж., ея бока равны 36 
саж. и 32 саж., п высота равпа 30,4 саж. Вычислить площадь этой 
трапедіп. 

247) Площадь трапеція содержите 151,9 квад. саж., большее осно-
вание равно 18,6 саж. н высота равна 12,4 саж. Сколько сажень со-
держите меньшее основаніе? 

248) Высота треугольника, содержащаго 44,02 квад. саж., больше  

основанія 8 саженямп. Сколько сажень содержите основаніе ? 



249) Основаніе прямоугольника, содержащая 46,44 квад. саж., 
3 , 2 саженями больше высоты. ВЫЧИСЛИТЬ осиоваиіе И высоту этого 
прямоугольника. 

250) ІІериметръ прямоугольника, содержащаго 20,88 квад. саж., 
13 саженями больше одпой изъ сторонъ. Вычислить стороиы этого 
прямоугольника. 

251) Сумма двухъ квадратовъ содержитъ 900 квад. саж., а ихъ 
разность равна 252 квад. саж. Вычислить стороны этихъ квадра-
товъ. 

252) Сколько сажень должна содержать сторона квадрата, чтобы 
его площадь равнялась площади прямоугольника, нмѣющаго основа-
ніе въ 624,1 саж. и высоту въ 250 саж.? 

253) Вычислить бокъ квадрата, котораго площадь должна рав-
няться суммѣ площадей трехъ квадратовъ, нмѣющихъ стороны въ 
8,4 фута, 17,3 фута н 25,86 фута. 

254) Разность сторонъ двухъ квадратовъ равна 12 саж., а раз-
ность ихъ площадей равна 240 квад. саж. Вычислить бокъ и площадь 
к а ж даго квадрата. 

255) Вычислить площадь равнобедреннаго треугольника, кото-
раго бокъ равенъ 5,25 фута и основаніе равно 8,4 фута. 

256) Нериметръ равнобедреннаго треугольника содержите 24 
фута, и бокъ равенъ 7,5 фута. Вычислить площадь этого треуголь-
ника. 

257) Площадь равнобедреннаго треугольника содержитъ 20,28 
квад. саж. и его бокъ равенъ 6,5 саж. Вычислить основаніе этого 
треугольника. 

258) Вычислить площадь равнобедреннаго треугольника, котораго 
бокъ содержите 40,5 саж. и высота 16,2 саженями меньше осно-
ванія. 

259) Вычислить илощадь равнобедреннаго прямоугольнаго тре-
угольника, котораго гипотенуза равна 8,4 фута. 

260) Вычислить площадь равностороиняго треугольника, кото-
раго бокъ содержитъ 13,6 саж. 

261) Онредѣлить въ десятннахъ іілоіцадь треугольника, котораго 
стороны равны 585 саж., 488 саж. и 137 саж. 

262) Опредѣлить въ квадратныхъ версгахъ площадь треуголь-
ника, котораго стороны равны 1068 саж., 193 саж. и 905 саж. 
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263) Вычислить площадь прямоугольника, котораго основаніе  
равно 306 саж. и діагональ равна 382 ' /г саж. 

264) Вычислить площадь квадрата, если его бокъ вмѣстѣ съ діа- 
гонадыо составляете 100 футе. 

265) Вычислить площадь квадрата, если его периметръ 48 футами 
больше діагонали. 

266) Вычислить стороны прямоугольника, котораго площадь со-
держите 2883 квад. саж. и діагональ равна 77',2 саж. 

267) ВЫЧИСЛИТЬ площадь ромба, котораго сторона равна 3,44 фут. 
и пралежащій къ ней угадь равенъ 60°. 

268) Вычислить площадь ромба, котораго сторона равна 3 ,92 фут. 
и прмлежащій къ ней уголъ равенъ 45°. 

Т Е О Р Е М Ы . 

269) Площадь ромба равна полупропзведенію его діагоналей. 
270) Площадь какого-нибудь четыреугольника равно нроизиеде-

нію его діагоналн на полусумму перттендикулнровъ, онущенныхъ на 
эту діагональ изъ двухъ противолежащпхъ ей верпшнъ четыреуголь-
ника. 

271) Если изъ верпшнъ С и D четыреугольника ABCD опустить 
перпендикуляры CE u DE на длиниѣншую сторону AB, то площадь 
этого четыреугольника равна полупроизведенію отрѣзка АЕ на пер-
пендикуляръ DF, сложенному съ полупроизведеніемъ отрѣзна B F на 
нернендпкуляръ СЕ. 

272) Въ ромбѣ сумма квадратовъ его діагоиалей равна квадрату 
его полу периметра. 

273) Если въ параллелограмѣ ABCD чрезъ точку Е его діагона.ти  
АС провести прямую EG параллельно къ AB н прямую КН парал-
лельно къ AD, то образуются равномѣрные параллелограма BHEG п 
DFEK. 

274) Пзо-всѣхъ треугольниковъ, построенпыхъ на данной прямой 
АВпнмѣющихъ равные углы, протпволежащіе общему основаніюАВ,  
равнобедренный треугольиилъ нмѣете наибольшую площадь. 

275) Если нъ параллелограмѣ ABCD опущены перпендикуляры: 

D E на AB п B F на AD, то должно быть д п = п р • 



2 7 6 ) Разность квадратов», построенных» на двухъ данныхъ пря 
мыхъ, равна площади прямоугольника, коего основаніе равно сумм! 
этихъ нрямыхъ, а высота равна пхъ разности. 

2 7 7 ) Площадь треугольника равна ироизведенію его сторонъ, раз-
дѣлениому на учетверенный радіусь описаннаго круга. 

ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНЫ. 

2 7 8 ) Обратить данный иараллелограмъ ABCD въ такой равнонѣр- 
ный ему параллелограмъ, въ котором» один» изъ угловъ равнялся 
бы данному углу т . 

2 7 9 ) Обратить данный треугольникъ ABC въ такой равномѣриый  
ему треугольникъ, въ которомъ: « ) одна изъ сторон» равнялась бы 
данной прямой m и Ъ) один» изъ угловъ равнялся бы данному 
углу п. 

2 8 0 ) Обратить треугольнпкъ ABC въ такой иараллелограмъ, въ 
которомъ одна изъ сторонъ равнялась бы данной прямой т . 

281Д Раздѣлнть данный треугольникъ ABC на двѣ равныя части 
прямою, проходящею чрезъ точку О, данную на сторон! АС. 

2 8 2 ) Обратить трапецію ABCD въ равномѣриыи ей треугольники 
такимъ образомъ, чтобы въ немъ одиыъ изъ угловъ равнялся углу 
BAD и его высота равнялась в ы с о т ! трапеціи. 

2 8 3 ) Обратить данный треугольник» въ равномѣрный ему тре-
угольник», котораго высота равнялась бы данной прямой т . 

2 8 4 ) Обратить трапецію ABCD въ равиомѣрный ей иараллело-
грамъ такпмъ образомъ, чтобы его высота, сторона и прилежащіе къ 
ней углы соотвѣтственио равнялись в ы с о т ! , сторон! AD и угламъ 
BAD и ADC трапеціи. 

2 8 5 ) Обратить данный пятиугольник» въ равномѣрный ему пря-
моугольник». 

2 8 6 ) Обратить данный треугольникъ ÀBC въ.равномерный ему 
треугольник», котораго сторона пришлась бы на данной прямой MN  
а вершина совпала бы съ вершиною А. 

2 8 7 ) Обратить данный пятиугольник» въ равномерный ему тре-
угольник», стороиа котораго должна лежать на данной прямой MN. 

2 8 8 ) Обратить данный треугольник» ABC въ равномѣриый ему 
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треугольникъ, котораго бокъ долженъ равняться сторон! ВС u уголъ, 
нротиволежащін этому боку, долженъ равняться данному углу т . 

2 8 9 ) Обратить данный треугольникъ ABC въ равномерный ему 
треугольникъ, котораго бокъ долженъ равняться сторон! ВС u уголъ, 
ирилежащт къ этому боку, долженъ равняться данному углу т . 

2 9 0 ) Обратить данный нрямоугольникъ въ равном Ьрный ему ква-
дратъ. 

291) Построить нараллелограмъ, коего периметръ u площадь дол-
жны равняться периметру и площади даннаго треугольника ABC. 

2 9 2 ) Обратить даиный нараллелограмъ ABCD въ равном!риый 
ему нараллелограмъ, котораго стороиы должиы равняться даннымъ 
прямымъ m и п. 

2 9 3 ) Раздѣлпть дапиын параллелограмъ ABCD на д в ! равныя 
части прямою, проходящею чрезъ данную точку М. 

2 9 4 ) Обратить данный нараллелограмъ въ равном!рный ему па-
раллелограмъ, котораго сторона должна равняться дайной прямой m  
« уголъ долженъ равняться данному углу ». 

2 9 5 ) Разд!лпть данный четыреугольнпкъ ABCD на д в ! равныя 
части прямою, проходящею чрезъ вершину А. 

2 9 6 ) Внутри даннаго треугольника ABC найти такую точку, чтобы 
прямыя, соединятощія ее съ вершинами А, В и С, раздѣлили данный 
треугольникъ на три равныя части. 

297) Раздѣлить данный треугольникъ ABC на три равныя части 
прямыми, выходящими изъ точки Р, данной внутри треугольника. 

2 9 8 ) РаздЬлить' данный нараллелограмъ ABCD на четыре равныя 
части прямыми, выходящими изъ вершины А. 

2 9 9 ) Разд!лить трапецію ABCD на четыре равныя части пря-
мыми, проходящими чрезъ вершину А. 

3 0 0 ) Разд Ьлить четыреугольникъ ABCD на д в ! равныя части пря-
мою, выходящею изъ точки F , данной на сторои! ВС. 



ВТОРАЯ Г Л А В А . 

Пиѳагороиа теорема. Площадь правильнаго многоугольника. Площади: круга, 
сектора, сегмента. Задачи построенія. 

132. Теорема. Квадратъ, построенный на гипотенузе 
прямоугольною треугольника, равенъ сумме квадратовъ, по-
ст роенны.гъ на катета тъ. 

На сторонахъ прямоугольнаго треугольника A B C (фиг. 2 0 9 а ) 
построены квадраты A C D E , B C F G ,  
А В Н К . Т а к ъ какъ углы A B C , А В Н , 
C B G прямые, то сторона BG находится 
па продолженіи катета A B и сторона В Н 
яа продолженіп катета С В . Изъ вер-
шины В опустимъ перпендикуляръ B L  
иа гипотенузу АО и продолжимъ его до 
пересѣчепія M съ бокомъ E D . Потомъ 
проведемъ прямыя B E , CK и діагопали  
L E и В К . Треугольники В А Е и LA Е 

равномѣрны, потому-что у иихъ общее основаніе А Е и равныя вы-
соты (по параллельности прямыхъ В М и А Е ) ; но треугольникъ L A E  
составляетъ половину прямоугольника A L M E , слѣдователъно  

треуг. В А Е == 7 г прямоуг. A L M E . 

Треугольники С А К и В А К равномѣрны, потому-что у нихъ об-
щее основаніе A K и равныя высоты (по параллельности прямыхъ А К 
и В Н ) ; но треугольникъ В А К составляетъ половину квадрата А В Н К , 
слѣдовательно 

треуг. С А К = 7 « квад. А В Н К . 
Треугольники В А Е и С А К равны, потому-что В А = А К (сто-

роны квадрата А В Н К ) , А Е = АС (стороны квадрата A C D E ) и 
l D A E = / . С А К (потому - что / . В А Е = / . С А Е + l В А С = 



9 0 ° -( - L В А С и С А К = L В А К + L В А С = 9 0 ° 4 - В А С ) . 
По равенству треугольниковъ В А Е и С А К мы заключаемъ, что 

нрямоуг. A L M E = квад. А В Н К . . . . ( 1 ) . 
Проведя прямыя A F , B D и діагонали B F и L D (фиг. 2 0 9 Ь ) , 

Фиг. 209ь. докажем® по предъидущему, что 
с треуг. B C D = .'/»прпиоуг. IA1DM, 

прлмоуг. L C D M = квад. В C F G . . . . ( 2 ) . 
! \ \ I Сложивъ равенства ( 1 ) и ( 2 ) по-

членно, получимъ 
: ч\ пря.моуг. A L M E + прлмоуг. LCDM = 

£ я Л квад. А В Н К + квад. B Ü F G или 
квад. A C D E Щ квад. А В Н К + квад. B C F G ( 3 ) . 

Прпмѣчаніс. Доказанная теорема есть елѣдствіе теоремы ( 7 2 ) , 
потому-что вторыя степени чиселъ, выражающихъ длину сторонъ A B ,  
В С и АС треугольника A B C , равны площадямъ квадратовъ, по-
строенныхъ на этихъ сторонахъ. 

С Л Ѣ Д С Т В І Е . Выведенное равенство ( 3 ) ыожетъ быть представ-
лено въ слѣдующемъ видѣ 

т . е. квадратъ, построенный на катете прямоугольною тре-
угольника, равенъ квадрату, построенному на гипотенузе, безъ 
квадрата, ггостроеннаго на друг омъ катете. 

1 3 3 . Теорема. Площадь правильнаго многоугольника равш 
произведены его пергшетра на половину апоѳсмы. 

Соединивъ центръ О (фиг. 2 1 0 ) иравильпаго многоугольника 
A B C D E съ вершинами А, В , С . . . , получимъ треугольники О А В , 

треуг. A C F = ' / ? к в а д . B C F G и 
треуг. B C D = треуг. A C F ;  

следовательно 

АС = А В " - | - В С '> откуда получится 

A B 2 = А С 2 - В С 2 , 

2 2 



Фиг. 210. ОВС, 0 0 1 ) которых» основ;)ніи суть сто-
роны A B , В С , O D . . . . и высоты суть апооемы 
О Н , O K , O L . . . . 

Площади этихъ треугольниковъ равны: 
О A B = A B . 0 ® 

, OK 

. о н 

О В О = В О . 2  

OOD = O D . 4 и т. д. 

В з я в ъ сумму этихъ площадей, получимъ  

0 A B + 0 B C + 0 C D + . . . . = ( A B + B C + 0 D + . . . . ) X ' 2 

ИЛИ S = р . 2 , 

гдѣ S означаетъ площадь многоугольника, р его перимстръ и г его 
апоѳему. 

1 3 4 . С Д Ъ Д С Т В І Е . Соединить центръ О (фиг. 2 1 1 ) съ верши-
Фиг. 211. 

F M Е 

нами А , В , С, D многоугольника, онисаннаго около круга, по-
лучимъ равные треугольники О А В , ОВО, OOD Площадь 

A B O D E = О А В + ОВС + OCD + . . . . 

о о 
= ( A B 4 - ВС + CD + . . . . ) X т и; или 

R 



гдѣ Г означает» периметр» многоугольника A B C D E — и R радіус»  
вписанной окружности. Отсюда слѣдустъ, что площадь правильною 
многоугольника, описанною око.ю круга, равна периметру, по-
множенному но половину радіуса, 

1 3 5 . Теорема. Цлощадь круга измеряется произведсніемъ  
ею окружности на половину радіуса. 

Площадь о« описаннаго правильнаго многоугольника съ п сто-
ронами больше площади S M i съ 2 « сторонами, потому-что S s > t со-
ставляет» часть площади S « ; но каждая изъ площадей S , i } S , K , S l H  

и т . д. больше площади К вписаннаго круга, потому-что эта пло-
щадь составляет» часть площади всякаго описаннаго правильнаго 
многоугольника. Съ увеличеніемъ числа сторонъ описаннаго правиль-
наго многоугольника уменьшаются части его, лежащія внѣ круга; но 
такъ какъ возможно увеличить число сторопъ до безконечности, то 
части многоугольника, лежащія внѣ круга , могутъ быть сдѣланы  
меньше всякой произвольно малой величины. Отсюда мы заключаемъ, 
что съ удвоеніемъ числа сторонъ, площади описанных» правильных» 
многоугольниковъ приближаются къ площади круга , или площадь 
круга есть предѣлъ площадей описанных» правильных» многоуголь-
виковъ. 

Площадь s « вписаннаго правильнаго многоугольника съ п сто-
ронами меньше площади S , « такого-же многоугольника съ 2»-сторо-
нами, потому-что S,i составляет» часть площади S 2 » , а площадь 
круга больше каждой изъ площадей S « , S 2 M , S 1 ( î и т. д. , потому-
что каждая изъ них» есть часть площади круга. Съ увеличеніемъ  
числа сторонъ вписаннаго правильнаго многоугольника уменьшаются 
части его, лежащія между его сторонами и окружностью круга. Н а -
конец» если число сторонъ сдѣлается больше всякой произвольно 
большой величины, то части круга , лежащія внѣ многоугольника, 
сдѣлаются меньше всякой произвольно малой величины. 

Означив» площадь круга чрезъ К , его радіусъ чрезъ R , пери-
метр» описаннаго иравильнаго многоугольника съ п сторонами чрезъ 



Y I, , его площадь чрезъ S « , периметръ вписаннаго правильнаго мно-
гоугольника чрезъ рп, его сторону чрезъ а и его площадь чрезъ S w , 
получимъ 

S « > К + s « ,  
но ио предъидущему извѣстно ( 1 3 4 , 1 3 3 , 1 0 2 ) , что 

о ïVR г л/ D '2 А * 

S » = 2 , $п = pu г — v R — 4 ,  
слѣдоватсльно 

?»;«* - к > Р п 7 
2 / « 

Если число п сдѣлается больше всякой произвольно большой ве-
личины, то сторона a сдѣлается меньше всякой произвольно малой 

величины, величина V R 2 — о б р а т и т с я въ j / R ' 2 = R и площадь 

S n обратится въ . В ъ такомъ случаѣ разность между в е т ч и -

нами 1 ° 11 и К , или между величинами К и р " 2 1 і , сдѣлаетси меньше 

всякой произвольно малой величины; а потому площадь К мижетъ 

быть выражена чрезъ — 2 — или чрезъ > н 0 ПРИ безконечномъ 

числѣ п периметръ Р и или рп можетъ быть замѣнеиъ окружностью 
С круга ( 1 0 9 ) ; слѣдовательно получимъ 

к г ' ; (1). 

Наконецъ подставивъ 2 tcR вмѣсто С, получимъ 

К = или К = tcR2 ( 2 ) . 

Изъ этого выраженія выводится 

(3). 
Отсюда слѣдуетъ : 1 ) чтобы по известному радіусу вычис-

лить площадь круга, должно помножить число г. на квадратъ 
радіуса, и 2) чтобы по извіьстной площади круга вычислить ею 
радіусъ, дслжно разделить данную площадь на число тс. 



g 
Подставив» R = 2_ (см. 1 1 2 , форм. 2 ) въ вьіраженіе ( 1 ) , по-

лучимъ формулу 
К — 2 ' 2°- И Л И К = Х + Г ( ^ ) ' 

посредством» которой возможно вычислить площадь круга по извѣст- 
ной его окружпости 

Прпмѣры. 1) Найти площадь круга, коего радіусъ равенъ 
2,5 дюйма. 

По формул! ( 2 ) мы им!емъ 
К = 3 , 1 4 X ( 2 , 5 ) 2 = 1 9 , 6 2 5 квад. дюйма. 

2) Вычислить р-ідіуг» круга, содержащим 20 коадратнызсъ 
футъ. 

По формул! (В) ми имѣемъ 

R = ^ З Д І Г . V 2 0 . 0 , 3 1 S 3 1 = 2 , 5 2 3 фута. 
3) Вычислить площадь круга, коего окружность содержитъ 

10 дюймовъ. 
По формул! ( 4 ) мы имѣемѣ 

Т ' W 1 1 0 * A O L О О 1 3 1 > 8 3 1 1 <\С 

К = . - 3 1 4 = 4 - 0 , 3 1 8 3 1 = — + — = 7 , 9 6 квад.дюйм. 
1 3 6 . Секторомъ называется часть круга, заключенная между 

дугою и радіусами, проходящими чрезъ оконечности этой дуги. 
Теорема. Площадь сектора равна нроизвсденію ею душ 

на половину радіуеа. 
В ъ данном» сектор! O A D B (фиг. 2 1 2 ) вписана часть A D E B 

' ) Съ древнѣйшихъ временъ старались найти квадратуру круга, т . е. по-
строить такой квадратъ, площадь котораго равнялась бы площади круга. Т а к ъ 
к а к ъ к р у і ъ равномеренъ прямоугольнику, коего основаніе равно окружности и 
высота равна радіусу круга, и всякій ирямоугольникъ можетъ быть обращенъ 
в ъ равномерный ему к в а д р а т ъ , то вся задача состоитъ в ъ отысканіи прямой 
линіи равной длины съ окружностью к р у г а ; но всѣ старанія , употребленный 
для определения такой прямой, остались тщетными, а потому квадратура круга 
считается задачею неразрешимою. 



правильного многоугольника, площадь которой 
равна 

- À D . 0 J + D E 0 2 g + E B . ^ = 

( A D + D E + Е В ) . 0 * = ' " 

( A D + D E + Е В ) X У R 2 ф л і Ѵ > , 

гдѣ R означает» радіус» АО (см. 1 0 2 ) . 
Удвоив» число сторонъ вия сан наго многоугольника до безконеч-

вости, мы замѣчаемъ, что вписанная ломанная линіл A D + D E + E B  
все болѣе и болѣе приближается къ дугѣ A D E B и наконецъ разность 
между этими ЛИНІЯМИ сдѣлается меньше всякой произвольно малой 
величины; тогда сторона A D сдѣлается меньше всякой произвольно 
малой величины, величина Ë R 8 — V i A D 2 обратится въ ) / R 2 = R  
и площадь A D E B O A обратится въ площадь сектора; слѣдовательно  
эта площадь выразится чрезъ 

& ' = * . * 0 ) . 
гдѣ 1 означаете длину дуги A D E B . 

1 3 7 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Сравненіемъ этой формулы съ формулою К = 
2 r R . составится пропорция 

8 - = 1 (2) К 2 - R  

которая показывает», что площадь сектора относится къ площади 
круга точно такъ, какъ дуга сектора относится къ цгыюи окруж-
ности. 

Если дуга сектора содержит!, и градусовъ, то выведенная про-
порція можетъ быть представлена въ слѣдующегь видѣ 

S' _ _ n S' _ M 
К ~~3U0 И Л И - й * 304)' 

откуда получатся слѣдѵющія формулы 

Ѵ = t : R 2 " . . . . ( 3 ) , 



« - Ш -

ПримѢры. 1) Найти площадь сектора, коего дуга, опи-
санная рад 'гусомъ въ 10 дюймовъ, содержитъ 60 градусовъ. 

По формул! ( 3 ) мы им!емъ 

S ' = тс.ЮО.^=-5'-2 = 5 2 , 3 6 квад. дюйм. 

2) Зная, что площадь сектора равна площади квадрата, 
построенного на радіусѣ, Пайти число градусовъ. содержащихся 
въ дуге сектора. 

По ѵсловію вопроса должно быть 

тсВЛ ЗЦ(І=П2, откуда 

п— 3 6J1 0 = 1 1 4 ° 3 5 ' 2 9 , 6 " . 

3) Площадь сектора, котораго дуга содержишь 45 граду-
совъ, равна 0,125 квадратного дюйма. Найти радіусъ дуги 
этого сектора. 

По формул! ( 5 ) мы имѣемъ 

к = г 1 3,142.45 = ' 3 , 1 4 2 = б , 5 6 4 дюйма. 
1 3 8 . Т е о р е м а . Площадь сегмента равна произведены по-

ловггны радіуса на разность между дугою сегмента и половиною 
хорды, соотвѣтcmвірогцегі удвоенной дуге сегмента. 

Площадь сегмента А М В (фиг. 2 1 3 ) равна площади сектора 
О А М В безъ площади треугольника О А В . По предъ-
идущему ( 1 3 6 , 1 ) площадь сектора 

О А М В = дуг. A B . 7 * О А . 
Чтобы найти площадь треугольника О А В , про-

ведемъ хорду В С перпендикулярно къ радіусу O A .  
Т а к ъ какъ эта хорда дѣ іится радіусомъ OA въ 
т о ч к ! F на двѣ равныя части, то соответствующая 



дуга В А С вдвое больше дуги А М В . Площадь треугольника 
O A B = B F . l / 2 0 A = 7 2 В С . 7 2 О А . 

Наконецъ площадь сегмента 
А М В = дуг. A B X Ѵ а О А — 7 2 В С Х V2OA или 
А М В = Ѵ^OA (дуг. A B - 7 « В С ) . 

ІІримѣчапіе. Возможно вычислить площадь сегмента только въ 
такомъ случаѣ , когда хорда ВС есть бокъ такого правильнаго много-
угольника. который но иредъпдущему ( 9 4 , 9 5 , 9 6 , 9 7 , 9 8 , 9 9 , 
1 0 1 ) можетъ быть вписанъ въ кругѣ . Во всѣхъ другихъ случаях» 
должно нрибѣгнуть къ вычисленіямъ, не относящимся къ начальной 
Геометріи. 

ПрИМѣрЪ. Найти площадь сегмента, коею дуга, описан-
ная радіусомъ въ 2 дюйма, содержитъ 60 градусовъ. 

Д у г а A B , составляющая въ этомъ случаѣ шестую часть окруж-
ности, равна 

2 п . 2 _ 2т: 
6 — 3 * 

Хорда ВС, составляющая бокъ вписаннаго правильного треуголь-
ника, равна 2 1 / 3 . Площадь сегмента равна 

А М В = / 3 = 0 , 3 6 2 3 4 4 квад. дюйм. 
139. Задача. Построить квадратъ, равный 1) сумма, двухъ, 

данныхъ квадратовъ, и 2) разности двухъ данныхъ квадратовъ. 
1) Построимъ прямоугольный треугольникъ, котораго катеты со-

отвѣтствеино равны бокамъ данныхъ квадратовъ. Потомъ построимъ 
квадратъ на гииотенузѣ полученнаго прямоугольнаго треугольника. 

2 ) Построимъ прямоугольный треугольникъ, котораго гипотенуза 
равна боку болыпаго квадрата и катетъ равенъ боку меньшая ква-
драта. Потомъ построимъ квадратъ на другомъ катетѣ этого прямо-
угольнаго треугольника. 

1 4 0 . Задача. Построить квадратъ, равный какой-нибудь 
долгь даннаго квадрата. 

Чтобы площадь искомая квадрата х 2 составляла, папримѣръ 



3 /8 даннаго квадрата а 2 , должно на прямой A D = а (фиг. 2 1 4 ) 
Фиг. 214. описать полуокружность и отъ А до С отсчи-

тать 3 /в частей прямой A D . Наконец» изъ 
точки С должно возставигь перпендикуляр» 
O B к ъ A D и провести хорду A B ; тогда A B 2 

= = V s A D 2 . В ъ самомъ дѣлѣ , = АС (CM*  
7 5 ) , откуда 

A B 2 = A D . AC = A D . 3 / s A D = 3 /e A D 2 . 
141. Задача. Построить квадратъ, котораго площадь х2 

должна относиться къ площади а2 даннаго квадрата точно 
такъ, какъ прямыя m и п относятся между собою. 

Н а какой-нибудь прямой (фиг. 2 1 5 ) отложймъ A B = m и В С 
= п. Н а прямой АС опишемъ полу-
окружность и изъ точки В къ АС воз-
ставимъ перпендикуляръ B D . Проведя 
хорды A D и C D , отложим» D E = а и 
чрезъ Е проведем» прямую Е Е парал-
лельно къ АС. Наконец» на прямой D F  
построимъ квадратъ , который удовле-

с творяетъ вопросу. В ъ самомъ дѣлѣ , по 
предъидущему ( 7 5 ) 

D A 2 = А С . A B и D C 2 = А С . В С ; 

Фиг. 215. 

D A ' 
откуда Г ) С-2 

AB 
: В С : 

m 
п 

По параллельности прямыхъ F E и АС получимъ 
D F D A 
DF = DC ' О Т К У д а 

D F ' 

D E ' 

D A 2 m 
= D C = 4 Г 1 1 Л И 

D F * m 
n 



Ч И С Л Е Н Н Ы Е В О П Р О С Ы . 

301) Найтп площадь правильнаго треугольника, когда радіуст. 
описанной окружности равенъ 18 футамъ. 

302) Найти площадь квадрата, вппсаннаго въ крѵгѣ , коего ра-
діусъ равенъ 0,7 фута. 

303) Площадь правильнаго треугольника, вписаннаго въ кругѣ , 
равна 169 квадр. фут. Сколько футъ содержитъ радіусъ этого круга? 

3 0 4 ) Площадь квадрата, вписаннаго въ кругѣ . равна2304 квадр. 
фут. Сколько футъ содержите, радіусъ этого круга? 

3 0 5 ) Радіусъ круга, вписаннаго въ правильномъ треугольник!'., 
равенъ 3 футамъ. Вычислить площадь этого треугольника. 

3 0 6 ) Радіусъ круга, вписаннаго въ квадрагѣ , равенъ 12 футам ь. 
Вычислить площадь этого квадрата. 

3071 Площадь квадрата, описанная около круга, равна 11664 
квадр. фут. Сколько фѵтъ содержитъ радіусъ этого круга? 

3 0 8 ) Найти радіусъ круга, равномѣрнаго правильному треуголь-
нику, коего бокъ равенъ 2,4 фут. 

3 0 9 ) Квадратъ, содержаний 70,56 квадр. фут. равпомѣренъ дан-
ному кругу. На сколько бокъ квадрата больше или меньше діаметра 
круга? 

310) Найти площадь сектора, коего дуга, оиисаниал радіусомъвъ 
5 ,4 фута, содержите 16,8 фута. 

311) Найти площадь круга) коего окружность содержите 128 ,0199 
фута. 

312) ІІайтп площадь круга, коего окружность больше діаметра на 
8 дюймовъ. 

313) Найтп площадь правильнаго восьмиугольника, вппсаннаго 
въ кругѣ , коего радіуеь равенъ 3,8 фута. 

314) Около правильная восьмиугольника, коего плошай, равна 
98.01 квадр. фута, описана окружность. Сколько футъ содержитъ 
радіусъ этой окружпости? 

315) Найти площадь правильнаго десятиугольника, описанная 
ококо круга, коего радіусъ равенъ 6 футамъ. 

316) Площадь правильнаго восьмиугольника, описанная около 



круга, равна 2621 ,44 квадр. фут. Сколько футъ содержите радіусъ  
этого круга? 

317) Найти площадь круга, коего окружность и діаметръ содер-
жать нмѣстѣ 104 ,04 фута. 

318) Найти площадь правильнаго шестиугольника, вписаннаго въ 
кругѣ , коего площадь содержите 706,5 кнад. фута. 

319) Найти площадь сектора, коего дуга, описанная радіусомъ въ 
7 , 2 фута, содержите 68°36' . 

3 2 0 ) Периметр» правильпаго восьмиугольника, вписаннаго въ 
кругѣ , содержите 8 0 футъ. Вычислить площадь сегмента, заключаю-
щагося между стороною этого восьмиугольника и соотвѣтствующею  
дугою. 

321) Окружности двухъ концентрических» круговъ содержать 
21 ,98 и 18 ,84 фута. Вычислить площадь крутовато кольца, содержа-
щегося между этими окружностями. 

322) Опредѣлить бокъ квадрата, вписапнаговъкругѣ , коего пло-
щадь равна 7 ,065 квад. дюйма. 

323) На сколько площадь нравнльнаго десятиугольника, описан-
наго около круга, коего радіусъ равенъ 8 дюймам», больше площади 
такого-же многоугольника, вписаннаго въ томъ-же кругѣ? 

324) Площадь правильнаго двенадцатиугольника, описаинаго 
около круга, равна 484 квад. фут. Сколько квадратных» футе дол-
жна содержать площадь правильнаго пятиугольника, впнсаннаго въ 
томъ-же кругѣ? 

325) Найти площадь правильнаго двѣнадцатиугольнпка, вписан-
наго въ крѵгѣ , когда извѣстно, что радіусъ круга больше стороны 
этого многоугольника на 2 фута. 

I 
3 2 6 ) Сторона правильнаго пятиугольника, описания™ около круга, 

равна 20 фут. Найти площадь этого круга. 
327) Найти площадь сектора, котораго дуга содержит» 84°12 ' , и 

который составляете часть круга, содержащаго 432 квад. фута. 
328) Дуга сектора, содержащая 72°, больше ея радіуса на 12 

футе. Вычислить площадь этого сектора. 

3 2 9 ) Радіусъ сектора, содержащаго 64,4 квадр. фута, равенъ 18,4 
фута. Сколько футъ содержите дуга этого сектора, и сколько граду-
совъ и минуте имѣетъ соответствующей центральный уголъ? 



8 3 0 ) Въ к р у г ! , коего окружность равна 78 1 а футъ, проведены 
двѣ параллельный хорды такимъ образомъ, что центръ находится 
между ними; этимъ хордамъ соотвѣтствуютъ центральные углы въ 
120° и 72°. Сколько квадратныхъ футъ содержитъ часть круга, на-
ходящаяся между проведенными хордами. 

Т Е О Р Е М Ы . 

331) Площадь круговаго кольца, содержащаяся между двумя кон-
центрическими кругами, равна числу я , помноженному на произве-
д е т е суммы и разности радіѵсовъ данныхъ круговъ. 

332) Площадь правильнаго шестиугольника, вписаннаго въ круга, 
равна полупроизведенію утроеннаго квадрата радіуса на корень ква-
дратный изъ числа 3. 

333) Площадь правильнаго восьмиугольника, коего сторона равна 
да», измѣряется произиеденіемъ 2 m 3 (1 + У 2). 

334) Площадь правильнаго десятиугольника, коего сторона равна 

да», пзмѣряется произведеніемъ 5/z m 2 У 5 + 2 y 5. 

335) Площадь квадрата, опнсаннаго около круга, вдвое больше 
площади квадрата, вппсаннаго въ томъ-же кругѣ . 

336) Площадь правильнаго восьмиугольника, вппсаннаго въ кру-
гѣ , равна площади такого прямоугольника, коего основаніе равно 
боку квадрата, опнсаннаго около того-же круга, а высота равна боку 
квадрата, вписаннаго въ томъ-же кругѣ. 

337) Площадь нравильнаго шестиугольника, вписаннаго въ кругѣ ,  
есть средняя проиорціональиая между площадями правильныхъ тре-
угольивковъ: вписаннаго въ томъ-же к р у г ! и около него опнсаннаго. 

338) Если изъ точекъ В н С, равно-отстоящихъ отъ оконечныхъ 
точекъ A u D дуги ABMCD четверти окружности опустить перпен-
дикуляры BG и СН на радіусъ OD, то образуется фигура BMCHG,  
равномѣриая сектору ВМСО. 

339) Если нзъ какой-нибудь точки D радіуса ВО круга возставить 
перпендикуляръ DA до пересѣченія сь окружностью, и отложить 
дугу АС, равную прямой AD, то секторъ ОВС равномѣреиъ сегмен-
ту АСВ. 

3 4 0 ) Площадь правильнаго двѣнадцатиугольника, вппсаннаго въ 
к р у г ! , равна утроенному квадрату радуіса этого круга. 



Т Р Е Т Ь Я Г Л А В А . 

Пропорциональность площадей подобныхъ »игуръ. 

142. Теорема. Площади подобнызсъ треугольниковъ отно-
сятся между собою, какъ квадраты сходственныхъ сторонъ. 

Площади подобныхъ треугольниковъ A B C и abc (фиг. 2 1 6 ) 
Фиг. 216 . Г\ B C . A D be ad 

равны Q = — 2 — и g = — 2 — ; от-
_ B C . A D _ В С A D m  

~ bc.ad ~ Ъс 
Изъ подобныхъ прямоугольныхъ тре-

A D 
угольниковъ A B D и abd получится d 

A B ВС A B 

= -~b и изъ данныхъ треугольниковъ составится Ь с = 0 р , следова-
тельно = Г Ь с . Замѣнивъ в ъ пропорціи ( 1 ) дробь ^ J дробью 
ВС 
Ъ с , получимъ 

Q _ в с Ѵ В С _ ВС 

q ~~ Ьс, Х be ~ ьс s • 
1 4 3 . Теорема. Площади двухъ треугольниковъ, имѣющихъ  

по равному углу, относятся между собою, какъ произведенья сто-
ронъ, составляющихъ эти углы. 

Даны треугольники A B C и A D E (фиг. 2 1 7 ) , имѣющіе общій 
Фиг. 217. . m V Q A B . A C 

уголъ А . Требуется доказать, что = A D A E ' 
/ \ гдѣ Q и Q' суть площади треугольниковъ A B C  

/ А и A D E .  
е - tJ ira•<* Изъ вершинъ В и D опустивъ перпендику-

ляры B G и И И на сторону А С , получимъ 
~ A C . B G гч, A E . D H 
Q = — 2 — И Q' = — 2 — , откуда 

Q _ AC.BG _ A C BG 
Q' — A E . D H А Е Х D U ' 

но изъ подобныхъ прямоугольныхъ треугольниковъ A B G и A D H мы 



ямѣемъ слѣдоватедьно замѣнивъ дробь J J J дробью j J J - » 
получимъ 

Q _ А С А В _ АС.AB 
Q' ' A Ë X A D " A E . A D • 

144. Теорема. Площади подобныхъ мноюуюлъниковг отно-
сятся между собою, какъ квадраты сходственныхъ сторонъ. 

Раздѣлимъ данные многоугольники (фиг. 2 1 8 ) діагопалями АС, 
A D , ас, ad на треугольники и означимъ 
площади этихъ треугольниковъ чрезъ Q, 
Q', Q " . . . . , g,q',q"тогда по предъ-
идущему ( 1 4 2 ) 

Q _ _ A E j Q' _ DC' Q" AB' . 
а 5? ' <t de1 » а"~ W ' 

но по подобію данныхъ многоугольниковъ получится » 

II 
3 « 

DC 
de 

II откуда 
A E ' DC1 ÄB2 

слѣдовательно de2 ab2 ' слѣдовательно 

AE3 Q' AE2 Q" _ ÄE 2 

a = t > ae a' d ? ' n" « " 

a ae Изъ этихъ пропорций получимъ 

Q = 
AE2 

// 

Q = ae2 •2» 

Q ' = 
AE2 

Q ' = ae2 •2 ) 

JL 

Ce 

AE2 

•2" ; 

JL 

Ce «e2 •2" ; 

откуда Q + Q ' + Q " + . . . = ( 2 + ? ' + ? " + . . . ) . ; слѣдова-

тельно 

Q + Q' + Q" a к 3  

a + a X a ' ' + • • 5 ? 

abede ae1 ' 



145. Теорема. Площади двухъ подобныхъ правильныхъ 
мноюуюлниковъ пропорціоналны квадратамъ ихъ радіусовъ и 
апоѳемъ. 

Р AB 
По предъидущему (105) извѣстно, что (фиг. 219) -р. = — л » 

Р АС Р СМ 
= ^ о т к у д а 

4 ¥ — ? a m к m h AB AC CM m h 
\ ab ас cm И 

Ч' ' \ AB' АС' CM' 
с Г аЪг ас ' cm' 

слѣдовательно 

но по доказанному ( 1 4 4 ) мы 
имѣемъ 

A B D E . . „ _ Х В ' 
«Me.... ab* ' 

A B D E . . . . A C ' CM' 
«Me — ac' _ cm' ' 

1 4 6 . Теорема. Площади двухъ круговъ пропорцгоналъны 
квадратамъ ихъ радіусовг или квадратамъ ихъ діаметровъ. 

Зная, что площади двухъ круговъ, имѣющихъ радіусы R и R ' ,  
соотвѣтственно равны 

Q = tcR2 И Q' = tcR'2 

Q Q R« 
получимъ J , или - J = 

Если D = 2 R и D' = 2 R ' , г д ѣ D и D' суть діаметры круговъ, 
то выведенная пропорція замѣнится пропорціею 

Q _ D» 
Q' D'»" 

1 4 7 . Секторы, ограниченные подобными дугами, называются 
подобными. 

Теорема. Площади двухъ подобныхъ секторовг пропорцго-
налъны квадратамъ ихъ радіусовг. 

Назовемъ площади двухъ подобныхъ секторовъ чрезъ Q и Q', ихъ 
дуги чрезъ ( и С, и ихъ радіусы чрезъ R и R ' ; тогда ( 1 3 6 ) получимъ 



Q = ï . - Î И Q' = Г . Щ 
Q Ï . r г w R  откуда Q J = p R , = г,- X R , f 

но по предъидущему ( 1 1 4 ) извѣстно, что 
г _ R 
L' R ' ' 

слѣдовательно 
Q _ _ R _ R _ R» 

Q' ~ ~ R ' ' R ' ~ ' R'1* 

148. Теорема. Если на сторонахъ прямоуюлшшо тре-
угольника построены подобные многоугольники, то площадь, по-
строенная на гипотенузе, равна суммгь площадей, построеи-
ныхъ на катетахъ. 

По предъидущему ( 1 4 4 ) мы имѣемъ (фиг. 2 2 0 ) = В С , 
Ч АС 

Фнг. 220. Q A B ' л , В С ' 

И 0 T K M a Q = AC' Q И 

Сложивъ эти два равенства по-членно, получимъ 

Q ' + Q = 
в с ' + AB' 

АС' •Q",HO 

ВО + A B = АС , слѣдовательно 
в с ' + AB' 

ÄC' 
АС' , 

— , = 1 И 
А С ' 

Q ' + Q = Q " -

Онисавъ окружности на сторонахъ прямоугольнаго треугольника 
A B C и назвавъ площади образовавшихся круговъ чрезъ S , S ' , S " ,  
докажемъ точно такимъ-же образомъ, что 

S " = S ' + S . 
1 4 9 . Теорема. Если на катетахъ прямоугольного тре-

угольника огтсатъ полуокружности внаружу, а на гипотенузе 
начертить гголуокружноспіъ во-внутръ, пю площадь этого тре-



угольника равна сумме п.ющадей, содержащихся между дугами, 
построенными на катетахъ. 

Н а з в а в ъ (фиг. 2 2 1 ) площади полукруговъ А С Е , B C G , A B F C D 
соответственно чрезъ S , S ' , S " , получимъ по 
нредъидущему 

S " = S + S ' ; откуда  
S " — ( A C D + B C F ) =  

л 8 ( S + S ' ) — ( A C D + B C F ) или 
площ. треуг. A B C = S — A C D + S ' — B C F или 
площ. треуг. A B C = A D C E + B F C G . 

Эта теорема, изобретенная Инократомъ изъ Х і о с а ( 4 5 0 л. до 
P . X . ) , известна подъ названіемъ „Ииократовыхъ луночекъ" ( luuu- 
lae Hippocra t i s ) . 

m 
ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

341) Вычислить плошадь круга, которая должна быть втрое боль-
ше площади круга, инѣющаго радіѵсъ въ З'/г дюйма. 

3 4 2 ) Во сколько раз» площадь круга, имѣющаго радіусъ въ 68/а 
дюйма, больше площади круга, коего радіусъ равенъ ІѴз дюйма? 

343) Площадь треугольника ABC, сторона AB котораго содержать 
112,4 сажени, равна 3259 ,6 квад. саж. Сколько квадратных» сажень 
содержит» треугольникъ abc, подобный треугольнику АБС, если сто-
рона ah, соответствующая боку AB, равна 28,1 сажени? 

3 4 4 ) Стороны треугольника ABC, содержащаго 1296,54 квад. 
сажени, соответственно равны 44,1 саж., 58 ,8 саж., 73,5 саж. Вычи-
слить стороны треугольника abc, иодобнаго треугольнику ABC п со-
держащаго 105 ,84 квад. сажени. 

345) Стороны треугольника ABC равны 389,2 саж., 486,5 саж. и 
291 ,9 саж., а площадь треугольника abc, нодобнаго треугольнику 
ABC, равна 2 0 9 8 , 1 4 квад. саж. Вычислить стороны треугольника abc. 

3 4 6 ) Площади двухъ подобных» треугольников» ABC и abc рав-
ны 182,7 квад. фут. и 24 ,36 квад. фут., и сторона ab меньше сход-
ственной стороны AB на 8.5 фут. Вычислить стороны AB и ab. 

347) Площади двухъ подобных» четыреугольниковъ АВСІ> и abed 



нропорціоиалыіы чиеламъ 9 u 4, и сторона AB = б 5 24 саж. Сколько 
сажень содержитъ сходственная сторона а Ы 

3 4 8 ) Площади треугольниковъ ABC u ADE (фпг.217), нмѣющнхъ  
обіцій уголъ À, равны 21,66 квад. саж. и 43 ,74 квад. саж., стороны 
AB Ii АС содержитъ 5,7 саж. п 7,6 саж., н сторона AD больше сторо-
ны ÀE на 2,7 саж. Вычислить стороны AD н АЕ. 

3 4 9 ) Периметры двухъ подобныхъ пятиугольннковъ соотвѣтствен- 
но равны 109,44 саж. и 76 саж., н площадь большая пятиугольника 
равна 615,2 квад. саж. Вычислить площадь меньшая пятиугольника. 

3 5 0 ) Площадь многоугольника A B C . . . въ 8 разъ больше площади 
многоугольника abc..., и сторона AB больше сходственной стороны 
ab на 3 саж. Вычислить стороны AB и ab. 

351) Вычислить часть к р у г о в а я кольца, дугамъ котораго, опп-
саннымъ радіусами въ 6 и 8 дюймовъ, соотвѣтсгвуетъ центральный 
уголъ въ 42° . 

352) Извѣстно, что съ увелнчеиіемъ радіуса на 0,01 фута площадь 
круга увеличится на 1 квадратн. футъ. Вычислить радіусъ этого круга. 

353) Отъ треугольника ABC, стороны котораго суть: AB = 6 4 5 
саж., ВС = 1075 саж. н АС = 860 саж., требуется отдѣлнть часть въ 
73960 квад. саж. прямою DF, параллельною къ боку ВС. Въ какомъ 
разстояніи отъ вершины А прямая D F должна пересѣкагь стороны 
AB н АС? 

351) Сколько дюймовъ должен» содержать радіусъ круга, равна-
го разности двухъ круговъ, если площадь первая круга равна 19,625 
квад. дюйма, a радіусъ в т о р а я равенъ 0,7 дюйма? 

355) Стороны AB и АС треугольника ABC равны 240 и 270 саж. 
Требуется раздѣднть эготъ треугольникъ иа двѣ равныя части пря-
мою DF, параллельною къ боку ВС. Сколько должно содержать каж-
дое нзъ разстояній AD и AF? 

356) Требуется раздѣлить на двѣ равныя части траиецію ABCD,  
коей основаніе AB = 160 саж., основаіііе DC = 120 саж. ii высота 
D F = 1 4 0 саж. прямою MN, параллельною къ основан іямъ. Въ какомъ 
разстояніи отъ вершины D прямая MN иересѣкаетъ высоту DF? 

357) Внутри д а н н а я квадрата, коего бокъ равенъ 8 дюйм., они-
саны дна круга, изъ которыхъ первый 6 квадратными дюймами боль-
ше вторая, а часть площади квадрата, лежащая внѣ круговъ, равна 

, 2 0 квадратпымъ дюйм. Вычислить радіусы этихъ круговъ. 



3 5 8 ) Основаіііе AB траиецііі ABCD равно 168 саж., основаиіе  
DC = 130 саж. и высота DF равна 120 саж. Прямою MN, параллель-
ною къ основаиіямъ, требуется раздѣлить эту транецію на двѣ части, 
пропорціональныя числамъ 3 и 7. Въ какомъ разстояніи отъ вершины 
1) прямая MN иересѣкаетъ высоту D F ? 

3 5 9 ) Площади двухъ нодобныхъ многоугольников! abc., и ABC. ,  
равны 46,37 квад. фут. и 185,48 квад. фут., u сторона ab меньше 
сходственной стороны AB на 15 футъ. Вычислить стороиы ab и AB. 

3 6 0 ) Стороны треугольника ABC суть: AB = 645 саж., ВС = 1075 
саж. и АС = 860 саж. Требуется раздѣшть этотъ треугольник» пря-
мыми DF и GR, параллельными къ ВС, на три части такимъ обра-
зомъ, чтобы часть ADF составляла 2 s треугольника ABC и часть 
DFGH была 550 квад. саженями больше частя GIICB. Оиредѣлигь  
разстоянія АГ), AG, A F u AH. 

ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНЫ. 

361) Построить равностороииій треугольник», который долженъ 
быть въ 9 разъ больше даннаго равиосторонняго треугольника. 

3 6 2 ) Построить многоугольник», подобный данному многоуголь-
нику и составляющій '/s сего послѣдняго. 

363) Описать кругъ, площадь котораго равнялась бы суммѣ пло-
щадей трех» данныхъ кругов». 

3 6 4 ) Требуется раздѣ.ш гь данный треугольник» ABC на двѣ рав-
ныя части прямою, параллельною къ боку ВС. 

3 6 5 ) Ошісать кругъ, равный разности двухъ данныхъ кругов». 
3 6 6 ) Данный треугольникъ ABC раздѣ.тить на три равныя части 

прямыми, параллельными къ данной прямой MN. 
367) Требуется раздѣлить данный кругъ концентрическим» кру 

гомъ на двѣ равныя части. 
3 6 8 ) Построить треугольник», который должен» быть подобен» 

данному треугольнику и вдвое больше сего послѣдняго. 
3 6 9 ) Построить многоугольник», который долженъ быть подобен» 

данному многоугольнику и относиться къ сему иослѣднему точно такъ, 
какъ относятся между собою данныя прямыя п п т . 

370 ) Обратить квадратъ ABC въ равномѣрный ему равносторон-
ній треугольникъ. 



Теоремы и задачи построенія, относящіяся ко всѣмъ 
отдѣламъ Планиметріи. 

371) Между сторонами угла ВАС проведены прямыя DE. E F , FG, 
GH. НК, равныя каждая отрѣзку AD. Требуется доказать, / _ F D E =  
a Z . A, Z . F E G = 3 / . А , Z .GEH = 4 Z . A и T. Д. 

372) Если сумма угловъ A u « , находящихся при вершинахъ 
двухъ равнобедренных» треугольииковъ ABC и abc, равна 180°, то 
сумма угловъ В и Б, лежащих» при освованіяхъ ВС и Ьс, равиа 90°. 

373) Если средину Е бока ВС трапецін ABCD соединить съ око-
нечностями А и D противоположной стороны, то образуется тре-
угольник» ADE, составлявший половину трапедіи ABCD. 

374) Если на гипотенузѣ ВС прямоугольнаго треугольника ABC 
отложить части BD = AB и CE = АС, и провести прямыя AÜ и АЕ, то 
образуется уголъ DAE, равный половинѣ прямаго угла. 

375) Еслгі пзъ точек» D л Е хорды AB, равно-отстоящих» отъ 
оконечных» точек» А и В, возставнтьиерпендикулярыдо пересѣченія 
съ окружностью, то эти перпендикуляры равны между собою. 

376) Если чрезъ точку пересѣченія двухъ окружностей провести 
прямую АС парраллельно къ центральной линіи 0 0 ' , то прямая АС 
вдвое больше прямой 0 0 ' . 

377) Изъ вершины А треугольника ABC опущен» перпендикуляр» 
AD на протнволежаіцій бокъ ВС, и прямою АЕраздѣленъ уголъ ВАС 
на двѣ равныя части. Требуется доказать, что образовавшійея уголъ 
DAE равен» нолуразности угловъ В и С. 

378) Периметр» равнобедренна™ треугольника меньше периметра 
какого угодно рявномѣрнаго треугольника, нмѣющаго общее осно-
ваиіе съ равнобедренным» треугольником». 

379) Равнобедренный треугольник»больше всѣхътреугольниковъ, 
имѣющпхъ съ ним» общее основаніе и один» и тотъ-же периметр». 

380) Если точку О, взятую внутри параллелограма ABCD, со-
единить съ его вершинами, то сумма треугольников» АВО и DCO 
равыомѣрна нодовииѣ параллелограма. 

381) Если въ четыреугольникѣ ABCD діагонали АС и BD пересе-
каются под» прямыми углами, то сумма квадратов» противолежащих» 



сторонъ AB и CD равна суммѣ квадратовъ протнволежащихъ сто-
ронъ AD и ВС. 

382) Чрезъ вершину А треугольника АБС, вписаннаго въ кругѣ ,  
проведена касательная АО до иересѣчеиія съ протпволѣжащимъ бо-

„ D „ AB» OB 
комъ СВ. Іреоуется доказать, что A ( J S = 0 C . 

3 8 3 ) Діаметръ AB полуокружности раздѣленъ на двѣ какія-ни-
Фиг. 222. будь части АС я СВ, и на нпхъ описаны 

нолукружности (фиг. 222) ; потомъ изъ 
точки С къ прямой AB возставленъ пер-
пендикуляръ CD и на немъ описана 
окружность. Требуется доказать, что пло-
щадь, заключенная между большою по-
луокружностью и двумя малыми полу-
кружноетями, равна площади круга CD. 

384)Стороны параллелограма, оиисаыиаго около круга, должны 
быть равны. 

3 8 5 ) Сторона квадрата, вппсаннаго въ кругѣ, вмѣстѣ съ стороною 
правнльпаго треугольника, впасапнаго въ томъ-же кругѣ , превышает* 
полуокружность числомъ, которое меньше 5 тысячныхъ частей ра-
Діуса. 

3 8 6 ) Изо всѣхъ треугольниковъ, въ которыхъ по двѣ стороны со-
отвѣтственно равны, прямоугольный треугольиикъ вмѣетъ наиболь-
шую площадь. 

387) Въ прямоугольиомъ треугольник! ABC произведете гипо-
тенузы ВС на нерпендикуляръ. AD, опущенпый пзъ вершины А на 
гипотенузу, равно пронзведеиію катетовъ. 

388) Между двумя параллельными касательными проведена къто-
му-же кругу еще касательная AB, u точки А и В соединены съ цен-
тромъ О. Требуется доказать, что уголъ АОВ прямой. 

3 8 9 ) Въ прямоугольиомъ треугольник! ABC вписанъ квадратъ 
D E G F такимъ образомъ, что его бокъ DE совмещается съ гипотену-
зою ВС. Требуется доказать, что этотъ бокъ есть средняя пропорціо- 
нальная между отр!зкамп BD и СЕ гипотенузы. 

3 9 0 ) На сторон! ВС в н ! треугольника ABC ностроенъ квадратъ 
BCDE и проведены прямыя А Е и AD, перес!кающія сторону ВС въ 



точкахъ Р и Q. Требуется доказать, что PQ есть сторона квадрата, впи-
саннаго въ треугольник! АБС. 

391) Въ разностороннем» треугольник! ABC прямая CD, раздѣ- 
ляющая болыиій уголъ АСВ иа двѣ равныя части, меньше прямой 
B E , раздЬляющен меныиій уголъ АБС но-иоламъ. 

3 9 2 ) Если въ треугольник! прямыя, которыми раздѣляются два 
угла соотвѣтствешіо на двѣ равныя части, равны, то онъ долженъ 
быть равнобедренный. 

3 9 3 ) Если изъ вершин» треугольника ABC на противолежащія 
имъ стороны опушены перпендикуляры AD, ВС, E F , пересѣкающіеся  
въ точкѣ О, то должно быть АО. OD = BO. О Е = С О . OF. 

3 9 4 ) Если чрезъ основанія D , E , F перпендикуляров», опущеиныхъ 
изъ вершин» треугольника ABC на противоположный стороны и пе-
р е с д а ю щ и х с я въ точкѣ О, описать окружность, то она разд!лнтъ 
каждую изъ сторонъ треугольника и каждую изъ прямыхъ ОА, OB,  
ОС на д в ! равныя части. 

3 9 5 ) Отношеніе двухъ неравных» дугъ, описанных» одним» и 

тѣмъ-же радіусомъ, больше отношеніясоотвѣтствующихънмъхордъ-
3 9 6 ) Т а изъ двухъ дугъ AB и DE, стягиваемых» равиыми хорда-

ми AB и D E , наибольшая, которой радіусъ наименьшій. 
397) Если въ треугольник! ABC чрезъ вершину А проведены пря-

мыя AD и АЕ до пересѣченія съ основапіемъ ВС такимъ образомъ 
AB» D B X B E 

что Z . B A D — Z . E A C , то должно бить А ( Г А — ECXCD" 

3 9 8 ) Во всяком» четыреутолышкѣ сумма квадратов» его сторонъ 
равна сумм! квадратов» діагоналей, увеличенной учетвереинымъ 
квадратом» прямой, соединяющей средиія точки діагоналей. (Теоре-
ма Эйлера). 

3 9 9 ) Во всякой трапеціи сумма квадратов» в с ! х ъ сторон» равна 
сумм! квадратов» діагоналей, уменьшенной удвоенным» произве-
деніемъ основаиій транецін. 

4 0 0 ) Если изъ какой-нибудь точки О хорды DI'E опущен» пер-
пендикуляр» ОР на діаметръ AB, то должно быть АР. Р В = 
DO. ОЕ + ÖP2-

4 0 1 ) В ъ четыреугольникѣ ABCD средина Е стороны AB соедине-
на съ оконечными точками С и I ) противоположной стороны, и сре-
дина F стороны CD соединена съ оконечными точками стороны AB. 



Требуется доказать, что сумма площадей ABF и CDE равна площади 
АВСІ). 

4 0 2 ) Но дайной сторонѣ а правильнаго многоугольника съ 2п 
сторонами и извѣстному радіусу R описанной окружности, найти вы-
раженіе для стороны а' вписаннаго правильнаго многоугольника съ 
п сторонами, относительно величинъ « н R. 

4 0 3 ) Геометрическое мѣсто точекъ, для которыхъ сумма квадра-
товъ разстояній отъ двухъ постоянныхъ точекъ одна н та-же, есть 
окружность круга. 

4 0 4 ) По данной сторонѣ а оппсаннаго правильнаго многоуголь-
ника съ п сторонами и извѣстномѵ радіусу R найти выраженіе для 
стороны а ' вписаннаго правильнаго многоугольника съ п сторонами. 

4 0 5 ) Если въ кругѣ двѣ хорды иересѣкаютея подъ прямыми угла-
ми, то сумма квадратовъ отрѣзковъ этихъ хордъ равна квадрату 
діаметра. 

4 0 6 ) Высота АН какого-нибудь треугольника ABC, внпсаннаго 
въ кругѣ , относится къ боку AB точно такъ, какъ сторона АС отно-
сится къ діаметру AD. 

407) Прямая пересѣкаетъ двѣ пересѣкающіяся окружности въ 
точкахъ А, В, С, D и ихъ общую хорду въ точкѣ Е . Требѵется дока-

E A _ E D  
зать, что ЕВ ЕС' 

4 0 8 ) Если около правильная треугольника описать окружность п со 
едишггь хордою DE среднія точки дугъ, соотвѣтствующихъ бокамъ AB  
н АС, то эта хорда раздѣлится прямыми AB и АС на три равныя части. 

4 0 9 ) На сторонахъ треугольника ABC построены параллелограмм 
Фиг. 223. A B I ) E ; ACFG п ВСНК (фиг. 223) такимъ обра-

зомъ, что вершины H п К параллелограма 
ВСНК помѣіцаются на сторонахъ D E и FG. Тре-
буется доказать,что площадьВСНКранна сѵммѣ  
площадей ABDE и ACFA. (Теорема Паппѵса). 

410 ) Если какую-нибудь точку F діаметра  
AB соединить съ оконечностями D и Е хорды, 
параллельной къ этому діаметру, то сумма ква-

в е дратовъ прямыхъ DF и E F равна суммѣ ква-
дратовъ отрѣзковъ діамегра. 



% 

411) Между точкою С п данною прямою AB провести црямую та-
кимъ образомъ, чтобы она данною прямою D E раздѣлплась на двѣ  
равныя части. 

412) Построить квадратъ, когда извѣстно, что разность между его 
діагональю u бокомъ равна данной прямой а. 

413) Построить квадратъ, котораго бокъ и діагональ вмѣстѣ  
должны равняться данной прямой «. 

414) На діагопали d даннаго прямоугольника построить равно-
мѣрный ему прямоугольннкъ. 

415) Построить треугольппкъ ABC, въ которомъ сумма сторонъ 
AB u АС должна равняться данной врямой т , уголъ ABC долженъ 
равняться данному углу п п высота CD должна равняться данной 
прямой р. 

416) Построить прямоугольнпкъ по данной діагоналн а и сумм! b  
двухъ смежныхъ сторонъ. 

417) Построить прямоугольнпкъ ABCD по данной прямой Ъ, рав-
ной его основапію AB, u данной прямой d, равной разности между 
діагональю АС и высотою ВС. 

418) ІІо данному периметру р построить равнобедренный прямо-
угольный треугольникъ. 

419) Описать дугу, касающуюся къ двумъ даннымъ окружностямъ 
С и С'. 

4 2 0 ) Построить треугольникъ, равномѣрный данной трапеціи  
ABCD. 

421) Радіусомъ, равнымъ прямой m, описать окружность такнмъ 
образомъ, чтобы она касалась къ данной прямой AB, а на данной 
прямой CD отрѣзала хорду, равную данной прямой » . 

422) На основаніп, равномъ прямой LM, построить треугольникъ, 
равномѣрный данному треугольнику ABC. 

423) Раздѣлить данный треугольникъ ABC на двѣ равныя части 
прямыми, выходящими пзъ точки F, данной внутри треугольника. 

4 2 4 ) Дана окружность О, касающаяся къ двумъ пересѣкающимся  
прямымъ AB и АС. Требуется описать окружность, касающуюся къ 
данной окружности и къ даннымъ прямымъ. 

425) Чрезъ точки А н В , данныя на окружности, провести двѣ  
параллельный хорды, которыхъ сумма должна равнятщ>я данной пря-
мой т . 



426) Требуется найти такую точку X , чтобы прямыя, соединяю-
щія ее съ данными точками А,В,С, составляли равные углы. 

427) Чрезъ точку С требуется провести такую прямую, чтобы 
сумма перпендикуляров», опущенных» на нее изъ точек» А и В, рав-
нялась данной прямой т . 

428) ІІо тремъ даннымъ точкам» А, В и С опредѣлить четвертую 
точку X такнмъ образом», чтобы при ней образовались углы АХС и 
ВХС, соответственно равные данным» угламъ m и п. 

4 2 9 ) Въ данном» кругѣ вписать прямоугольник», равномерный 
данному прямоугольнику ABCD. 

4 3 0 ) Отъ точки А провести прямую, которая должна пересекать 
двЬ данныя окружности С и С' такимъ образомъ, чтобы отрезки АУ 
и АХ были пропорціональны данным» нрямымъ m и п. 

431) Построить треуголіннкъ по двумъ известным» угламъ В и С, 
и данной сумме сторонъ, нротнвулежащихъ этим» угламъ. 

432) Радіусомъ, равнымъ прямой а, описать окружность такимъ 
образомъ, чтобы она отрѣзала на прямой AB хорду, равную данной 
прямой от, а на прямой CD хорду, равную данной прямой и. 

433) Въ данномъ ккадратЬ ABCD вписать квадратъ, коего вер-
шины должны находиться на сторонах» AB, ВС, CD, АС. 

434) Прямою AD, проведенною чрезъ вершину А, треугольник» 
ABC разделен» на двЬ равныя части. Требуется провести чрезъ вер-
шину В прямую, которая должна пересекать прямую AD въ точкѣ  
X и сторону АС въ точке У таким» образомъ, чтобы треугольникъ АВХ 
сдѣлался равномерным» четыреугольнику ПХУС. 

435) Построить треугольникI, но данной стороне «, противолежа-
щей углу от, и суммѣ р сторон», составляющих» этот» уголъ. 

436) Раздѣлить транецію ABCD на д в е равныя части прямою, 
проходящею чрезъ вершину А. 

437) Построить равнобедренный треугольникъ такнмъ образомъ, 
чтобы его вершина находилась въ данной точке G , оконечности 
его осиованія пришлись на данныхъ параллельных» прямыхъ AB и 
CD, п оспованіе составлялось прямыми AB и CD угды,равиые данно-
му углу от. 

438) По данной сторон!, а правильнаго многоугольника, имеюща-
го п сторонъщ периметр» р, построить сторону х правильнаго мно-
гоугольника, имеющаго 2« сторон» и неріімегрър. 



439) l lo данному периметру р и извѣстному углу m построить 
прямоугольный треугольникъ. 

440) Описать окружность, касающуюся къ данной окружности С, 
а къ данной окружности С въ точкѣ А. 

441) Внутри прямоугольника ABCD дана точка Е. На сторонах» 

AD, DC и СВ этого прямоугольника найти точки F, G, H таким» обра-

зомъ, чтобы Z . E F A = Z . G F D , / . D G F = Z . C G H и Z . C H G = 

/ . В Н Е . 
442) Изъ трехъ даииыхъ точекъ А, В, С описать три касающіяся  

между собою окружности. 
443) Построить треугольпикъ по извѣстной сторонѣ а и данным» 

прямым» m и я, соединяющим» оконечности этой стороны съ средни-
ми точками двухъ остальиыхъ сторон». 

444) Раздѣлпть иараллелограмъ ABCD на четыре равныя части 
прямыми, проходящими чрезъ вершину А. 

445) Отъ точекъ А и В, находящихся внѣ данной прямой MN,  
провести двѣ прямыя такимъ образомъ, чтобы оии, пересѣкаясь иа 
MN въ точкѣ X, образовали углы АХМ и BXN, которыхъ разность 
дожна равняться данному углу т . 

446 ) Описать окружность, касающуюся къ данной прямой AB и къ 
двумъ равным» кругамъ изъ-внѣ. 

447) Описать окружность, касающуюся къ данной прямой AB и 
къ двумъ равным» кругамъ изъ-виутрп. 

448) Чрезъ точку Н, данную внутри угла АБС, провести окруж-
ность, касающуюся къ прямымъ ВА н ВС. 

449 ) Построить треугольникъ ABC, котораго высоты AF, BG, CD  
соотвѣтственно должны равняться прямымъ т , п , р . 

450 ) Описать окружность, проходящую чрезъ точки А и В, и ка-
сающуюся къ дайной окружности пзъ-внѣ. 

451) Описатъ окружность, проходящую чрезъ данныя точки А и В, 
и касающуюся къ дайной окружности изъ-виутри. 

452) Описать окружность такимъ образомъ, чтобы она касалась 
къ данной окружности и прошла чрезъ точки А и В, находящіяся  
внутри этой окружности. 

453) Построить равносторонній треугольникъ ABC такимъ обра-
зомъ, чтобы его вершины пришлись соотвѣтственно иа данныхъ па-
раллельных» прямыхъ ED, NK, LM. 



454) Вт. дашюмъ кругѣ вписать треугольникъ X Y Z такимъ обра-
зомъ, чтобы стороны X Y и XZ соответственно прошли чрезъ дан-
ный точки A H В, а сторона YZ была параллельна къ данной пря-
мой MN. 

455) На окружиости круга даны точки А и В, и проведена сѣку- 
щая CD, на которой дана точка Е. Требуется найти на этой окруж-
ности такую точку X. чтобы прямыя АХ н BY отрѣзалн на сѣкущей  
CD двѣ части ЕМ и EN, пропорціональныя чнсламъ m п п. 

4 5 6 ) Данный уголъ ABC раздѣленъ прямою BD на двѣ равныя 
части, и на его сторонѣ ВС даны точки Е и F . Требуется найтп на 
сторонѣ AB такую точку X , чтобы части ХМ и XN нрямыхъ Х Е и 
X F , лежащія между прямыми ВА и BD, были равны. 

457) Внѣ круга О даны точка А и прямая ВС. Требуется описать 
окружность, проходящую чрезъ А и касающуюся къ данной окруж-
ности и къ прямой ВС. 

4 5 8 ) Требуется ониеать окружность, касающуюся къ сторонамъ 
угла ВАС и къ окружности О, лежащей внутри этого угла. 

459) Описать окружность, касающуюся къ данной прямой AB и 
къ двумъ окружностямъ С н С', нмѣющимъ радіусы R и R' . 

4 6 0 ) Описать окружность, касающуюся къ тремъ окружностямъ 
С, С', С" , имѣющимъ радіусы R, R' , R " . Сколько рѣшеній допускаете 
эта задача? 



Результаты численных* вопросов*, доказательства 
теоремъ и рѣшенія задач* построенія. 

1) A B = 24т и CD = 7ад , 
2 ) Н ѣ т ъ ; онъ долженъ быть мень-

4,325 
ше 4 j g - дюйма. 

3 ) Д ° і б 0 о 0 с а ж -
4 ) 2 5 5 саж. 
5 ) 6 , 8 8 дюйма. 
6 ) 2 5 / в дюйма. 

8 ) Почти на 5 , 2 1 дюйма. 
9 ) Почти 5 , 4 дюйма. 
1 0 ) б в = 3 9 / 2 » = 2 9 + > . 
1 1 ) A B = 8 1 саж., В С = 3 6 саж. 
1 2 ) 3 Д дюйма. 
1 3 ) 4 , 5 дюйма. 

1 5 ) 3 , 2 дюйма. 
1 6 ) 2 2 9 / з б о окружности. 
1 7 ) 1 3 ° 3 0 ' . 
1 8 ) 4 2 ° . 
1 9 ) 1 0 0 ° . * 
2 0 ) 3 9 ° 2 2 ' . 
2 1 ) 5 6 ° . 

2 2 ) 1 9 ° 5 4 ' . 
2 3 ) 2 2 ° 5 0 ' . 
2 4 ) В ъ сегментѣ А С В углы равны 

7 3 ° 2 0 ' и в ъ сегмент! А Е В 
углы равны 1 0 6 ° 4 0 ' . 

2 5 ) 4 5 ° 3 2 7 з ' . 
2 6 ) 3 1 ° 4 6 2 / з ' . 
2 7 ) 6 2 ° 3 0 ' ; 1 0 0 ° . 
2 8 ) 1 4 8 ° 4 6 ' ; 3 1 ° 1 4 ' . 
2 9 ) 7 2 ° . 
3 0 ) 1 7 6 ° 5 2 3 / э ' . 
3 1 ) Проведя хорду B E || къ CD,  

получимъ A B E , который из-
мѣряется четвертью окружности; 
но А В Е = L A F D и / . A F D  
измѣряется полусуммою дугъ A D  
и В С ; слѣдовательно сумма д у г ь 
A D и В С равна полуокружности. 

3 2 ) L A F G = 7 г ( A I ) — B D ) .  
/ _ E G C = 7 2 ( E C — A D ; но 
А Е = Е С и B D = A D , слѣдо- 
вательно L A F G = /_ E G C = 
L A G F . 

3 3 ) L A M E = 7 ? ( D B + A E ) , 
L F E M = 7 2 ( D A + A E ) ; ho 



D B = D A , следовательно 
L FME = L FEM и F E = F M .  

. 3 4 ) L A B C = »/«АБС и / . A G B  
= 7 г A B , откуда L ABC — 
L A G B = »/«(АБС — A B ) .  
Сдѣлавъ C F = A B , проведемъ 
хорды D F , А Е , E F ; тогда тре-
угольники A D E и D E F равны, 
потомѵ-что сторона E D общая, 
L DAE = /_ D F E и Z .DEA  
= l D E F , ибо l DEA = 
7 Ï ( A B + BD) L D E F = 
V*(FC + CD) и A B - f BD =  
F C + C D ; слѣдов. хор. А Е = 
хор. E F и дуг. А Е = дуг. E F ;  
откуда дуг. А Е С — дуг. A B = 
дуг. A F , 7 2 ( д у г . A È C — дуг. 
A B ) = »/'2дуг. A F = дуг. А Е , 
L a d e = 7 « д у г . А Е или 
L ADE = / . A B C — L ACB. 

3 5 ) Т а к ъ какъ £ B C ' P = 9 0 ° и 
/ _ ВА.Р = 9 0 ° , то окружность, 
описанная на B P , иройдетъ чрезъ 
точки А' и С ( 1 1 2 части I ) . 
Точно также окружность, опи-
санная на CP, пройдетъ чрезъ 
А ' и В ' , и наконецъ окружность, 
описанная на А Р , пройдетъ ч резъ 
В ' и С'. Изъ треугольника С В С 
получимъ 
/ . С В С ' + / . В С С ' = = 9 0 ° или 
Z . C ' B P + Z . P B C + Z . B C C  
= 9 0 ° . 

Изъ треугольника С В В ' полу-
чимъ 

/ 1 В С Р + L P C B ' + С В В ' = 
9 0 ° . 
Откуда 
/ . C B P + / . P B C + / . B C C '  
= / . В С Р + ^ _ Р С В ' + С В В ' 
или / . С В Р = / _ P C B ' ; но 
А С ' В Р = / . С ' А ' Р = 7 » д у г . 
С'Р и ^ _ Р С В ' = / . Р А ' В ' = 
ч*дуг. P B ' ; 
слѣдов. L С ' А ' Р = / . Р А ' В ' . 
ІІодобнымъ образомъ доказы-
вается,что / . А ' В ' Р = / . Р В ' С ' 
и L А 'С 'Р = L P C B ' . 

3 6 ) Прямая D E не параллельна 
къ ВС. 

3 7 ) А Е = 1 4 т , ЕС = 1 1 т . 
3 8 ) 2 4 ' 7 2 4 саж. 
3 9 ) 5 4 9 / і 4 саж. 
4 0 ) 4 2 еаж. 
4 1 ) 9 4 саж. 
4 2 ) Раздѣляетъ. 
4 3 ) 3 5 2 7 « & саж. 
4 4 ) 2 2 1 ° Д 1 саж. 
4 5 ) 2 8 V i « саж. 
4 6 ) 3 1 , 2 саж. 
4 7 ) 3 0 , 3 1 саж. 
4 8 ) 0 , 7 дюйма. 
4 9 ) Проведя діагональ B D , полу-

чимъ треугольники A B D и C B D ,  
изъ которыхъ составятся про-

. AB. AD СВ CD n 

порцш A F - A 1 I и C F = E Ö . От-
куда слѣдуетъ , что Н Е || къ 
B D , F G II къ B D и Н Е || къ 
F G . Точно такийѴже образомъ 
узнаемъ,чтѳ E F || къ H G . От к у да 
заключаемъ ( 6 3 части I ) , что 



Е Н = F G и Е Е = НСх ; слѣдо- 
вательно четыреугольникъ 
E F G H иараллелограмъ. 

5 0 ) Проведя діагоиаль B D , полу-
чимъ треугольники A B D и B C D ,  
къ которым» примѣнимъ теор. 
( 3 6 , I I ) . 

5 1 ) Вслѣдствіе теор. ( 4 3 , I I ) мы 
AB BD AB АЕ' . 

ИМѣСМЪ а с — р е и ВО ~ CE' ! 
. BD AE 

но по заданно D C ^ C E ' 
AB АЕ' вательно ѵ 0 = СЕ' И AC 

елѣдо- 
АВ .AB . 

ВС ' 
откуда АС = ВС. 

5 2 ) Т а к ъ какъА D = •/« A B у А Е = 
t / 2 Ä C , то составится пропорція 

A D = A Ë ' и з ъ К О Т О Р ° " слѣдуетъ  
( 3 7 , 1 1 ) , что D E II къ ВС. 

5 3 ) Пропорціи 1 и 2 ( 4 3 и 4 4 , 
I I ) представятся въ слѣдующихъ 
в и д а х » : 

BD _ с я—PC _ Ъ 
ä — B D — У ' DC " с * 

D'B с D'C — a с 
P B - f i b ' D'C " b ' 

Изъ этихъ пропорцій легкоопре-
дѣлить B D , DC, D ' B и D'C. 

5 4 ) Изъ центров» С и С опустив» 
перпендикуляры CD и C D ' на 

AC AD 
A F , получимъ A C ' ~ A D ' - ' н 0 

такъ какъ A D = 7 8 A F и A D ' 
. . AF AD , 

= 7 а А Е , то A g ~ AD* » ^ 0 " AF AC  вательно д 1 , = д ^ . 
55)Проведя A'Dll къ ВС,получимъ 

A'F DC A'F DC „, 
ИЛИ = Так-FB' СВ' FB' ВА' 

AC DC , A'F же A B — B A , ; слѣдовательно F B > 
AC 
AB" 

5 6 ) 1 0 . 6 саж. 
5 7 ) 4 . 9 саж. 
5 8 ) 3 , 5 дюйма. 
5 9 ) ас = m'. / , Ьс = 
6 0 ) 1 0 , 5 дюйма. 
6 1 ) 1 5 7 з дюйм. 
6 2 ) АО = 5 , 8 фут., В С = 6 , 6 

фут. и ас, — 1 u / i 5 фута. 
6 3 ) ab = 0 , 7 6 дюйма, ас, — 0 , 5 4 

дюйма, 6с = 0 . 5 6 дюйма. 
64) run = 725»0MN. 
6 5 ) 3 7 7 » Фут. 

6 6 ) 1 2 фут. 
6 7 ) 2 5 саж. 
6 8 ) 1 7 * саж. 
6 9 ) " 8 2 9 / б 2 фут. 
7 0 ) A B = 1 7 6 саж., АС = 6 8 

саж., В С = 8 4 саж. 
I 7 1 ) «6 = 1 , 4 4 дюйм., 6 с = 2 , 0 1 6 

дюйм., ас — 1 , 3 4 4 дюйма. 
7 2 ) 2 .4дюйм. , 4 дюйм.,2 ,2дюйм., 

3 дюйм.. 4 , 4 дюйм. 
7 3 ) A B = 3 6 , 7 5 фута, а 6 = 5 , 2 5 

фута. 
7 4 ) »6 = 0 , 7 4 д ю й м а , а с = 0 , 7 8 4 

дюйма, 6с = 0 , 7 1 2 дюйма. 
7 5 ) 6 саж.; 3 2 саж. 
7 6 ) ab — 3 5 / з саж. , ас = 4 7 * 

саж., Ьс = 5 7 г саж. 
7 7 ) A B - 4 О 7 а с я ж . , В С = 7 0 7 э 

саж., Ьс — 2 2 7 * саж. 
7 8 ) Треугольники А О В и COD по-

добны. потому-что L А О В = 



L COD, L A B O = L ODO,  
/ _ B A O = / _ DCO ; елѣдова-

А В АО ВО 
тельно D C = 0 C — • O D -

7 9 ) Изъ точекъ M и Р опустимъ 
перпендикуляры M E и PC! на 
сторону АС и перпендикуляры 
M F и P D на сторону A D ; тогда 

EM AM FM AM получимъ С р = др И ! ,р = Л Р ; 

Е М F M ЕМ CP 

откуда C P = b P или F M = U P 

8 0 ) Вслѣдствіе теоремы ( 6 4 . 1 1 ) мы 
имѣемъ 
' Ѵ і А В А О А Е А О 

î / ïDC ~ ~ ОС И Л И FC ОС ' 

Изъ послѣдней пропорціи сле-
дуете, что прямыя Е Е и АС пе-
ресекаются в ъ точкѣ О. 

8 1 ) Изъ треугольниковъ ACD и 
B D C мы имѣемъ 
А Е Е Р B I I _ C . I I . АТГ*  

АС СГ) И B D C D ' Н 0 ~ ~ 

В Н , АС = B D п CD = CD,  
следовательно ЕБ1 = G H . 

8 2 ) Проведемъ прямую 0 0 ' и на-
зовемъ чрезъ С точку ея пере-
сѣченія съ продолженною A « п 
чрезъ С' точку ея пересечения 
съ и [ одолженною В Б ; тогда изъ 
треугольниковъ АОС и В О С по-
лучимъ 
ОС _ O A ОС' _ OB т 

О'С ~ C ' a И <ГС' — 0 ' Ѵ І а к ъ 

какъ О А = О В п 0 ' а = 0 ' & , то 
ОС О С п О'С = О ' С ; слѣдо- 
тельгяо точки С и С совпадаютъ. 

8 3 ) Треугольники A D E п D C F  
подобны, потомѵ-что / _ A E D = 

4.D 
= / _ D C F ; следовательно D c 

_ D E В С D E 
D F И Л И A B D F " 

8 4 ) Треугольники B O D и COD  
равны, треугольники B O D и А О Е 
подобны, треугольники COD и 
А О Б1 подобны, треугольники 
A D B , A O F подобны, треуголь-
ники ADC и А О Е подобны. 
Треугольники В О Е и СОЕ рав-
ны, треугольники A B E и A C F  
равны, треугольники B O F и 
A B E подобны, треугольники 
С О Е и A C F подобны. Треуголь-
ники АО В и АОС равны. 

8 5 ) Изъ центровъ С и С опустимъ 
перпендикуляры CG и С Н на 
прямую E F ; получимъ подоб-
ные треугольники ACG и А С Н Т 

АН 
изъ которыхъ ВЫВОДИТСЯ WJ —  
АС' 2 АII АС.'* 
АС Î 2АО = АС И Л П 

А Е А С ' 
A F ~ ~ АС " 

8 6 ) Треугольники A B C и A D E 
подобны, потому-что 1_ А об-
щій II l_ А С В F= l, A D E ; слѣ- 

А В АС A B 
довательно Д Е = Д І ) или А ( , 
_ А Е 
' AD" 

8 7 ) Проведя F G |j къ В С до пе-
ресѣченія съ A D . получимъ 

B D A B CL) Т , 
или д р г — v. • Изъ но-г а КО" 

добііыхъ треѵголышковъ COD и 
Ü A N _ DO CD „ 

БОИ получится = F C i " Изъ 
выпедепішхъ пропори,; й мы пмѣ-



AB DO - , _ . Л 

емъ V F = < : Ö D ' о т к У Д а DO  
= 2 / з Ш ; но DG = 7 * A D ;  
глѣдовательно DO = 7 s A D и 
A O = 2 / 3 A D . 

S 8 ) Изъ треугольника А Б С полу-
АВ * в о 

чимъ v - p = F G и изъ треуголь-
ника A B D имѣемъ = ; 

ВС BD BE BD  откуда р 0 = Н Г ) ; н о р п = 1 Ш > 
слѣдователыю F G = F i ï . 

. '89) Изъ вершины А какого-ни-
будь равносторонняго треуголь-
ника A B C опустимъ J _ A D на 
В С , и на немъ отложимъ А Е = 
« г ; чрезъ Е проведемъ F G || къ 
В С между сторонами A B я АС. 

9 4 ) Проведя P D || къ СВ, раздѣ- 
лимъ B D на m равныхъ частей 
и отъ D до Е отложимъ п та-
кихъ-же частей. Наконецъчрезъ 
Е и Р проведемъ E F . 

9 5 ) Чрезъ А проведемъ какую-ни-
будь прямуюАЬина ней отъА до 
D отложимъ ш равныхъ частей, 
и п такихъ-же частей отъ D до 
Е . Чрезъ Е проведемъ ЕС || къ 
D B до псресѣченія съ продол-
женною A B . 

9 6 ) Раздѣлимъ сторону ВС на ча-
сти B L и L C , пронорціональпыя  
числамъ m и п, и чрезъ А и L  
проведемъ прямую. Опустивъ на 
нее перпендикуляры B D и С Е , 
получимъ подобные треугольники 
B D L и C E L , изъ которыхъ вы-

BL BD BL M  водится C L = C E ; НО с ц = - й ; 
BD M  

слѣдов. c È = п . 
9 7 ) На перпендикуляр! D E , воз-

ставленномъ къ A B изъ какой-
нибудь точки D , отложимъ m  
равныхъ частей, и проведемъ 
Е Н II къ В А . На прямой F G ,  
проведенной перпендикулярно 
къ В С , отложимъ п 'частей пря-
мой D E и проведемъ П К || къ 
С В . Точку К пересѣченія пря-
мыхъ Е Н и G K соединивъ съ 
вершиною В , получимъ геоме-
трическое мѣсто В К точекъ, 
удовлетворяющихъ вопросу. 

9 8 ) Построимъ прямоугольный тре-
угольникъ bed, котораго катетъ 
be содержитъ m равныхъ частей 
и катетъ cd равенъ п такимъ-
же частямъ. Потомъ на гипоте-
н у з ! а нойтропиъ треугольпикъ 
B C D , подобный треугольнику 
bed. 

9 9 ) Построимъ прямоугольный тре-
угольпикъ bed, котораго катетъ 
be содержитъ m равныхъ ча-
стей и катетъ cd содержитъ п 
такихъ-же частей. Потомъ опу-
стимъ перпендикуляръ се на 
гипотенузу ЬЛ, и на прямой а 
построимъ треугольники C E D и 
С Е В , подобные треуголышкамъ 
ced и сеЬ. 

1 0 0 ) На какой-нибудь прямой от-
ложимъ m равныхъ частей отъ 
b до с , и м такихъ-же частей 



отъ с до d. К ъ hd изъ точки с 
возставимъ J _ се, и изъ среди-
ны прямой bd радіусомъ, рав-
нымъ l l % b d , оііишемъ полу-
окружность; точку е ея пересѣ- 
ченія съ _]_ се соединимъ съ b  
и d. ІІотомъ на прямой а по-
строимъ треугольники В С Е и 
В С Е , подобные треугольникамъ 
bee и dee. 

1 0 1 ) Сдѣлаемъ A D = А и на этой 
прямой опишем» полуокруж-
ность. Потомъ отложимъ хорду 
D E = Ь/ ih ' , и проведемъ А Е до 
пересѣченія В съ J _ , возетав-
леннымъ изъ D къ A D . На про-
долженіи этого J _ отложимъ 
DC = B D и соединимъ С и А. 
Для доказательства опустимъ 

, Г1Ъ1 . „ BD DE 
J L C F на A B ; тогда R C = C F > 
но B D = 7 « ВС, следовательно 
D E = l/ih' = C F . 

1 0 2 ) Построимъ треугольникъ abc,  
въ которомъ ас = m равнымъ 
частямъ, bc = n такимъ-же ча-
стямъ и L Ьса = L p - И З Ъ а 
опустимъ _]_ ad на be, отло-
жимъ dA = da + а А = h и 
проведемъ CA ] | къ са и В А 1 

к ъ Ьа. 
1 0 3 ) На A B =а построим!» пря-

моугольный треугольникъ A B C  
съ катетами ВС и АС = h. На 
В С отложимъ B D = M и изъ D  
радіусомъ D F = « опишемъ дугу; 
получится точка F на A B . На-

конецъ проведемъ A G || к ъ 
F D . 

1 0 4 ) СдЬлаемъ H F = m и по-
строимъ / _ H B G — 1_р~ И з ъ 
H радіусомъ H G = п опишемъ 
дугу ; получится точка G на B G .  
Проведем!» H G , отложимъ В А 
- а на H B и ироведемъ А С 
къ H G . 

1 0 5 ) Построимъ треугольникъ 
A B C , въ которомъ A B = 2с, 
АС = а и ВС — Ь. На продол-
женной АС отложимъ CD = AC 
и проведемъ BD ; получимъ тре-
буемый треугольникъ BCD. В ъ 
самомъ де.тЬ, проведя С Е || к ъ 
» т. AB AD j , 

A B , получимъ C E ^ A O / / 
откуда CE = Ѵ г А В = = с. П о -

В Ё АС „ „ томъ F 1 ) = C L j , откуда В Ь = 
ED. 

1 0 6 ) Построимъ центральный 
l DOE = 2 l В А С и цен-
тральный l DOF = 2 A B C  
и т. д . 

1 0 7 ) Н а A B опишемъ дугу въ 1 2 0 е * 
и на АС дугу въ І 2 ( У ° ; пере-
сеченіемъ этихъ дугъ опреде-
лится точка Р . 

1 0 8 ) Н а Н К отложимъ m р а в -
ныхъ частей отъ А до С , и N  
такихъ-же частей отъ В до D  
на L M . Чрезъ Р проведемъ E F  
II къ CD. 

1 0 9 ) Между сторонами / _ В А С 
проведемъ E D чрезъ Р перпен-
дикулярно къ A B . Соединимъ 



А и Р , и продолжимъ А Р . Изъ 
Е опишемъ дугу радіуоомъ, рав-
нымъ E D , до пересѣченія F съ 
А Р . Чрезъ Р проведемъ Р Х 
къ F E и изъ X опустимъ _ L  
X Q на A B ; тогда X Q = Х Р . 
В ъ самомъ дѣлѣ , треугольники 
E F P и X P G подобны, потому-
что L P G X = Z . F P E n / _ G P X  
= L Р Е Е . Треугольники G Q P  
и P D F подобны, потому-что 
L Q G P = L D P F и G P Q  
~ f Z . P F D ; следовательно так-
же треугольники X P Q и D E F 
подобны и E F = x р. Т а к ъ к а к ъ 
D E = E F , то Q X = X P . 

1 1 0 ) 1 0 , 8 дюйма. 
1 1 1 ) Катеты равны 2 1 , 6 и 6 9 , 6 2 

саж.; порпендикуляръ = 2 0 , 6 3 
саж. 

1 1 2 ) Катеты = 1 2 , 3 1 и 1 2 , 9 6 
саж.; гипотенуза = 4 4 , 2 6 саж. 

1 1 3 ) 1 8 5 , 2 саж. 
1 1 4 ) Почти 8 5 саж. 
1 1 5 ) 3 , 9 1 фута. 
1 1 6 ) На 4 , 5 8 дюйма. 
1 1 7 ) 9 1 , 2 саж. 
1 1 8 ) К а т е т е = 7 , 4 4 7 дюйм.; 

перпендикуляръ = 3 , 7 2 3 дюйм. 
1 1 9 ) 4 , 3 5 6 доШма. 
1 2 0 ) 2 8 дюйма. 
1 2 1 ) 2 4 фута. 
1 2 2 ) I I 8 / « фѵта. 
1 2 3 ) 3 , 9 фута. 
1 2 4 ) 7 , 8 5 7 фута. 
1 2 5 ) 5 9 , 8 6 фута. 

1 2 6 ) 2 4 дюйма. 
1 2 7 ) Почти 1 1 , 6 саж. 
1 2 8 ) 7 , 2 2 5 фута. 
1 2 9 ) 1 8 , 3 2 5 фута. 
1 3 0 ) 2 4 , 5 фута. 
1 3 1 ) 1 , 5 8 1 фута. 
1 3 2 ) 2 5 1 1 / і 8 фута. 
1 3 3 ) 1 0 , 9 9 8 фута. 
1 3 4 ) Почти 1 0 , 4 дюйма. 
1 3 5 ) A B = 5 , 7 , A D = 8 , 9 фут. 
1 3 6 ) Почти 2 3 саж. 
1 3 7 ) АС = 5 3 Ут , А Е = 7 0 + 

фут. 
1 3 8 ) 2 0 , 8 дюйм., 1 1 . 7 дюйм. 
1 3 9 ) Катеты = 1 , 7 6 7 дюйм, и 

2 , 3 2 5 дюйм.; гипотенуза = 
2 , 9 І 2 дюйм. 

1 4 0 ) 2 1 , 9 фѵт„ 2 9 . 2 фут. 
1 4 1 ) A B = 7 , 1 2 3 1 фут., A D =  

9 , 1 2 3 1 фут. 
1 4 2 ) Треугольники A B F и ACD  

подобны, потому-что Z. АБ 4 В = 
l _ ADG = 9 0 ° п L В А С об-
щій; следовательно / _ A B F = 

/ к птч А В ЬР 
Z . A C D и л с = с 1 ) . 

1 4 3 ) Треугольники A B E и A B C  
подобны, потому-что Z. А об-
щій и L A B E = А С В ; сле-
довательно Z. A E B = Z. A B C 

AC__ AB  
0 AB АЕ* 

1 4 4 ) Треугольники A B F и A C D  
подобны, потому-что Z. А об-
щій, Z. A F B = V A D C = 9 0 " ; 
следовательно Z . A В Б1 = 

/ i m A B A F 

L A C D и Ä C = A I I -



1 4 5 ) Изъ пропорцій 
AB AC AB AB 
A C - A D И A C " AC  
ПОЛУЧИТСЯ 
AB ' AB _ AC AB 
A C X Ä C — A D X Ä C П Л И 

ABS AB 
AC» — AD-

1 4 6 ) Изъ прямоугольнаго тре-
угольника A B C имѣемъ A B 2 == 
В С 2 — A C 2 = ( В С + AC) 
( В С — A C ) ; откуда B l ' A B A L = 

AB 
ВС — A C ' 

1 4 7 ) Изъ треугольника A B C , въ 
которомъ A B < АС, прямая A D  
перпендикулярна къ В С и AM  
проведена чрезъ средину M сто-
роны В С , получимъ 
Ï C 2 = Â M 2 + M C 2 + 2MC.DM 
и А В 2 = _ 
А М 2 + В М 2 — 2 B M . D M ,  
откуда 
А С 2 — A B 2 = 2 ВС. DM. 

1 4 8 ) А С 2 = А В . А Е и 
А.1)2 = A B . A F , откуда 
АС8 АЕ 
A I , ' — A F -

1 4 9 ) Чрезъ точки А и В касанія  
проведем» діаметры АС и B D ,  
и соедииимъ точки А и 1), так-
же точки В и С ; получимъ по-
добные треугольники A B C и 
A B D , потому-что / . В А С = 
/ _ A B D = 9 0 ° и L А С В + 
/ _ CAD = 9 0 ° и L B A D + 

/ . C A D = ' 9 0 ° , слѣдов. L A C B 

= L bad и tcB=-£DB-
1 5 0 ) Н а прямой D E опишемъ полу-

окружность, проходящую чрезъ 
С. Проведя хорды DC и Е С , 

DF CF  
получимъ C F = F Ê -

1 5 1 ) Проведем» хорды E G , B E ,  
B G . В ъ треуг. A B E уголъ В А Е 
+ L А В Е = 9 0 ° ; ' н о / . A B E  
= L A G E , слѣдов. L В А Е 
+ Z . A G E = 9 0 ° . В ъ треуг. 
ACD уг. CAD + L A D C = 
9 0 ° . Откуда / . B A E + / . A G E  
= L CAD + L ADC или 
Z _ A G E = / . A D C . В ъ треуг. 
A B G уг. B A G + L A B G = 
9 0 ° ; но L A B G = / _ A E G ,  
слѣдовательно / . B A G + 
L A E G = 9 0 ° . Также L C A F  
- f - L A F C = 9 0 ° . Откуда 
Z . B A G - f - [ _ A E G = L C A F  
+ L A F C или L ACG = . 
L A F C . 

Отсюда мы Заключаем», что тре-
угольники A E G и A D F нодоб-

. AD AF ны и слѣдовательно А 0 = л к -
1 5 2 ) Отъ точки А проведем» ка-

гательп}ю A B къ окружности и 
на продолженной A B отложим» 
B E = A B . На A B опишемъ 
полуокружность и изъ В возста-
вимъ J _ B F до пересѣченія F  
съ полуокружностью. Проведя 
хорду A F , опишемъ изъ А дугу 
радіусомъ A F ; получимъ точку 



D на данной окружности. Н а -
конецъ соединимъ А и D . К а к ъ 
доказать равепство отрѣзковъ  
АС и C D ? 

1 5 3 ) Отложимъ хорду D E = m и 
на нее изъ центра С оиустимъ 

I C F . Потомъ изъ С радіусомъ  
C F опишемъ окружность, и къ 
ней отъ точки А проведемъ ка-
сательную, которая пересѣчетъ  
данную окружность въ точкахъ 
Gr и Н ; часть G H = D E = т . 

1 5 4 ) Раздѣлимъ діаметръ D B на 
3 равныя части, и на его про-
долженіи отложимъ В А = = 
У з B D . Наконецъ изъ А про-
ведемъ касательная А Е и A F -

AD АЕ - ' получимъ А Е = 1 Д А 1 > ИЛИ А Е 2 

= 1 A Ä D 2 или А Е = " : ' / з А В . 
1 5 5 ) Предположимъ, что задача 

рѣгаепа и найдены касательный 
Х Е и X F ; тогда = Ц и 

Х Е 2 = D X . X B ; но Х Е = Х А , 
В Х = A B — Х А , D X = B X +  
B D = A B — A X + B D = A D  
— А Х ; слѣдовательно Х А 2 = 
( A D — А Х ) ( A B — А Х ) = 
A D . A B — А Х . А В — A D . А Х 
+ А Х 2 ; откуда ( А В + A D ) . А Х 

АТЛ ГГ. А В + А І ) AB  = A D . A B н A D = A x , 
гдѣ А Х есть четвертая пропор-
ціональная между A B - f - A D ,  
A B и A D .  

1 5 6 ) Положимъ, что задача р ѣ -

шепан иайденъ отрѣзокъ В С = 
т . Проведемъ діаметръ A D . n e - 
ресѣкающій малую окружность 
въ точкѣ Е , и хорды A B и Е С ; 
получимъ подобные треугольники 
A B D и E C D , потому-что / . D  
общій, / . A B D = / . E C D = 
9 0 ° ; слѣдователыю = ; 
но такъ какъ CD = B D — В С 

п т . A D к о 
= ' T 0 E I > = BD—m ; 
откуда A D . B D — AD.»» =  
E D . B D или A D . B D — E D . B D 
= A D . m или ( A D — E D ) . B D "  
= A D . w или A E . B D = A D . m 

AE m ^ 
или A I ) = B I ) , Т. е. хорда B D  
есть четвертая пропорціональная  
тремъ извѣстнымъ прямымъ. 

1 5 7 ) На A B = m построимъ 
Z . A B D = 1 2 0 ° . Изъ В къ B D  
возставимъ перпендикуляръ и 
къ прямой пг изъ ея средины 
возставимъ перпендикуляръ. 
Точкою С пересѣченія этихъ 
перпендикуляровъ онредѣлится  
искомый центръ. 

1 5 8 ) Раздѣлимъ хорду A B на от-
рѣзки A F и F B такимъ обра-
зомъ, Чтобы в в = = . Потомъ 
раздѣлимъ дугу A B въ точкѣ  
Е на д в ѣ равныя части, и чрезъ 
Е и F проведемъ хорду Е М . 
Проведя хорды AM и В М , по-
лучимъ A M F = L B M F и AB 
В M 

AF 
FB 

»i » 



1 5 9 ) Сдѣлаемъ A B = т и изъ А 
и В возставимъ перпендикуляры 
АС = « и B D = d. Изъ среди-
ны прямой CD опишемъ полу-
окружность, которая пересѣчетъ  
A B въ M и N ; получимъ х = 
AM п / / = В М . В ъ самомъ дѣлѣ ,  
изъ подобныхъ треугольниковъ 
АСМ и B D M получится й = J у 
X а у 
- , или = , . 
а x а 

1 6 0 ) Соединимъ точки I) и С , и 
продолжимъ DC до пересѣченія 
F съ A B . Потомъ построимъ 
среднюю геометрическую л- между 
прямыми F D и F C , и отложимъ 
X на A B отъ F до Е ; получится 
точка Е касаиія искомой окруж-
ности и т. д. 

1 6 1 ) Изъ оконечности D произ-
вольно лроведениаго радіуса CD  
возставимъ _ L D E = ni, и изъ 
С радіусомъ С Е опипіемъ дугу, 
которая пересѣчетъ A B въ точ-
к а х ъ Р и F ' , который удовле-
твориютъ задачѣ . Сколько полу-
чится рѣіпеній въ этомъ случаѣ?  
В ъ какомъ случаѣ вопросъ даетъ 
только одно рѣпіеніе и когда онъ 
не возможенъ? 

1 6 2 ) Изъ оконечности I ) произ-
вольно проведенного радіуса C D  
возставимъ _]_ D E = C D , и по-
томъ изъ С радіуеомъ С Е опи-
шемъ дугу, которая пересѣчетъ  
окружность С въ точкахъ А и 
В , которыя удовлетворяютъ во-

просу. В ъ какомъ случаѣ во-
просу удовлетворяете только 
одно рѣшеніе и когда онъ не 
возможепъ? 

1 а о\ тт т m 

1 6 3 ) Изъ пропорціи — - - = = 
составится сложная пропорція 

m — х-\-х — п x—п 
- - = п или 
m—» x—» 
т~\ и ~ « ; о т к у д а 
тп — п2 •= тх - f - пг — тп — 
V 2 или 2 п т = ( # / - j - п).г ; слѣ -

т x . ДОШІТ. , , , , ч = , гдѣ X 
есть четвертая пропорціональная  
прямыхъ w , Уг(яг + ѵ ) , п. 

1 6 1 ) 1 3 , 8 5 6 4 фута. 
1 6 5 ) 6 футе. 
1 6 6 ) 1 2 футъ. 
1 6 7 ) 5 футъ. 
1 6 8 ) 15 футъ. 
1 6 9 ) 5 , 6 5 6 8 фута. 
1 7 0 ) 2 , 8 8 4 фута. 
1 7 1 ) 3 , 7 0 8 фута. 
1 7 2 ) 1 4 . 1 0 6 6 фута. 
1 7 3 ) 5 , 1 8 фута. 
1 7 4 ) 4 , 0 4 5 1 фута. 
1 7 5 ) 1 5 0 футъ. 
1 7 6 ) 2 . 8 8 7 7 фута. 
1 7 7 ) 6 , 9 2 8 2 фѵта.  
1 7 S ) 4 , 6 7 6 4 фута. 
1 7 9 ) 0 , 9 9 4 фута. 
1 8 0 ) 6 , 0 6 2 2 1 фута. 
1 8 1 ) 0 , 5 1 9 8 фута. 
1 8 2 ) 3 0 , 8 фута. 
1 8 3 ) 1 , 0 8 6 фута, 
1 8 4 ) 7 , 6 5 3 фута-



1 8 6 ) 1 1 , 0 0 2 4 фуга. 
1 8 7 ) 8 , 5 5 9 9 фута. 
1 8 8 ) 6 , 0 3 3 9 фута. 
1 8 9 ) 8 футъ. 
1 9 0 ) 2 5 футъ. 
1 9 1 ) 0 , 3 0 5 9 фута. 
1 9 2 ) 2 3 , 9 5 6 8 фута. 
1 9 3 ) 3 S , 6 3 3 6 фута. 
1 9 4 ) Стороны A B , В С , С В , A D  

д а н н а я четыреугольника ка-
саются къ окружности въ точ-
кахъ Е , F , G, Н . По предъ-
идущему (I , 1 5 2 ) имѣемъ 
А Е = А Н , B E = B F , CG =  
C F , D G = D H ; откуда A K +  
B E + C G + D G = A H + B F + 
C E + D H или A B + C D = A D 
+ BC. 

1 9 5 ) / . CAG = L A D B и L CAG  
= / _ A B C . Треугольники A B C  
и A B D подобны, потому-что 
/ . А о б щ і й и / _ А В С = / . A D B ; 

. AC AB — - 2 

следовательно v B = Л ] ) и A B 
= AC X A D . 

1 9 6 ) Квадратъ стороны Ь вписан-
наго правильная треугольника 
= 3 R 2 , г д е В есть радіусъ; но 
такъ какъ В = боку а вписан-
н а я правильнаго шестиуголь-
ника, то б 2 - - З « 2 . 

1 9 7 ) Вследствіе ( I I , 8 7 ) мы 
им'Ьемъ 
А М . В С = А В . М С + В М . А С ; 
но такъ какъ В С = A B = АС, то 
AM = В М + MC.  

ь H 
1 9 8 ) = , ,, ( г д е В радіусъ 

круга ; следовательно б = 2а. 
1 9 9 ) Подставимъ В вместо а въ 

2R.a 2R2 

2 R , / 0 

- y V 3 ; но сторона вписанная 
правильная треугольника равна 
В | / 3 ; следовательно отношеніе  
между этими сторонами равно 
2 / з І і У 3 : R j / 3 = 2 / з . 

2 0 0 ) Проведя хорды А Е и A D ,  
получимъ L A E F = / . E A F и 
A F = E F . По параллельности 
D E и ВС мы имѣемъ = в в 

и но равенству прямыхъ АС и 
ВС бѵдетъ A F = ' F G ; следова-
тельно E F ^ F G . Также / . A D G  
= L D A G и A G = G D , но 

vli ~ B e 11 A ® — В С . следова-
тельно A G = F G , E F = F G =  
G D . 

2 0 1 ) A B бокъ вписаннаго пра-
вил ьна я на тиу гол ыі и ка A BCD Е , 
АС его діагональ, пересекающая 
радіусъ В О въ точке К , A F и 
B F бока вписанная правиль-
н а я десятиугольника, радіѵсъ  
O F пересекаете бокъ A B въ G .  
Треугольники A F G и АОК по-
добии , потому-что / . A G F = 
/ А К О = 9 0 ° и £ A F G = 
/ . АОІѵ = 7 2 ° ; следовательно 
ALÎ AK 2AG AF 
АК =П АО И Л И 2АК = АО И Л И 

AB A F AB AC 
АС" АО И Л И AF ÀO* 



ведем» C F , СБ , CG, F G . и co- 
едиппмъ точку H пересѣченія  
прямыхъ A B и F G съ центромъ 
С. Изъ подобных» треугольни-
ковъ B F H и A B F получимъ B F 2 

= H B X В А ; потомъ изъ по-
добныхъ треугольниковъ A C H  
и А С В получимъ А С 2 = 
А Н Х А В . Наконец» изъ вы-
веденных» равенств» составится 
B F 2 + A C 2 = A B . ( B H - f - A H ) 
= A B 2 . 

2 0 3 ) Проведя хорду С Е і і к ъ B D ,  
получимъ равныя дуги E D п ВС, 
и L E A D = L В А С . Изъ но-
добныхъ треугольниковъ A O D и 
A B C мы имѣемъ = f g ' » изъ 
подобных» треугольниковъ D O E 
„ T ТЛП Л D C 0 Е 

и ADC получится Г Л = Е 1 ) . 
Отсюда B A . A D = АС.ОА, 
D C . E D = O E . A C , ( O A + O E ) . A C  
= B A . A D 4 - B C . C D или 
А Е . A C = B A . A D + B C . C D .  
Проведя хорду B G I I къ АС, по-
лучим» рпвпыя дуги A G , В С , 
D E и B D . D G = А В . В С + 
A D . D C : по А Е = D G , слѣдова-

АС _ A B . A D - f BC.DC 
ТР.ІЬИО B D " А В . В С + A D . D C -

2 0 4 ) Отложим» хорду A B = w». и 
на ней опишемъ ПОЛ5 окружность. 
В ъ этой полуокружности отло-
жишь хорду A D = п, проведем» 
прямую B D и продолжим» ее до 
пересѣченія С съ данною окруж-
ностью и т . д. 

205)Постронмъвписанный / . D E F  
= L p и проведем» радіусы-.OG _L  
к ъ E F n O H J L D E . Потомъ чрезъ 
H и G проведем» касатольныя, 
пересѣкающіяся въ В ; отло-
жим» на них» В А = иг и В С = 
п и т. д. 

2 0 6 ) Изъ средины D прямой A B  
возставимъ _[_ D^! , на нем» от-
ложим» D E = A D , и Е С = А Е . 
Изъ точки С онишемъ окруж-
ность, въ которой отложим» A B  
хордою. Какъ доказать , что 
l А С В = 4 5 ° ? 

2 0 7 ) Чрезъ какую-нибудь точку 
С окружности проведем» каса-
тельную D E , и на пей построимъ 
l DCA = l m и l E C B = 
l n « f- д* 

2 0 8 ) Чрезъ какую-нибудь точку 
D окружности проведем» каса-
тельную и на ней построимъ 
l D M N = l т - Потомъ про-
ведем» касательную A K II к ъ 
MN. При точкѣ К построим» 
l A K L = l » 11 ироведемъ 

касательную В С II къ K L . 
2 0 9 ) Изъ средины D прямой A B  

возставимъ _ L D X и построим» 
l D A E = 6 0 ° . Потомъ на D X  
отложим» ЕС == А Е и изъ С опи-
шемъ окружность радіусомъ CA  
и т. д. К а к ъ доказать, что 
l А С В = 3 0 ° ] 

2 1 0 ) Отложим» хорду А В = т и 
соединим» В съ центромъ 0 . На 
радіѵсѣ В О опишемъ окруж-



ность и изъ A радіусомъ п оии-
гаемъ дугу т а к ъ , чтобы она пе-
ресѣкла малую окружность въ 
точкахъ D и D' . Чрезъ В и D  
проведемъ хорду В С , и чрезъ 
В и D ' хорду ВС' . Треуголь-
ники A B C и A B C удовлетво-
ряютъ вопросу. В ъ самомъ дѣлѣ ,  
проведя хорды B O F , C F . DO,  
C F , D'O, получимъ подобные 
треугол ыі и ки B D O и B C F . B D ' O  
и B ' C F , потому-что / . B D O =  
/ . B C F II L D B O = L C B F ,  
L B D ' O = B C F и Z . D ' B O = 
l _ C B F ; слѣдовательпо B(V = 
ВО BD' ВО 
jêr, и b c , = b f ; ho такъ какъ 
B O = Va B F , то и B D = 7 г ВС 
и B D ' j f ( / 2 В С . В ъ какомъ 
случаѣ вопросъ доігускаетъ  
только одно рѣшеше, и когда 
онъ невозможенъ? 

2 1 1 ) Отложимъ хорду A B =- m и 
изъ центра О опустим, на нее 

1 О Е . При О построимъ 
/ _ E O F — L р и проведемъ 
хорду CD = п перпендикулярно 
къ O F и т. д. 

2 1 2 ) Отложимъ хорду A B = ад и 
хорду АС = п. Изъ центра О 
опусти мъ _]_ ОЕ на АС и при О 
построимъ / . E O F = / _ р . 
Чрезъ В проведемъ хорду B D  
перпендикулярно къ O F . 

2 1 3 ) Проведя діагонали АС п B D  
(они ііересѣкаются въ 0 ) , по-
строимъ l _ А О Е = / . A O F = 

L B O G = l _ B O H = / . С О К  
. = L COL = / . D O M = / . D O N 

90» 
= - j - И T. Д. 

2 1 4 ) < / ) 1 6 1 , 7 1 дюйм.; Ь) 1 1 , 9 3 2 
дюйм.; с) 2 , 8 7 2 5 дюйма. 

2 1 5 ) 3 , 7 5 фут. 
2 1 6 ) 3 , 1 версты съ точностью до 

0 , 1 версты. 
2 1 7 ) Почти 5 , 0 6 5 фѵта. 
2 1 8 ) 7 , 9 1 2 8 дюйма. ' 
2 1 9 ) 4 7 , 1 дюйма. 
2 2 0 ) 1 , 3 6 5 фута. 
2 2 1 ) 6 3 дюйма. 
2 2 2 ) 1 1 5 , 2 3 8 дюйма, 
2 2 3 ) 1 1 . 8 7 дюйма. 
2 2 4 ) 2 0 ° 5 8 ' 2 1 " . 
2 2 5 ) 8 , 1 9 4 дюйм. 
2 2 6 ) 3 , 7 3 S дюйма. 
2 2 7 ) 7 8 , 9 1 дюйм. 
2 2 8 ) 1 7 , 1 9 дюйм. 
2 2 9 ) 4 5 ° , 9 0 ° , 2 7 0 ° , 6 0 ° , 1 2 0 ° , . 
2 3 0 ) 8 0 ° 1 5 ' 1 7 " . 
2 3 1 ) 1 7 1 C 5 S ' 2 S " . 
2 3 2 ) 8 , 8 3 1 2 дюйма, 
2 3 3 ) 2 5 , 1 2 фут. 
2 3 4 ) 2 0 ° 5 5 ' . 
2 3 5 ) 2 0 0 , 3 2 1 7 геогр. мили, 
2 3 0 ) 8 , 1 8 9 дюйма. 
2 3 7 ) На 3 , 9 7 3 9 фута. 
2 3 8 ) На 0 , 3 2 2 3 фута. 
2 3 9 ) 2 4 V« саж. 
2 4 0 ) 3 8 , 2 фут. 
2 4 1 ) 3 3 , 4 5 6 2 квад. фут. 
2 4 2 ) 2 2 9 1 , 8 8 квад. фут. 
2 4 3 ) S деелтппъ 7 1 8 , 0 5 кв. с а ж , 
2 4 4 ) 1 3 , 6 2 6 саж. 



2 4 5 ) 2 7 , 1 7 8 8 квад. фѵт. 
2 4 6 ) 8 2 0 , 8 квад. саж. 
2 4 7 ) 5 , 9 саж. 
2 4 8 ) 6 , 2 саж. 
2 4 9 ) О с н . = 8 . 6 с а ж . , в ы с . — 5 , 4 с а ж . 
2 5 0 ) 5 , 8 саж., 3 , 6 саж. или 7 , 2 

саж., 2 , 9 саж. 
2 5 1 ) 2 4 саж., 1 8 саж. 
2 5 2 ) 3 9 5 саж. 
2 5 3 ) 3 2 , 2 2 7 фута. 
2 5 4 ) 4 саж. и 1 6 саж.; 

1 6 кв. саж. и 2 5 6 кв. саж. 
2 5 5 ) 1 3 . 2 3 кв . фута. 
2 5 6 ) 2 7 квад. футъ. 
2 5 7 ) 7 , 8 саж. или 1 0 , 4 саж. 
2 5 8 ) 7 8 7 , 3 2 квад. саж. 
2 5 9 ) 1 7 , 6 4 квад. фута. 
2 6 0 ) 8 0 , 0 8 7 6 квад. саж. 
2 6 1 ) 1 0 десят. 1 7 4 0 кв. саж. 
2 6 2 ) 2 1 дес. 3 3 0 кв. саж. 
2 6 3 ) 2 9 дес, 6 2 7 кв. саж. 
2 6 4 ) 1 7 1 5 , 6 1 6 4 кв. фут. 
2 6 5 ) 3 4 4 , 5 4 4 3 7 5 кв. фут. 
2 6 6 ) 6 2 саж. и 4 6 , 5 саж. 
2 6 7 ) 1 0 , 2 4 7 8 9 квад. фут. 
2 6 8 ) 1 0 , 8 6 2 3 квад. фут. 
2 6 9 ) В ъ ромбѣ A B C D проведя діа- 

гоналиАСп ВО.пересѣкающіяся  
въ точкѣ 0 , получимъ площадь 
A B C = - —ij—• и площадь A D C .  
= А С 2 і ) 0 ; отсюда A B C + ADC  
= A B C D = 

AC.(BO f DO) _ АС.BD  
2 - 2 • 

2 7 0 ) Н а діагональ АС четыре-
угольника A B C D опустимъ пер-

пепдикуляры B E и D F ; тогда 
BE площ. A B C = АС. 

D F 
2 ' площ. 

ADC = АС. 2- ; отсюда A B C - f -

ADC = A B C D = A C . ( B E + D F ) . 

2 7 1 ) Площ. A D F = ^ ^ - t площ. 

В С Е = В Е 2 С Е И площ. C D F E 

- . а - 2 b 
1 1 2 F - ; отсюда A B C D = 

( A F + F E ) D F . ( B K + K F ) . C E 
2 ~ r 2 

A E . D F B F . C E 
— 2 7 2 • 

2 7 2 ) В ъ ромбѣ A B C D проведя 
діагоиали АС и B D , пересѣкаЬ- 
щіяся въ О, получимъ СО = 
) / C D 2 — D O 2 и АО = 

DO" ; откуда А С = l / C D 2 

2 ] / C D 2 — D O 2 . Точно так-
же мы узнаемъ что 
B D = 2 ) / в С 2 — С О 2 ; сле-
довательно Ä C 2 + B D 2 = 4 C D 2 

— 4 D 0 2 + 4 В С 2 — 4 С 0 2 == 
8 А В 2 - 4 ( D 0 2 + C 0 2 ) = 8 A B 2 

— 4 А В 2 = 4 А В 2 , гдѣ 2 A B  
есть полу нернметръ. 

2 7 3 ) Площ. О С Е = площ. К С Е и 
плоіц. П А Е = плоіц. Р А Е ; от-
сюда О С Е + Н А Е = К С Е 4 -
F A E . Вычтя G C E + H A E изъ 
В А С . и K C E + F A E изъ DA С, 
полѵчимъ равные остатки, т . е. 
B H E G - D F E К . 



2 7 4 ) H a A B построишь сегмент», 
вмѣщающій въ еебѣ равные 
углы A D B , А Е В , A F B и т. д . ; 
тогда высота h треугольника 
A B D , проходящая чрезъ центръ 
описанной окружности, больше 
высоты h' треугольника A B E ,  
больше высоты h " треугольника 
A B F и т . д . ; слѣдов. площ. 
A B D > площ. A B E , площ. 
A B D > площ. A B F . 

2 7 5 ) Площадь парішелограма  
A B C D = A B X D E и также она 
= A D X B F ; слѣдов. А В X D E 

ІТЧѴ^ІХІІ AB BF 
= A D X B F и À 1 > = U K . 

2 7 6 ) Даны прямыя A B и A E ; на 
A B построен» квадратъ A B D C  
и на А Е квадрат» A E G F . Раз-
ность A B D 0 — A E G F = 
B D C F G E . Продолжив» E G до 
пересѣченія H съ боком» CD,  
мы узнаем», что B D C F G E = 
B E H D + C H G F ; но B E H D = 
A B . Б Е и C H G F = A E . B E , слѣ- 
довательно B D C F G E = ( A B + 
А Е ) . B E = ( A B + A E ) ( A B  
— A E ) . Назвав» A B чрезъ а 
и A E чрезъ b. получимъ A B D C  
= A E G F = б 2 ; слѣдоват. 
a 2 — 6 > = ( r t + 6 ) (a —h), 

2 7 7 ) В ъ кругѣ вписанъ треуголь-
никъ A B C . Проведя діамегръ  
B F и хорду A F , опустим» 
B D на АС и изъ центра О J _  
О Е на A B ; получим» / _ F A B  
= 0 Е В = 9 0 ° , а потому A F 

II къ Е О , L A F B = Е О В ; но 
т а к » какъ / _ A F B = / _ А С В , 
то L А С В = L Е О В . Тре-
угольники В Е О и B D C подоб-
ны, потому-что 1_ В Е О = L B D C  
= 9 0 ° и L Е О В = L А С В ; 

, BE ВО ВС.ВЕ 
слѣдов. b d = B C H B D = в о -

А В В С TT A u n 
= - Площадь A B C = 
АС.BD АС.ВС. AB  

2 — 4 ВО 
278) На сторонѣ AB построимъ 

/ _ В А Е = / _ m т а к » , чтобы 
точі;а Е пришлась на C D ; чрезъ 
В проведем» B F II къ А Е до не-
ресѣчеиія F съ CD и т. д. 

279) Отложим» B D = m , прове-
дем» DC. A E II къ DC до nepe- 
сѣченія E съ продолженною ВС 
и наконец» D E ; получимъ площ. 
Е В Е = п л о щ . A B C . В ъ самомъ 
т,ѣ яѣ 
D B E ' = D В С + DCE и 
A B C = D B C + DCA;  
треугольники DCE и DCA рав-
мѣрны, потому-что у них» об-
щее основаніе DC и ихъ вер-
шины Е и А находятся на пря-
мой А Е , параллельной къ DC.  
b ) Н а В С построимъ / _ C B D =  
L т такимъ образом», чтобы 
сторона BD нересѣклась съ пря-
мою AD, проведенною къ В С . 

2 8 0 ) По предъидущему (зад. 
2 7 9,а) обратим» треугольникъ 
A B C въ равномѣрный ему тре-
угольникъ BDF съ стороною BD 



— т . Раздѣлнмъ B F въ точкѣ  
G на двѣ равныя части «прове-
демъ G H и къ В І ) и D H II къ 
B F . 

2 8 1 ) Раздѣлимъ сторону ВС въ 
т о ч к ѣ Н на двѣ равныя части и 
проведемъ A D и OD. Проведя 
А Е къ OD, соедпнпмъ Е и О; 
получимъ требуемый треуг. ЕОС. 
В ъ самомъ д ѣ л ѣ , треуг. ADC  
= Ѵгтреуг. A B C , треуг. A D C  
= O D C + ADO, треуг." ЕОС = 
ODC + E D O и треугольники 
ADO и E D O раішомѣрны; слѣ- 
дов. EOG = ADC = V « A B C . 

2 8 2 ) На продолженной сторонѣ  
A B отложимъ B F = CD л про-
ведемъ D F . 

2 8 3 ) Изъ какой-нибудь точки G  
стороны ВС возставимъ J _ G H 
— т , проведемъ H F || къ В С до 
пересѣченія F съ A B . Соеди-
нимъ F и С , н чрезъ А прове-
демъ A D il къ F C . Накопецъ со-
единнвъ F и D , получимъ тре-
буемый треуг. F B D . 

2 5 4 ) Раздѣлимъ сторону ВС нъ 
точкѣ Е по-ноламъ и чрезъ Е 
проведемъ G H il къ A D до пере-
сѣченія съ сторонами A B и DC. 

2 5 5 ) По иримѣру задачи ( 1 3 1 ) 
обратимъ данный иятиуголышкъ 
A B C D E въ равиомѣрный ему 
треугольникъ D F G и потомъ 
обратимъ этотъ треугольникъ 
( 1 2 8 , 1 1 ) въ равномерный прямо-
j гольшікъ. 

2 S G ) Проведемъ B D II къ АС до 
псресѣченія D съ MN. Соеди-
иивъ А съ D , проведемъ C F і  
къ A D до нересѣченія F съ M N .  
Наконецъ соединивъ А и F , по-
лучимъ требуемый треугольникъ 
A D F . В ъ самомъ д ѣ л ѣ , нро-
ведя D C , получимъ равномер-
ные треугольники ACD и А С В , 
и еще равномѣрные треуголь-
ники ADC и A D F ; слѣдоват.  
треугольники А С В п A D F рав-
номѣрны. 

2 S 7 ) Обратимъ пятиугольникъ 
( 1 3 1 , 1 1 ) въ равномѣрный ему тре-
угольникъ и потомъ руковод-
ствуемся задачею ( 2 8 6 ) . 

2 8 8 ) На прямой В С построимъ 
сегмент», пмѣіцаюіцій в ъ себѣ  
вписанные углы, равные /_ m  
( 3 5 , I I ) . Потомъ проведемъ A D II 
къВСдопересѣченіяНсъописан- 
ною окружностью. Наконецъ 
соединимъ D съ В и С. 

2 8 9 ) На ВС построимъ / _ C B Ü  
= / _ т 11 чрезъ А проведемъ 
A D II къ ВС до пересѣченія съ 
B D . Накопецъ соединимъ D и С. 

2 9 0 ) На продолженіи стороны A B  
прямоугольника A B C D отло-
жимъ B D 9= В С и на A D опи-
шемъ полуокружность. Продол-
живъ В С до Е перееѣчевія съ 
полуокружностью, получимъ бокъ 
B E искома го квадрата. 

2 9 1 ) Чрезъ А проведемъ A F 11 къ 
В С и изъ средины I ) бока В С 



опишемъ радіусомъ, равнымъ 
7 » ( À B + АС), дугу , которая 
иересѣчетъ A F въ G . Проведя 
D G и В Н I! къ D G , получимъ 
требуемый параллелограмъ 
B D G H . 

2 9 2 ) Изъ A радіусомъ ѵ> опишемъ 
дугу до пересѣченія Е съ DC и 
чрезъ В проведемъ B F II къ А Е 
до пересѣченія F съ DC. Изъ А 
радіусомъ п ониніемъ дугу до 
пересѣченія G съ B F и чрезъ Е 
проведемъ Е Н I! къ A G до пе-
ресѣченія H съ B F ; получимъ 
площ. A B C D = площ. A B F E =  
площ. A G H E . 

2 9 8 ) Чрезъ M п точку перееѣче- 
нія діагоналей проведемъ пря-
мую между двумя противопо-
ложными сторонами параллело-

. грама. 
2 9 4 ) Обратимъ параллелограмъ 

A B C D въ равномѣрный ему па-
раллелограмъ A B F E , коего сто-
рона А Е = т . Потомъ обратимъ 
параллелограмъ A B F E въ рав-
номерный ему параллелограмъ 
A E H G , коего / _ E A G = 
/_ т. 

2 9 5 ) Раздѣлимъ діагональ B D въ 
точкѣ F на двѣ равныя части и 
проведемъ прямыя A F и C F ;  
получимъ площ. A B Ü F — площ. 
A F C D . Потомъ обратимъ че-
тыреугольникъ A B C F въ рав-
номерный ему треугольникъ 
A B E . 

2 9 6 ) Положимъ, что точка Р удо-
влетворяете вопросу; тогда про-
ведя прямыя А Р , B P , CP, про-
должимъ А Р до пересеченія D  
съ ВС, B P до нересѣченія Е съ 
AC, CP до пересеченія F съ A B .  
По условію вопроса треуголь-
ники А Р В и А Р С должны быть 
равномѣрнн.Такъ какъу^шхъоб-
щееоснованіе А Р , то ихъ высоты 
B G и СН должны быть равны; 
а потому прямоугольные тре-
угольники B G D и CHD равны 
и B D = CD. Подобнымъ обра-
зомъ узнаемъ, что А Е = С Е , 
A F = B F . Какъ должно решить 
эту задачу? 

2 9 7 ) Проведемъ А Р и, раздѣливъ  
В С въ точкахъ D и Е на три рав-
ный части, проведемъ Р Е , и A F !| 
къ Р Е . Иотомъ соединимъ Р и F ,  
проведемъРВ.иАИ к-bPD. На-
конецъ соединимъ Р и G . Тре-
угольникъ A B C разделится пря-
мыми Р А , P G n P F H a три рав-
ныя части. В ъ самомъ дѣлѣ ,  
пл. A B G + пл. A G D = 
пл. A B G + пл. A G P = 
Ѵ.ІПЛ. A B C ;  
ил. A C F - f пл. A F E ==-
пл. A C F + пл. A F P =  
Ѵзпл. A B C . 

2 9 8 ) Прямая E F , проведенная 
чрезъ точку пересѣченія диаго-
налей АС и B D , раздѣляетъ па-
раллелограмъ на д в е равныя 
части. Потомъ. какъ въ задаче 



2 9 5 , раздѣдимъ четыреуголь- 
никъ A D E F прямою A G на двѣ  
равныя части. Раздѣливъ діа- 
гональ B G на три равныя ча-
сти К и L , замѣнимъ обра-
зовпвшійся четыреугольникъ 
A B Ü K равпомѣрнымъ ему тре-
угольникомъ А В Н . Наконецъ 
раздѣлимъ четыреугольникъ 
A G C H на двѣ равныя части. 

2 9 9 ) Руководствуемся рѣшеніями  
задачъ 2 9 5 и 2 9 8 . 

3 0 0 ) Проведемъ діагональ B D и 
к ъ ней параллельно A G до пе-
р е с ч е т а G съ продолженною 
стороною CD. Проведемъ B F и 
раздѣлимъ CG на четыре рав-
ныя части въ точкахъ Н , К , 
L . Чрезъ эти точки проведемъ 
прямыя Н Е , K M , LN||къ B F  
до пересѣченія съ В С и съ A B ;  
полученпыя точки Е , M, N со-
единимъ съ точкою F ; обра-
зуются площади C F E = E F M B  
= M F N = N F D A = 7 i B C G =  
V i A B C D , потому-что B C G =  
B C D + B D G , A B C D = B C D + 
A B D , и A B D = В D G . В ъ са-
момъ дѣлѣ , проведя В Н , полу-
чимъ С Е Н + В Е Н = С Е Н - Ь 
F E H , потому-что В Е Н = F E H ,  
слѣдовательно С В Н = C E F = 
/ с A B C D . Проведя В К , полу-
чимъ В С К = B C F - f - B F K и 
B C F M = B C F + B F M ; но такъ 
какъ B F K = B F M , то В С К = 
B C F M = ' / г A B C D и B C F M — 

C E F = E F M В = Ѵ і A B C D . Про- 
ведя B D . получимъ B C L = B C F 
+ B F L n B C F N = B C F + B F N ; 
но такъ какъ B F L — B F N , 
то B C D = B C F N = V i A B C D 
и B C F N — B C F M =  
V i A B C D . 

3 0 1 ) 4 2 0 , 8 8 8 9 6 квад. фут. 
3 0 2 ) 0 , 9 8 квад. фута. 
3 0 3 ) 1 1 , 4 0 5 9 4 фута. 
3 0 4 ) 3 3 , 9 4 0 8 фута. 
3 0 5 ) 4 6 , 7 6 2 1 1 квад. фут. 
3 0 6 ) 5 7 6 квад. фут. 
3 0 7 ) 5 4 фут. 
3 0 8 ) 0 , 8 9 "фуга. 
3 0 9 ) Вокъ квадрата меньше діа- 

метра на 1 , 0 7 8 фута. 
3 1 0 ) 4 5 , 3 6 квад. фут. 
3 1 1 ) 1 3 0 3 , 5 квад. фут. 
3 1 2 ) 6 , 7 1 8 4 квад. дюйм. 
3 1 3 ) 4 0 , 8 4 2 5 3 квад. фут. ' 

! 3 1 4 ) 5 , 8 8 6 5 4 фут. 
3 1 5 ) 1 1 6 , 9 7 1 2 фут. 
3 1 6 ) 2 8 , 1 2 4 1 6 фут. 
3 1 7 ) 4 9 0 , 8 7 3 8 квад. фут. 
3 1 8 ) 5 8 4 . 3 квад . фут. 
3 1 9 ) 3 1 , 0 3 3 9 8 квад. фут. 
3 2 0 ) 6 , 7 4 3 3 квад. фут. 
3 2 1 ) 1 0 , 2 0 5 квад. фут. 
3 2 2 ) 2 , 1 2 1 дюйма. 
3 2 3 ) На 1 9 , 8 5 6 квад. дюйма. 
3 2 4 ) 3 5 7 , 9 2 5 7 квад. фут. 
3 2 5 ) 5 1 , 5 6 1 1 квад . фут. 
3 2 6 ) 5 9 5 , 1 5 квад. фут. 
3 2 7 ) 1 0 0 , 8 квад. фут. 
3 2 8 ) 1 3 7 3 , 7 0 5 6 квад. фут. 
3 2 9 ) 7 футъ ; 2 0 ° 4 7 ' 5 0 " . 



3 3 0 ) 3 7 0 , 9 квад. фут. 
3 3 1 ) Если радіусъболынаго круга 

R и радіусъ малаго круга R ' ,  
то площади этихъ круговъ суть 
tcR2

 И TCR'2 и площадь круго-
ваго кольца равна tcR2—tcR'2 

= tc(R2 — R ' 2 ) = 
Tc(R + R ' ) ( R — R ' ) . 

3 3 2 ) Апоѳема вписаннаго правиль-
наго шестиугольника равна 

] / з . а его периметръ равенъ 
6 R ; слѣдов. площадь этого гае-

6 R . ' / J R / З 
стиугольника равна 2 

3 R » / з 
= 2 

3 3 3 ) По формул! ( 4 , Ю 2 ) мы и м ! -
e M x m 2 = R ( 2 R — / 4 R 2 — « » ) , 
г д ! а бокъ квадрата H«2=2R2;  
слѣдовательно ш 2 = 
2 R 2 — R ) / 4 R 2 — 2 R 2 = 
R 2 ( 2 - / 2 ) , 
откуда m 2 ( 2 / 2 ) = 
R 2 (2—]/2 ) (2+p/2)=2R 2 , 
R 2 = m 2 ( l + j 7 2 p / 2 ) j i 

Апоѳема x опредѣлится по фор-
. 9 Т> 9 ОТ» 

мулѣ a r = R - 4 , въ кото-
рую подставимъ величину, рав-
ную величин! R 2 ; получимъ ж 2 

= «г 2 1 от' F 2 
т 2 

ОТ» 

"4 — 

ОТ» 

"IF ~ 
I ОТ» , от»/ 2 
г 2 ' 2 

от» 
4 

2от» ОТ» 1 ОТ» 

Т 2 ' 
от»Ѵ 2 

4 
ОТ» 1 ОТ» 

Т 2 ' 2 
ОТ» I от»Ѵ 2 . от» 

2 Г у = і ' 
от»Ѵ 2 . от» 

2 Г у = 

(»I . ОТІ 2\2 

Y + 2 ~ ) ; откуда ж = 
2' 0 + Ѵ ^ ) - Наконецъ пло-

щадь Р = Щ ( 1 + У 2 ) = 

2 ш 2 ( 1 + У 2 ) . 
3 3 4 ) Б о к ъ m = R от-

куда 2»» ( ] / 5 4 - 1 ) = 
R ( l / 5 — 1 ) С | / 5 4 ~ 1 ) = 4 R и 
R = ™ ( / 5 + 1 ) . Д л я опре-
д!ленія апоѳемы х мы имѣемъ 
» » ^ ( б + а і / б + і ) ^ ? 
= w 4 S ( 5 + 2 l / 5 ) n ^ = 

•f У 5 " 4 - 2 У 5.Площадь рав-
10m» / „ Г ^ ТкГ 

на — f — у о 4 - 2 / 5 = 

5 / ï w 2 1 / 5 + 2 / 5 " . 

3 3 5 ) Площадь вписаннаго квадра-
т а , имѣющаго бокъ « , равна 
2 R 2 , и площадь опнсаннаго ква-
драта , коего бокъ равенъ Ь, 
равна b 2 = 4 R 2 ; следовательно 
и проч. 

3 3 6 ) Б о к ъ m вписапнаго нравиль-
наго восьмиугольника (по форм. 
4 , 1 0 3 ) равенъ R . ] / 2 — У 2 ; 

• 
апоѳема а; равна 2 / 2 - f - / 2 
и площадь Р этого многоуголь-
ника равна 
( 8 R V 2 - + 2 ) ^ І / 2 4 - Ѵ 2 ) = 
R 2 l / 2 . Бокъ а вписаннаго к в а -
д р а т а = Б Ѵ 2 и бокъЬописанпаго 



квадрата = 2 R ; отсюда ab = 
2 R 2 = P . 

3 3 7 ) Сторона a вписаннаго пра-
вильного треугольника равна 

/ * 3R. 
R ] / 3 , его высота .г равна 
и его площадь 
3 R » / з 

Р = 3 R . R v 3 = I 

Сторона а ' описаппаго : 

наго двѣнадцатиугольника рав-
на ш = Е у 2 — у 3 (по 'фор. 
4, 1 0 3 ) , его апоеема х — 
« \ 2 У Ъ и его площадь 

равна 

= 3 R 2 . 
3 4 1 ) 2 3 0 , 9 3 7 квад. дюйм. 
3 4 2 ) В ъ 2 5 разъ. 
3 4 3 ) 2 0 3 . 7 2 5 квад. саж. 
3 4 4 ) 1 2 , 6 саж. , 1 6 , 8 саж., 2 1 

саж. 

3 R 2 ] / 3 . Площадь Р " вписан- 3 4 5 ) 7 4 , 8 саж., 5 6 , 1 саж. и 9 3 , 5 
саж. 

3 4 6 ) 1 3 3 7 9 ! . фут., 4 8 / э фут. 
3 4 7 ) 45/:)ü саж. 

правильнаго треугольника равна 
2«.R _ 2R* У 3 

У 4 K Ä — А * У 4 К » — 3 R » ~ 

2 Е ] / з , его высота у = § Е и 
6 3 R . 2 R V 3  его площадь Р — — 2 

наго правильнаго шестиуголь-
3 R * У 3 

ника равна 2 ;поизънро-
. '/„R" у'л иорцш • р„ U0-

р " 
— ЗІІ» \ 3 

Т,,, 3 R + 3 , 
лучится Р = 2 , слѣдов.  
и проч. 

3 3 8 ) B M C H G = В М С К - f - C H G К , 
ВМ( ' О = в м е к - ь В О К , CHG к 
= СОН — K O G . В О К = BOG  
— K O G , но треугольники B O G  

и СОН равпы, И С Т О М У - что 
L B G O = L ODO, B O = C O и 
L O ß G - L А О В — L COD, 
слѣдоват. и проч. 

3 3 9 ) Секторъ О В С = В С . ° ? исег-

ментъ А С В = 

° 2 В (дуг . А С В — A D ) == 0 В .ВС. 

3 4 8 ) A D = 1 0 . 8 саж., А Е = 8 , 1 
саж. 

3 4 9 ) 2 9 6 , 6 8 квад. саж. 
3 5 0 ) А В = 4 4 / т саж., ab= 1 4 / т 

саж. 
3 5 1 ) 1 0 , 2 5 7 квад. дюйм. 
3 5 2 ) Почти 1 5 . 9 2 фут. 
3 5 3 ) A D = 3 3 3 , 0 7 саж., 

A F = 4 4 4 , 0 9 саж. 
3 5 4 ) 2 , 4 дюйма. 
3 5 5 ) A D = 1 6 9 , 7 саж., 

A F = 1 9 0 , 9 саж. 
3 5 6 ) 7 4 , 9 7 саж. 
3 5 7 ) 2 , 6 4 дюйм., 2 , 2 5 дюйм. 
3 5 8 ) 8 9 , 3 4 саж. 
3 5 9 ) 1 5 футъ; 3 0 футъ. 
3 6 0 ) A D = 4 0 7 , 9 3 саж., A G = 



5 7 6 , 6 саж., À F = = 5 4 3 , 9 саж., 
А Н = 7 6 8 , 8 саж. 

3 6 1 ) Сторопа искомая треуголь-
ника должна быть втрое больше 
стороны д а н н а я треугольника. 

3 6 2 ) Чтобы найти сторону х , со-
ответствующую еторонѣ а дан-
наго многоугольника, построимъ 
среднюю пропорціональнуго меж-
ду а и g-. 

3 6 3 ) Радіуеы данныхъ круговъ 
суть R , Е ' , Е " . Построимъ 
прямоугольный треугольникъ 
А Б С , коего катеты суть A B = 
Е и В С = Е ' . К ъ АС изъ точки 
С возставимъ _ L CD = R " ; по-
лучимъ радіусъ A D искомаго 
круга. Почему? 

3 6 4 ) На сторонѣ A B опишемъ по-
луокружность и изъ средины F  
прямой A B возставимъ _ L F D  
до пересѣченіл съ полуокруж-
ностью. Потомъ отложимъ хорду 
A D на A B отъ А до G и чрезъ G  
проведемъ G H II къ В С ; тогда 
получимъ 

треуг. A B C AB* A B * 

A D 

У я А В " 
A B ' 

C A B ' 

R ' ; получимъ радіусъ CA ис-
комая круга. 

3 6 6 ) Проведемъ A D II къ MN до 
пересѣченія D съ В С и раздѣ- 
лимъ бокъ В С на три равныя 
части в ъ точкахъ F и К . По-
томъ построимъ среднюю про-
порціональную между B D и B F ,  
и отложимъ ее на ВС отъ В до 
Н . Наконецъ проведемъ чрезъ 
H прямую H G Г къ A D до це-
ресѣченія G съ A B . Докажемъ 
теперь, что треуг. G B H = 
Ѵзтреуг. A B C . Проведя A F , HO- 

ARD BD .„ 
лучимъ A B K = B-F . Также 

треуг. AGH 

но A D 2 = A B . A F 
треуг. A B C  

СЛЪДОВ. T p e y r . AGH 

= 2 / l . 
3 6 5 ) Радіусы данныхъ круговъ 

суть Е и R ' . На прямой ВС = 
Е построимъ прямоугольный 
треуг. A B C , коего катет» В А = 

A B D BD 
BGH ~ *BJIJ • н о т а к ъ к а к ъ 

- тѵп тпа пѵ. А В І ) В І ) 1  - B D . B F , T o B G H = ß I ) B F = 

B F . Сравнивая послѣдиюю про-
иорцію съ первою, мы замѣча- 
емъ, что B G H = A B F = 
Ѵ з А В С . 

3 6 7 ) На А В = р а д і у с у R д а н н а я 
круга опишемъ полуокружность 
и изъ средипы С прямой A B 
проведемъ радіусъ CD _ L къ 
A B ; тогда хорда A D есть ра-
діусъ искомой окружности. В ъ 
самомъ дѣлѣ , A D " = А В . А С = 
А В . А 2 ' ! = ; — f - .Помножив»обѣ 
части этого равенства на тс, по-

2 2 
лучимъ TCAD" = 7 2 тс A B . 



искомого треугольника, соответ-
ствующую сторонѣ яданнаго тре-
угольника; тогда должно быть 

а ' 1/ 2 а х - , = /2 , откуда 
И Т . д . 

3 6 9 ) На А В = » построимъ пря-
моугольный треуг. A D B , коего 
катетъ A D—сторонѣ а даннаго 
многоугольника, которой соот-
ветствуете бокъ X искомаго мно-
гоуг. Изъ И опустивъ J _ DC на 
A B , получимъ А С = Потомъ 
построимъ среднюю геометриче-
скую между АС и m ; получится 
бокъ X. В ъ самомъ дѣлѣ , ж 2 = 
А С . ш = агт 

откуда г , ж. 
Л'® 

m 
3 7 0 ) На A B построимъ равносто-

роняій треуг. A B F (внутри ква-
драта) и чрезъ Cil къ B F про-
ведемъ G H до нересѣчснія H  
съ продолженною A B и до пере-
сѣчснія G съ продолженною A F  
(прямая F G пересѣкаетъ DC въ 
точкѣ Е ) . На G H построимъ 
прямоугольный треуг. G K H , ко-
его катетъ G K = G C . Равносто-
ронній треуг. К Н М , построен-
ный на R H , равномѣренъ ква-
драту A B C D . В ъ самомъ д е л е , 
построй въ на O K равносторон-
н е треуг. GKL,получимъ ( 1 4 7 ) 
треуг. К Н М = треуг. A G H — 
треуг. G K L , но такъ какъ G K L  
= C E G , то треуг. К НМ = т р е у г . 

A G H — треуг. СЕН = А Н С Е 
= A B C D . 

3 7 1 ) I , 6 8 , след. 1 и 4 2 . 
3 7 2 ) I , 6 S , 4 2 . 

; 3 7 3 ) I I , 1 2 4 , 1 2 6 . 
3 7 4 ) I , 6 8 и слѣдствія. 
3 7 5 ) I , 4 9 и 3 7 . 
3 7 6 ) I , И З и 6 3 . 
3 7 7 ) I , 6 8 . 
3 7 8 ) I , 3 6 . 
3 7 9 ) Д а н ъ треуг. А Б С , въ кото-

ромъ А В = А С , и на В С по-
строснъ треуг. D B C , въ кото-
ромъ D B > DC. На продолже-
ніи стороны В А отложимъ А Е 
= В А и проведемъ E D и Е С . 
Изъ А опустимъ J _ A F па Е С . 
Изъ треуг. B D E получимъ 
B D - f - D E > B E или 
B D + D E > В А + А Е или 
B D + D E > В А + А С ; нотакъ 
какъ по задапію периметры тре-
угольниковъ A B C и D B C равны, 
то B A + A C = B D + D C и 
B D - f D E > B D + DC 
или D E > DC. Наклонныя А Е 
и АС равны, но D E > DC; с л е -
довательно точка D лежитъ внѣ  
_ L A F , т. е. между параллель-
ными ВС п A F . Отсюда мы за-
ключаемъ, что высота треуг. 
D B C меньше высоты треуг. 
A B C . 

3 8 0 ) I , 8 7 ; I I , 1 2 4 слѣд. 
3 8 1 ) I I , 7 2 . 
3 8 2 ) I I , 8 3 , 5 2 , 1 5 форм. 1 5 . 
3 8 3 ) IT, 1 3 5 , 1 2 2 . 



8 8 4 ) I , 8 7 , 1 5 1 , 4 4 . 
3 8 5 ) I I , 9 4 , 9 7 и 1 1 1 . 
3 8 6 ) I I . 1 2 4 ; I , 1 1 0 . 
3 8 7 ) I I , 7 1 форм. 1 , 2 , 3 . 
3 8 8 ) I , 1 5 1 , 2 8 . 
3 S 9 ) I I , 5 2 . 
3 9 0 ) I I , 3 7 . 
3 9 1 ) Чрезъ E проведемъ E H къ 

В С , чрезъ H прямую H L || къ 
АС и чрезъ H прямую Н К II къ 
DC до пересѣченія съ АС; тогла 
Н Е = Н В , Н Е = Е К , Z _ A C B >  
/ _ H B L , H L B = Z . А С В ; 

откуда Z. HLB > Z. HBL п 
B H > H L ; следовательно Е К 
> H L или Е К > Е С . Легко 
доказать ( 1 , 3 9 ) , что B E > Н К ; 
но CD < Н К , следовательно CD  
< В Е . 

3 9 2 ) См. доказ. 3 9 1 . 
3 9 3 ) I I , 5 2 . 
3 9 4 ) Средина G прямой СО есть 

центръ окружности, проходящей 
чрезъ С, D , 0 . Е . Проведя GD,  
G E , F D , F E , получимъ Z . D G E  
= 2 Z . D C E = 2 Z ! В С А = 
1 S 0 ° - ( C B E + C A D + 
1 8 0 0 — ( D F O - f - E F O ) = 
1 8 0 ° — Z . D F E ; следов. 
D G E + D F E = 1 S 0 " п точка 
G лежитъ на окружности, про-
ходящей чрезъ F , E , D. Про-
ведя G H , получимъ Z . G H E =  
Z . O F F ; также L O F E = 
L O A E , следов. Z . D A E = 
L G НС и G H II къ А О ; но 

такъ какъ 0 G = GC, то п А Н 
НС и т. д. 

3 9 5 ) Дуга А М В > дуг. BNC. 
Фиг. 224. 

Разделимъ дугу ADC въ точкѣ 
D по-поламъ и проведемъ D A , 
D B , DC и А С ; тогда Z . A B D 
= Z . D B C и I " Изъ D 

ДУГУ 
ВС — ОС 

радіусомъ DO опишемъ 
E L O G ; тогда 
сект. D L O > треуг. D L O и 
сект. DOG < треуг. DOC;  
следовательно 
сект. DLO треуг. DLO 
с е к т . D O G т р е у г . D O C И Л П 

сект. DLO .. треуг. DLO  
"сскт. D E L треуг. D A t. ' 

откуда 
с е к т . D E O _ т р е у г . D A O  

с е к т . D O G ' т р е у г . D O C И 

у г . A D B ^ А О _ , J д у г . A B 

у г . [ ! І ) С > 0 ( ; ; слѣдоват. 

> A B 
AC" 

дуг. В С 

3 9 6 ) Дуги A B и D E описаны изъ 
центровъ С и О, и радіуеъ DO  
< радіуса АС. Изъ С радіусомъ  
DO онишемъ дугу MN, пересе-
кающуюся съ радіусами CA и 
С В въ точкахъ M и N ; тогда 
дуг. D E ^ хорд. D E  
дуг. MN хорд. J ÏN 



дуг. D E ^ хорд. A B  
И Л И дуг. М К ^ хорд. H N 

туг. D E дуг. A B _ 
И Л И дуг. MN дуг. MN 
слѣдов. дуг. D E > дуг. A B . 

3 9 7 ) Опишемъ окружность около 
треугольника A D E и замѣнимъ  
произведет я D B X B E и 
EC X CD равными имъ нели-
чинами. 

3 9 8 ) ВслѣдстЕ}іе(ІІ, 8 0 ) м ы имѣемъ 

Фиг. 225 . 

А В 2 + ВС 2 = 1 /з A C 2 + 2 B E 2 ß 

C D 2 + A D 2 = Va A C 2 + 2 D E A  
откуда 
A B 2 + B C 2 " f C D 2 + A D 2 =  
A C 2 + 2 B E 2 + 2 D K 2 , но  
B E 2 + D E 2 = V B D 2 - f 2 E F 2  

и 2 ( B E 2 + D E 8 ) = B D 2 + 4 Ë F 2 ,  
слѣдовательно 
Â B 2 H - B C 2 + C D 2 + A D 2 = 
A C 2 + B D 2 + 4 E F 2 - 

3 9 9 ) I , 1 0 0 и теор. 3 9 8 . 
4 0 1 ) Проведемъ E F и діагональ.  

И , 1 2 4 слѣд. 
4 0 2 ) Изъ центра опустимъ перпен-

дикуляръ на сторону а . — I I , 
5 2 . " 

4 0 3 ) I I , 6 9 ; I , 1 1 2 . 

4 0 4 ) И , 3 7 , 1 0 2 . 
4 0 5 ) I I . 7 2 . 
4 0 6 ) I I . 5 2 . 
4 0 9 ) Продолжимъ прямыя D E и 

F G до ихъ пересѣченія. I I , 
1 2 3 . 

4 1 1 ) Продолжимъ данныя прямыя 
до ихъ пересѣченія Ü. чрезъ сре-
дину F прямой СО проведемъ 
FGr II къ A B и т. д. 

4 1 2 ) На діагонали CA квадрата 
A B C D отложивъ С Е = А В , по-
лучимъ треуг. A D E , въ кото-
ромъ £ A E D =r 1 1 2 " 3 0 ' , 
Z . D A E = 4 5 " h A E = À C — A B  
и т. д. 

4 1 3 ) Продолживъ діагопаль АС 
какого-нибудь квадрата A B C D  
и отложивъ С Е = А В , получимъ 
треуг. A B E , въ которомъ А Е = 
АС + A B , L В А Е = 4 5 ° и 
L B E A = 2 2 " 3 0 ' и т. д. 

4 1 4 ) И , 1 1 9 , 6 7 . 
4 1 5 ) Продолживъ сторону В А ка-

кого-нибудь треуг. A B C и сдѣ- 
лавъ A G r = A C , получимъ треуг. 
О В С , въ которомъ В О = В А 
+ AC, L В ( К ? = 1 / 2 / _ В А С 
и т. д. 

4 1 6 ) Продолживъ основаніе A B  
какого - нибудь прямоугольника 
A B C D и сдѣлавъ В Е ' = В С , по-
лучимъ треуг. А С Е , въ кото-
ромъ А Е = A B -+- В С , сторона 
АС есть діагональ прямоуголь-
ника и А Е С = 4 5 ° и т. д . 



4 1 7 ) Продолживъ высоту В С ка-
кого-нибудь прямоугольника 
A B C D и отложивъ С Е = А О , по-
лучимъ прямоугольный треуг. 
A B E , вт. которомъ A B сторона 
прямоугольника и В Е = А С — В С 
и т. д. 

4 1 8 ) Продолживъ гипотенузу ВС 
равнобедреннаго прямоугольнаго 
треугольника A B C и отложимъ 
B D = C E = A B , получимъ треуг. 
A D E , въ которомъ / _ D = / . Е 

90« 
= 4 И Т. Д. 

4 1 9 ) Центръ искомой дуги нахо-
дится въ точкѣ пересѣченія  
основаітія и одного изъ равныхъ 
боковъ равнобедреннаго тре-
угольника, коего вершина совпа-
д а е т съ центромъ С'. 

4 2 0 ) И , 1 2 4 , 1 2 6 . 
4 2 1 ) Центръ искомой окружпости 

находится на параллельной къ 
A B , отстоящей отъ A B на т , 
и на параллельной къ CD, про-
ходящей чрезъ вершину прямо-
угольнаго треуг., коего гипоте-
нуза — т и катетъ, совиадающій  
съ CD, равенъ %/гп. 

4 2 2 ) На ВС отложимъ B D = L M  
и проводемъ A D ; тогда треуг. 
A B D больше треугольника A B C  
треуголышкомъ A D C ; а потому 
отъ треуг. A B D должно отнять 
треуг. A DE, равномѣриый тре-
угольнику ADC. Рѣшеніе этой 
задачи при L M < В С . 

4 2 3 ) Построимт, четыреуголышкъ 
A B E F , равномѣрный половин! 
треугольника А Б С . 

4 2 4 ) Продолжим» прямую АО и 
къ окружности 0 перпендику-
лярно къ АО проведем» каса-
тельную E D между A B и АС. 
Потом» раздѣлииъ / _ E D C на 
д в ! равныя части прямою DO'.  
Точкою 0 ' персс!ченія этой пря-
мой съ продолженною АО опре-
дѣлится центръ искомой окруж-
ности. 

4 2 5 ) Должно построить равнобоч-
ную трапецію ABCD. въ кото-

т-гп m AD-t -BC 
рои хорда E F = 2 = 2 - . 

4 2 6 ) На прямыхъ АС и В С по-
строимъ равностороиніе тре-
угольники ACD и В С Е и опи-
шемъ около нихъ окружности, 
который иересікутся въ точкахъ 
С и X . 

4 2 7 ) I , 1 0 7 , 1 1 7 , 1 4 3 . 
4 2 8 ) На прямыхъ АС и В С по-

строимъ такіе сегменты, чтобы 
первый вм!щалъ углы, равные 
углу m, и второй вм!іцалъ углы, 
равные углу » . 

4 2 9 ) Діагональ искомаго прямо-
угольника равна діамѳтру G H  
даннаго круга. Означивъ чрезъ 
X высоту треугольника, коэго 
основаніе равно G H , мы им!емъ 
G H X я = A ß X АС и т. д. 



рѣшена. Соединивъ центръ С съ 
точками А и Y , проведемъ чрезъ 
X прямую X Z до пересѣченія Z 
съ АС; тогда легко узнать, какъ 
найти Z и какъ опредѣлить пря-
мую Z X и т. д. 

4 3 1 ) Продолживъ сторону В А ка-
кого-нибудь треугольника А Б С 

' и отложивъ A D = А С , получимъ 
треуг. B C D , въ которомъ B D = ; 
Б А + A D , / _ В извѣстенъ и і 
/ _ D = 9 0 ° — Ѵ в ( В + С) и і 
Т. д. 

4 3 2 ) См. рѣшеніе зад. 4 2 1 . 
4 3 3 ) Проведя діагональ въ дан-

номъ квадратѣ и діагональ въ 
искомомъ квадратѣ , докажемъ, 
что эти діагонали взаимно д ѣ - 
лятся по-поламъ. 

4 3 5 ) Продолживъ сторону В А ка-
кого-нибудь треугольника А Б С 
и сдѣлавъ A D = АС, получимъ 
треуг. B C D , въ которомъ B D = 
В А + AC, L ADC = L ACD 
=Ѵг L В А С и т . д. 

4 3 6 ) Проведя D E II къ В С , соеди-
нимъ среднія точки F и Gr этихъ 
прямыхъ и проведемъ A F . Отъ 
образовавшагося четыреуголь-
ника A B G F отнимемъ треуг. 
A G F и прибавимъ равиомѣрный  
треуг. A G H . 

4 3 7 ) Между параллсльпыми A B и 
CD проведемъ прямую K F подъ 
/ _ m такъ, чтобы прямая K F  
разделилась па двѣ равныя ча-

сти перпендикуляромъ, опущен-
нымь на нее изъ П. 

4 3 8 ) Н а прямой « построимъ рав-
нобедренный треугольникъ и въ 
немъ параллельно къ а прове-
демъ х- Ѵгог. 

4 3 9 ) Продолжимъ катетъ В С пря-
моугольного треуг. A B C , въ ко-
торомъ A B C = 7)1, и от-
ложимъ B D = A B и С Е = А С ; 
получимъ D E = A B + B C - f С Е , 
L A D B = l / t m и L A E D = 
4 5 ° и т. д. 

4 4 0 ) Центръ искомой окружпостп 
долженъ находиться на продол-
жены! діаметра окружности С' , 
нроходящаго чрезъ А, и на про-
должены! радіуса окружности С, 
проходящаго чрезъ точку D ка-
санія. Точка D определяется 
прямою A B и радіусомъ С В , 
нроведениымъЦкъ радіусу C 'A. 

4 4 1 ) Построимъ равнобедренный 
треуг. G K L , коего вершина G  
находится па CD и основаніе  
K L проведено чрезъ Е перпен-
дикулярно къ A D и В С такимъ 
образомъ, что О К = О Е и P L =  
P K и т . д . 

4 4 2 ) Опредѣливъ центръ О п ра-
діусы OD, О Е , O F окружности, 
вписанной г.ъ треуг. A B C , по-
лучимъ точки касанія D , Е , F  
и требуемые радіусы A D A E ,  
B D - B F , C E - C F . 



A B C , въ которомъ В С = 2 /з»г и 
В С = 2 / 'з«. На продолженіи пря-
мой АС отложимъ C F = l / s m и 
на продолженіи прямой ВС часть 
C D = 1/зп. Потомъ проведемъ 
A G чрезъ А и D , и B G чрезъ 
В и F . 

445) Изъ точки А опустимъ J_  
АС на MN и па его продолже-
ніи отложимъ C D = A C . Потомъ 
руководствуемся зад. 3 5 , I I . 

4 4 6 ) Параллельно къ A B прове-
демъ прямую СИ, коей разстоя-
ніе отъ A B равно радіусу дан-
ныхъ окружностей. Потомъопи-
шем'ь окружность, проходящую 
чрезъ О и О', и касающуюся 
къ CD. Центръ этой окружно-
сти есть центръ искомой окруж-
ности. 

4 4 7 ) Руководствуясь рѣшеніемъ  
зад. 4 4 6 , проведемъ CD по ту 
сторону прямой A B , гдѣ нахо-
дятся данные круги. 

4 4 8 ) Раздѣливъ £_ A B C на двѣ ! 

равныя части прямою В К , про-
ведемъ къ ней перпендикулярно 
прямую чрезъ И между A B и 
В С ; эта прямая перееѣкаетъ  
В К въ Е и A B въ D. Отло-
жимъ Е Е = Н Е и построимъ 
среднюю геометрическую ж между 
прямыми D H и D E . Найденную 
ж отложимъ на A B отъ D до G , 
и изъ G къ A B возставимъ J _  
до нересѣченія О съ В К ; полу-

чимъ центръ О искомой окруж-
ности. 

449) В ъ треуг. A B C высота A F  
= т , BG = « и C D = p . I I a A B 
отложимъ A H = B G = « и на АС  
отложимъ A K = C D = p . Т а к ъ 

AB BG A B n 
какъ J e = C D ' T 0 AC = f =  
AH 
A K ; слѣдов. треугольники A B C 
и А Н К подобны п п к — 6 ( 5 

N AB AB _ AF или НК- = в с ; также п с - CD 
m n m - , a потому н к = — и т. д . 

450) Какимъ - нибудь радіусомъ  
опишемъ окружность, проходя-
щую чрезъ А и В , и пересѣкаю- 
щуюся съ данною окружностью 
въ точкахъ С и I) . Потомъ про-
должить прямыя A B и CD до 
ихъ нересѣченія Е , и изъ Е про-
ведемъ касательную къ данной 
окружности. В ъ точкѣ F иско-
мая окружность касается къ дан-
ной окружности. В ъ самомъ дѣ - 
лѣ , прямыя Е А и Е С суть сѣ - 
кущія окружности, проходящей 
чрезъ А , В , С, D ; елѣдоват. 

или C E X D E = 
А Е X B E . Относительно дан-
ной окружности проведены ка-
сательная Е Е п сѣкѵщая ЕС; 

. CE EF - Г 

слѣдов. E F - Щ и л н E F ä =  
C E X D E . Отсюда слѣдуетъ, что 
Ë F * = A E X В Е И Л И Е Е = ц . Эта 
пропорція показываете, что ЕЕ 



есть касательная къ искомой 
окружности. 

4 5 1 ) См. рѣшеніе зад. 4 5 0 . 
4 5 2 ) Опишемъ окружность, про-

ходящую чрезъ А и В , и пере-
сѣкающуюся съ данною окруж-
ностью въ точкахъ С и D. См. 
рѣшеніе зад. 4 5 0 . 

4 5 3 ) При какой-нибудь точкѣ F  
прямой Е В построймъ / _ E F A  
- L A F C = L B F C (точка А 
находится на H К и С на L M ) .  
Н а F C опишемъ окружность, 
которая нересѣчетъ E D въ F и 
В , H К въ A , L M въ С. Про-
ведя хорды A B , А С , В С , но-
лѵчимъ требуемый треугольникъ 
A B C . 

4 5 4 ) Положимъ, что вонросъ рѣ - 
шенъ. Параллельно къ A B про-
ведемъ чрезъ Y прямую, кото-
рая пересѣчетъ окружность въ 
К . Продолжимъ хорду Ж до 
нересѣченія G съ A B ; получимъ 
подобные треугольники B G Z и 

, В A BZ 
В Х А и ш = м и т. д. 

4 5 5 ) Чрезъ N проведемъ || к ъ А Х 
прямую Х Р до пересѣчеиія Р 
съ продолженною А Е . Точка F  
пересѣченія прямой АРсъокруж-
ностью и точки В , N, Р лежать 
на одной окружности и т. д. 

4 5 6 ) Докажемѵ , что / _ A B C = 
L A X F — L B X E . См. рѣ - 
шеніе зад. 4 4 5 . 

4 5 7 ) Предположимте, что кругъ 
X удовлетворяете вопросу. Про-
ведемъ чрезъ 0 прямую F G пер-
пендикулярно къ В С и чрезъ А 
наклонную F C ; тогда прямая, 
проведенная чрезъ точки каеа-
нія M и N , должна пройти 

ТЛ I. F A F N 

чрезъ F и слѣдов. F > | = р н 

или F A . F H = F M . F N (точка 
H получилась пересѣченіемъ  
прямой F C съ окрѵжпостью  
X ) . 

4 5 8 ) На разстояніи, равномъ ра-
діусу дапнаго круга, проведемъ 
F G II къ A B и Н К II къ АС 
внѣ данного v iла ; тогда окруж-
ность, проходящая чрезъ центръ 
О и касающаяся къ прямым» 
F G и Н К , имѣетъ общій  
центръ _ с ъ искомою окруж-
ностью. Д в ѣ окружности удо-
влетворяйте вопросу. Проведя 
прямыя F G и Н К внутри дан-
наго угла, мы узнаемъ, что еще 
двѣ окружности удовлетворя-
ют» вопросу. 

4 5 9 ) Если изъ С описать окруж-
ность радіусомъ, равнымъ 
R — R ' , то искомая окруж-
ность будете имѣть общій центръ 
съ окружностью, проведенною 
чрезъ С' и касающеюся къ 
окружности R — R ' , а также 
къ прямой, проведенной il къ 
CD въ разстояніи, равномъ R ' ,  
отъ CD. См. рѣшепіе зад. 4 5 7 . 



Этому случаю удовлетворяют 
четыре рѣшенія. Оиисавъ вспо-
могательную окружность ра-
диусом», равным» R + R ' , по-
лучим» еще четыре рѣшенія. 

4 6 0 ) Опишемъ окружность изъ 
центра С радіусомъ R — R " 

и еще окружность изъ центра 
С радіусомъ R ' — R " ; тогда 
центръ искомой окружности со-
владеть съ центромъ окружно-
сти, проходящей чрезъ цеитръ 
С " и касающейся къ окружно-
стямъ R — R " и R ' — R " . 





О Г Л А В Л E H I Е . 
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Начальныя основанія Геометріи. 
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ГЕОМЕТРІЯ В Ъ ПРОСТРАНСТВЕ. 

О Т Д Ѣ Л Ъ I . 

о п л о с к о с т и . 

ПЕРВАЯ Г Л А В А . 

Плоскость и прямая линія. Опредѣлсніе положенія плі скости. Условія , к т о . 
рыиъ должна удовлетворять прямая, перпендикулярная къ плоскости. Своіістга  

перпендикуляра и наклонныхъ, проведенныхъ отъ точки до плоскости. 

1. По предъидущему извѣстно ( I , 7 ) , что плоскость есть такая 
поверхность, съ которою всякая прямая линія совмѣщается всѣии  
точками, если на ней находятся двѣ точки прямой линіи. 

2 . Если отъ плоскости требуется только одноусловіе: чтобы она 
прошла чрезъ данпую прямую, то ея положеніе въ прострапствѣ не-
опредѣлениое, потому-что она можетъ обращаться около этой прямой, 
какъ около"оси!, принимая при этомъ безчисленное множество поло-
женій. 

3 . Прямая линія, имѣющая съ плоскостью только одну общую 
точку, пересѣкаетъ плоскость въ этой точкѣ. Точка пересѣченія  
ирямой и плоскости называется основанісмъ этой прямой. 

4. Теорема. Чрезъ какую-нибудь прямую и точку, лежа-
щую внѣ ея, можно провести только одну плоскость, т. е. пря-
мая и точка, находящаяся ешь ея, опредгьляютг положенге-
плоскости. 



Представивъ себѣ , что плоскость Р (фиг. 2 2 6 ) , проведенная 
Фиг. 226. ^ з - ь П р Я М у Ю д в ^ обращается около этой 

прямой, какъ около оси, до т ѣ х ъ поръ, пока 
она достигнетъ точки С. При этомъ положеніи  
плоскость Р вмѣщаетъ въ себѣ прямую A B и 
точку С. Продолжая же обращаться, плоскость 
Р оставитъ точку С. Отсюда мы заключаемъ, 

что для плоскости Р существуетъ только одно положеніе, при кото-
ромъ она содержитъ прямую A B и точку С; слѣдовательно плоскость 
имѣетъ опредѣленное положеніе, если она проходитъ чрезъ прямую и 
точку, находящуюся внѣ этой прямой. 

5 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Три точки А , В и С, не лежащія на одной 
прямой, опрсдѣляютъ положеніе плоскости, потому-что плоскость, 
проходящая чрезъ прямую A B и точку С, содержитъ въ себѣ точки 
А., В и С. Н а -оборотъ : плоскость, содержащая точки А, В и С, дол-
жна пройти чрезъ прямую A B и точку С. 

6 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Двѣ пересѣкающгяся прямыя A B и AC опре-
дѣляктъ положеніе плоскости, потому-что плоскость, проходящая 
чрезъ прямую A B и точку С , должна содержать прямыя A B и АС. 
Н а оборотъ: плоскость, заключающая прямыя A B и АС, должна 
пройти чрезъ прямую A B и точку С. 

7. Слъдствіе. Двѣ параллельны я прямыя AB и CD опредѣ- 
ляютъ положеніе плоскости, потому-что д в ѣ параллельныя пря-
мыя должны находиться въ одной плоскости. Существуетъ только 
одна плоскость, содержащая параллельныя прямыя A B и CD, потому-
что возможно провести только одну плоскость чрезъ прямую A B и 
какую-нибудь точку прямой CD. Отсюда слѣдуетъ, что чрезъ данную 
точку С можно провести въ пространств)}, только одну парал-
лельную кг данной прямой A B , потому-что прямая, проведенная 
чрезъ. С параллельно къ A B , должна находиться въ плоскости, про-
ходящей чрезъ A B и С, и извѣстно, что въ плоскости возможно про-
вести чрезъ данную точку только одну параллельную къ данной прямой. 



8 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Две прямыя A B и CD, произвольно взятым 
въ пространстве, вообще не находятся въ одной плоскости. В ъ 
самомъ дѣлѣ , плоскость Р , проведенная чрезъ A B и точку М, взятую 
на CD, вообще можетъ не содержать прямой CD, но будетъ сю пере-
сечена. В ъ этомъ случаѣ никакая плоскость не можетъ пройти чрезъ 
прямыя A B и CD, потому-что если бы существовала такая плоскость, 
то она содержала бы прямую A B и точку М, и слѣдовательно совме-
стилась бы съ плоскостью Р ; тогда прямая CD находилась бы так-
же въ плоскости Р ; чего быть не можетъ. 

Примечаніе. Плоскость, какъ поверхность неограниченная, не 
можетъ быть представлена на бумагѣ; а потому принято ее изобра-
жать параллелограмомъ или какимъ-нибудь многоугольникомъ, въ ней 
находящимся. 

9 . Теорема. Параллельным прямыя, пересѣкающія какую-
нибудь прямую, находятся въ одной плоскости съ этой прямою. 

Параллельныя прямыя CD, E F , G H (фиг. 2 2 7 ) пересѣкаютъ  
Фиг. 227. прямую A B въ точкахъ D , F , Н . Плоскость, 

C E R проходящая чрезъ A B и CD, должна содер-
жать точки F и Н . По этой причин! и по 
параллельности прямыхъ CD, E F и G H плос-
кость, проходящая чрезъ A B п CD, должна 
содержать прямыя E F и G H . 

10. Теорема. Пересечете двухъ плоскостей есть прямая 
линія. 

Если соединить прямою двѣ точки А п В , общія даннымъ плос-
костямъ Р и Q, то эта прямая всѣми точками должна находиться въ 
плоскости Р и также въ плоскости Q. Т а к ъ какъ эти плоскости не 
совмѣщаются, то всд!дствіе теоремы ( 4 ) они не могутъ имѣть общей 
точки внѣ прямой A B . Отсюда слѣдуетъ, что плоскости Р и Q пере-
сѣкаются только по направлѳнію прямой A B . 

11. Теорема. Прямыя пересѣченія трехъ плоскостей 



о 

встречаются ьъ одной точке, или они параллельны между 
собою. 

Плоскости A B C D и A B E F (фиг. 2 2 8 ) пересѣкаются по направ-
Фиг. 228. леиію A B , плоскости A B E F и D C E F пересѣ- 

каются по направленію E F и плоскости A B C D  
и F E C D пересѣкаются по направленію CD. 

1) Точка О пересѣченія прямыхъ A B и 
DC должна находиться въ плоскостяхъ A B C D  
и A B E F , и она также должна лежать въ пло-

костяхъ A B C D и F E C D . Т а к ъ к а к ъ точка О принадлежите плоско-
стямъ A B E F и F E C D , то она должна находиться на прямой E F ихъ-
лересѣчснія. Отсюда слѣдуетъ, что прямыя A B , CD п E F перссѣ- 
каются въ точкѣ О. 

2 ) Если прямыя A B и CD (фиг. 2 2 8 ) параллельны, то и пря-
мая E F должна быть къ нимъ параллельна. В ъ самомъ дѣлѣ , долу-
стивъ, что прямая E F пересѣкаетъ A B , мы узнаемъ по доказанному 
( 1 1 , 1) , что прямая E F пересѣчетъ также прямую C D ; а отсюда 
слѣдустъ, что прямыя A B ц CD должны пересѣкаться ; чего быть не 
можетъ. 

12. Теорема. Если прямая перпендикулярна къ прямымъ, 
проведеннымъ чрезъ ея оконечную точку и въ одногі и той-же 
плоскости, то она должна быть перпендикулярна къ этой 
плоскости. 

Данная прямая A B (фиг. 2 2 9 ) , ие-
ресѣкающая плоскость Р въ точкѣ В , 
перпендикулярна къ прямымъ В С и B D ,  
проведеннымъ въ плоскости Р чрезъ точку 
В . Требуется доказать, что прямая A B  
перпендикулярна ко всякой прямой B E ,  
проведенной въ плоскости Р . 

На продолженной прямой A B отло-
жимъ B F = A B и, проведя прямую DC? 



пересѣкакщуюся съ прямыми B D , B E , ВС, соединимъ точки D, Е , С 
съ точками А и F . Треугольники ACD и F C D равны, потому - что 
сторона CD общая, CA = C F , какъ наклопныя относительно перпен-
дикуляра СВ, проходяіцаго чрезъ средину В прямой A F , и D A = D F  
по той-же причинѣ; слѣдовательно углы ACD и F C D , протяводежа-
щіе равнымъ сторонамъ, равны. Треугольники А С Е и F C E равны, 
потому-что CA = C F , сторона СЕ общая и / _ А С Е = Z . F C E ; с і ѣ - 
довательно А Е = F E . Такъ какъ каждая изъ точекъ В и Е равно 
отстоитъ отъ оконечныхъ точекъ прямой A F , то прямая B E должна 
быть перпендикулярна къ A F , и па обороте: прямая A F перпенди-
кулярна къ B E ; слѣдовательно прямая A F перпендикулярна к ъ 
плоскости Р . 

13. Теорема. Перпендикуляры, возглавленные изъ точки, 
данной на прямой, находятся въ плоскости, перпендикулярной 
къ этой прямой. 

Чрезъ A B (фиг. 2 3 0 ) проведя какія-нибудь плоскости Р и Р ' , 
Фиг. 230. возставимъ въ нихъ перпендикуляры В С и B D 

къ плоскости Q, эта прямая должна быть перпендикулярна къ пря-
мой B E ; слѣдовательно если изъ точки В возставимъ перпеядмку-
ляръ къ A B въ плоскости Р " , то онъ долженъ совмѣститься съ лря-
мою B E и находиться въ плоскости Q. 

14. Теорема. Чрезъ данную точку всегда можно провести 
плоскость перпендикулярно къ данной прямой, и притомг только 
одну плоскость. 

1) Данная точка С (фиг. 2 3 1 ) находится на данной прямой A B . 

изъ точки В къ прямой A B . Прямая A B ,  
перпендикулярная къ прямымъ В С и B D , дол-
жна быть перпендикулярна къ плоскости Q,  
проходящей чрезъ эти прямыя ( 1 2 ) . Прове-
демъ чрезъ A B ещѳ плоскость Р " , которая 
пересѣчетъ плоскость Q по направленію пря-
мой B E . По перпендикулярности прямой A B 



А 

Л с s V 

Фиг. 232. 

А 

Изъ точки С къ прямой A B возставимъ перпендикуляры CD и 
Фиг. 231. С Е въ нлоскостяхъ ACD и А С Е . Плоскость 

Р , проходящая чрезъ CD и СЕ, перпендику-
лярна къ A B , потому-что прямая АС перпен-
дикулярна къ прямымъ CD и С Е , проходя-
іцимъ въ плоскости Р чрезъ основаніе С пря-
мой АС ( 1 2 ) . В с я к а я другая плоскость, про-
ходящая чрезъ точку С, не перпендикулярна 

къ прямой A B , потому-что существуетъ только одна плоскость Р , 
содержащая всѣ перпендикуляры, возставленные къ прямой A B изъ 
точки С ( 1 3 ) . 

2 ) Данная точка С (фиг. 2 3 2 ) находится внѣ данной прямой A B . 
* Изъ точки С опустимъ на A B перпендику-
ляръ CD въ плоскости Q , проходящей чрезъ 
A B и точку С. В ъ какой-нибудь плоскости Q' ,  
проходящей чрезъ A B , возставимъ перпенди-
куляръ D E изъ точки D къ A B . Прямыя DC  
и D E , перпендикулярныя къ прямой A D и 
проходящія чрезъ ея оконечную точку D, опре-

дѣляютъ плоскость Р , которая должна пройти чрезъ точку С. Плос-
кость Р , проведеопал чрезъ прямыя DC и D E , перпендикулярный къ 
A D въ точкѣ D , должна быть перпендикулярна къ A B . Такъ какъ 
плоскость Р совмѣщается съ плоскостью, проведенною чрезъ точку D  
прямой A B перпендикулярно къ A B , то по предъидущему ( 1 4 . 1 ) 
мы заключаемъ, что чрезъ точку С можно провести только одну плос-
кость перпендикулярно къ A B . 

1 5 . T c o j K î î l i l . Чрезъ данную точку всегда можно провести 
перпендикуляр» къ данной плоскости, и притомъ не больше 
одною перпендикуляра. 

1) Данная точка А (фиг. 2 3 3 ) находится въ плоскости Р . 
Чрезъ точку А проведемъ въ плоскости Р какую-нибудь прямую 

D E и чрезъ эту-же точку перпендикулярно къ D E проведемъ плос-

е 
и 

и 



Фиг. 233. 

X 

кость Q ( 1 4 ) , нересѣкающуюся съ плос-
костью Р по направленно прямой ВО. 
Прямая A F , проведенная чрезъ А в ъ 
плоскости Q перпендикулярно къ В С , 
перпендикулярна также к ъ плоскости Р . 
В ъ самомъ дѣлѣ , прямая D E , перпенди-
кулярная къ плоскости Q,также перпенди-

кулярна къ A F ; слѣдователыю прямая A F , перпендикулярная къ 
прямымъ В С и D E плоскости Р , должна быть перпендикулярна к ъ 
этой плоскости ( 1 2 ) . Всякая другая прямая, проведенная чрезъ А 
въ плоскости Q или внѣ ея, будетъ наклонная, но крайней мѣрѣ , къ 
одной изъ прямыхъ В С и D E ; слѣдовательно она не перпендику-
лярна къ плоскости Р . 

Данная точка А (фиг. 2 3 4 ) находится внѣ данной плоскости Р . 

сти Р . Для доказательства этой перпендикулярности отложимъ F G =  
A F на продолженной прямой A F и проведемъ прямыя A D , AC, G D  
и GC. По перпендикулярности прямой DC къ плоскости Q , углы 
ADC и GDC должны быть прямые. Потомъ треугольники ADC и 
GDC равны, потому-что сторона DC общая, A D C = / _ GDC и 
A B = G B , какъ наклонныя, равпо-отстоящія отъ основанія перпен-
дикуляра D F ; слѣдовательно AC = GC и ACG равнобедренный тре-
угольникъ, въ которомъ прямая C F , соединяющая его вершину С съ 
срединою оснонанія A G , должна быть перпендикулярна къ A G . От-
сюда слѣдуетъ, что прямая A G перпендикулярна къ плоскости Р . 

Фиг. 234. В ъ плоскости Р проведемъ какую-ни-
будь прямую ВС и чрезъ А перпенди-
кулярно къ ВО проведемъ плоскость Q  
( 1 4 ) , иересѣкающуюся съ плоскостью Р 
но направленно прямой D E . Прямая A F ,  
проведенная чрезъ А перпендикулярно 
къ D E , также перпендикулярна ко вся-
кой прямой FC, проведенной въ плоско-



Всякая другая прямая АС, проведенная отъ А до плоскости Р , есть 
наклонная къ этой плоскости. В ъ самомъ дѣлѣ , въ треугольникѣ A F C  
уголъ A F C ирямой по перпендикулярности прямой A F въ плоскости 
Р ; слѣдовательно уголъ A C F долженъ быть острый и потому пря-
мая АС не перпендикулярна къ плоскости Р . 

16. Теорема. Если отъ точки А (фиг. 235) до п.іоекости  
Р проведены перпендикуляръ A B и наклонныя AC, A D и т. д., 
то 1) перпендикуляръ короче всякой наклонной, 2) двѣ наклон-
ныя, равно-отстоящія отъ основания перпендикуляра, равны, и 
3) всякая наклонная темъ длиннее, чемъ дальше она отстоитъ 
отъ основания перпендикуляра. 

1) В ъ плоскости A B C проведены къ прямой В С перпендику-
Фис. 235. ляръ A B и наклонная АС; слѣдовательно-

а по предъидущему A B < АС. 
2 ) Отложивъ B E = В С и проведя А Е , 

получимъ равные треугольники A B E и 
A B C , въ которыхъ А Е = АС. 

3 ) В ъ плоскости A B D разстояніе  
B D > B E , а потому также A D > А Е . По предъидущему извѣстно,  
что при В С = В Е наклонная АС = А Е ; слѣдоватсльпо A D > A C . 

Примечание. Разстояніемъ точки А до плоскости Р называется 
кратчайшая прямая, проведенная между А и плоскостью Р ; но эта 
кратчайшая прямая есть перпендикуляръ, опущенный изъ точки А 
на плоскость Р ; следовательно этимъ перпендикуляромъ выражается 
разстояніе между точкою А и плоскостью Р . 

1 7 . С Л Б Д С Т В І Е . Основанія С и Е двухъ равныхъ накдонпыхъ 
АС и АЕ (фиг. 2 3 5 ) , проведенныхъ отъ точки А до плоскости Р , 
равно-отстоятъ отъ основанія В перпендикуляра A B , опущеннаго изъ 
точки А на плоскость Р ; слѣдовательно геометрическое мѣсто осно-
ваний равныхъ паклонныхъ AB, AD, АЕ (фиг. 2 3 6 ) проведенныхъ 
отъ точки А до плоскости Р , есть окружность круга, центръ кото-
рой совпадаете съ основаніемъ С перпендикуляра АС, опущеннаго изъ 
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Фиг. 237. 

А на плоскость Р . Отсюда выводится весьма простое рѣшеніе задачи: 
Фиг. 236. изъ данной точки А опустить перпенди-

куляръ на плоскость. Опредѣливъ на 
плоскости Р три точки В , D, Е , равно-
отстоящая отъ точки А , иайдемъ центръ 
С окружности, проходящей чрезъ точки 
В , D , Е , и наконецъ соединимъ точки 
А и С прямою АС. 

1 8 . Теорема, Если чрезъ средину G прямой A B (фиг. 237) 
проведена плоскость Р перпендикулярно къ этой прямой, то 
1) всякая точка плоскости Р равно-отстоитъ отъ оконечныхъ 
точекъ прямой AB, и 2) всякая точка, лежащая внѣ плоскости 
Р, не равно-отстоитъ отъ тѣхг-же точекъ. 

1 ) Дана точка D въ плоскости Р . Проведя прямыя AD, B D , CD,  
мы замѣчаемъ, что прямая CD проведена въ плоско-
сти ADB перпендикулярно къ AB чрезъ средину С 
этой прямой; слѣдовательно точка D прямой CD  

в равно-отстоитъ отъ оконечныхъ точекъ прямой A B .  
2 ) Точку Е , данную внѣ плоскости Р , соединимъ 

съ точками А и В прямыми Е А и Е В . Плоскость 
А Е В пересѣкаетъ плоскость Р по направленію пря-
мой CD, проведенной перпендикулярно къ A B чрезъ 
средину этой прямой; слѣдовательно точка Е , на-
ходящаяся внѣ перпендикуляра C D , неравно-от-

стоитъ отъ оконечныхъ точекъ прямой A B . 
1 9 . С Л Ъ Д С Т В І Е . Геометрическое мѣсто точекъ пространства, 

равно-отстоящихъ отъ двухъ данныхъ точекъ, есть плоскость, про-
ведепная перпендикулярно къ прямой, соединяющей данныя точки, 
и проходящая чрезъ средину этой прямой. 

2 0 . Теорема. Если чрезъ оенованіе В перпендикуляра КЪ, 
опущеннаго на плоскость Р (фиг. 238), проведет прямая BE  
перпендикулярно къ прямой CD, лежащей въ плоскости Р , то 



прямая ЕА, соединяющая осноѳаніе Е перпендикуляра BE съ 
какою-нибудь точкою А перпендикуляра AB, должна быть пер-
пендикулярна къ прямой DC. (Теорема о треть перпендикуля-
рахъ). 

Отложивъ Е С = E D , проведемъ прямыя В С и B D , и прямыя 
АС и A D . Наклонныя В С и B D , лежа-
нья въ плоскости Р , равны, потому-что 
они равно отстоять отъ оспованія пер-
пеидикуляра B E ; слѣдовательно наклон-
ныя АС и A D , равно-отстоящія отъ пер-
пендикуляра A B , также равны. Отсюда 

мы заключаемъ, что ADC равнобедренный треугольникъ, въ кото-
ромъ прямая А Е , соединяющая его вершину А съ срединою Е оспо-
ванія CD, должна быть перпендикулярна къ DC. 

Изъ этой теоремы слѣдуетъ, что плоскость A B E перпендику-
лярна къ прямой CD. 

2 1 . СЛЪДСТВІЕ . Прямою B E , перпендикулярною къ прямымъ 
A B и CD, выражается кратчайшее разстояніе между этими прямыми, 
потому-что всякая прямая A D , соединяющая д в ѣ какія-ішбудь точкп 
A u D прямыхъ A B и C D , больше прямой А Е и слѣдовательно  
больше прямой B E . 

Т Е О Р Е М Ы И З А Д А Ч И . 

1) Чрезъ точку С, данную внѣ прямой AB, провести плоскость 
перпендикулярно къ этой прямой. 

2 ) Если прямой уголъ АБС обращается около прямой AB, то пря-
м а я ВС опшиетъ плоскость, перпендикулярную къ прямой AB. 

3) Если прямая АС составляетъ равные углы съ прямыми СВ, 
CD, СЕ (фиг. 236), лежащими въ одной плоскости, то эта прямая 
перпендикулярна къ плоскости. 

4 ) Чрезъ данную точку А провести прямую такимъ образомъ, что-
бы она пересѣкалаеь съ прямыми ВС u DE, не лежащими въ одной 
плоскости. 



5) Найтп кратчайшее разстояніе между данными прямыми AB и 
CD, не лежащими въ одной плоскости. 

6 ) Если плоскость треугольника ABC перпендикулярна къ прямой 
E F въ ея срединѣ G, то каждая изъ вершпиъ А, В, С равио-отстонтъ 
отъ точекъ Е п F . 

7) Геометрическое мѣстоточекъ пространства, равно-отстояіцпхъ  
отъ оконечностей прямой AB, есть плоскость, проведенная перпен-
дикулярно къ AB чрезъ средину этой прямой. 

8 ) Изъ точки А, данной въ плоскости Р, возставить перпендику-
ляръ къ этой плоскости. 

9 ) Найти геометрическое мѣсто точекъ плоскости Р, равно от-
столщпхъ отъ двухъ точекъ А п В. лежащихъ внѣ этой плоскости. 

1 0 ) Провестп плоскость перпендикулярно къ плоскости Р та-
кпмъ образомъ, чтобы она содержала прямую AB, данную внѣ плос-
кости Р. 

ВТОРАЯ ГЛАВА. 

Параллельность плоскостей и пряиы.чъ линій. 

2 2 . Прямая линія, никогда невстрѣчающаяся съ плоскостью, 
параллельна къ этой плоскости. 

Если двѣ плоскости никогда не встрѣчаются, то они параллельны 
между собою. 

Зная, что двѣ пересѣкающіяся прямыя ( 6 ) и также двѣ парал-
лельныя прямыя ( 7 ) опредѣляютъ плоскость, мы заключаемъ, что двѣ  
прямыя, не лежащія въ одной плоскости, не могутъ встрѣтитьея и не 
могутъ быть параллельны между собою. Отсюда слѣдуетъ: чтобы 
узнать, будутъ ли двѣ нспересѣкаюіціяся прямыя параллельпы, дол-
жно узнать, паходятся-ля они въ одной плоскости. 

23. Теорема. Если двѣ прямыя параллельны между собою, 
то всякая плоскость, проведенная перпендикулярно къ одной 
изъ нихъ, должна быть перпендикулярна и къ другой парал-
лельной. 



Даны параллельныя прямыя A B и CD (фиг. 2 3 9 ) и перпенди-
кулярно къ A B проведена плоскость Р . 

Плоскость Q, проведенная чрезъ пря-
мыя A B и CD, нересѣкаетъ плоскость Р 
по направленію прямой B D ; тогда пря-
мая A B , перпендикулярная къ плоскости 
Р , должна быть перпендикулярна къ B D ;  

слѣдовательно прямая CD, параллельная къ A B , также перпендику-
лярна къ прямой B D . В ъ плоскости Р проведемъ чрезъ D прямую 
E F перпендикулярно къ B D и соединимъ прямою DA тоьку D съ 
какою-нибудь точкою А прямой A B ; тогда всдѣдствіе теоремы ( 2 0 ) 
прямая Е Е перпендикулярна къ A D и слѣдовательно ( 1 2 ) она пер-
пендикулярна къ плоскости Q. Т а к ъ какъ прямая CD проведена въ 
плоскости Q чрезъ точку D, то эта прямая должна быть перпендику-
лярна къ E F , а по перпендикулярности прямой CD къ прямымъ B D  
и E F , прямая CD перпендикулярна къ плоскости Р , содержащей 
прямыя B D и E F . 

2 4 . Т Е О Р Е М А . Две прямыя, перпендикулярных къ одной и 
той-же плоскости, параллельны между собою. 

Ерямыя A B и CD (фиг. 2 3 9 ) перпендикулярны къ плоскости Р . 
Если чрезъ точку D пересѣченія плоскости Р съ прямою CD прове-
сти прямую параллельно къ A B , то эта прямая должна быть перпен-
дикулярна къ плоскости Р ( 2 3 ) ; слѣдовательно проведенная прямая 
должна совмѣститься съ прямою CD. 

2 5 . С Л Ъ Д С Т В І Е . Д в ѣ прямыя A B и C D (фиг. 2 3 9 ) , паралдель-
ныя къ третьей прямой G H , параллельны между собою. В ъ самомъ 
дѣлѣ , плоскость Р , проведенная перпендикулярно къ прямой G H ,  
должна быть (23) перпендикулярна къ прямымъ A B и CD, а по 
перпендикулярпости плоскости Р къ прямымъ A B и CD (24), эти 
прямыя должны быть параллельны между собою. 

2 6 . Теорема. Прямая CD (фиг. 240), параллельная къ 



прямой A B , лежащей въ плоскости Р , должна быть параллельна 
къ этой плоскости. 

Плоскость Q , проходящая чрезъ параллельная прямыя A B и 
Фиг. 240. q j ) ( пересѣкаетъ плоскость Р по направленію пря-

Ь г ^ мой A B . Т а к ъ какъ прямая CD, лежащая въ плос-
кости Q , параллельна къ прямой A B пересѣченія 

Л " / ' плоскостей Р и Q, то прямая CD не встрѣтится съ 
плоскостью Р . 

27. Теорема. Если чрезъ прямую CD (фиг. 240), парал-
лельную къ плоскости Р, проведена плоскость Q, то прямая AB  
пересѣченія плоскостей Р и Q должна быть параллельна къ 
прямой CD. 

Прямыя A B и CD не могутъ встрѣтиться, потому-что прямая 
CD параллельна къ плоскости Р , содержащей прямую A B . Такъ какъ 
прямыя A B и CD не нересѣкаются и кромѣ того находятся въ 
одной и той-же плоскости, то они параллельны между собою. 

2 8 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Если прямая C D (фиг. 2 4 0 ) параллельна къ 
плоскости Р , то прямая, проведенная чрезъ точку А плоскости Р 
параллельно къ CD, должна находиться въ плоскости Р . В ъ самомъ 
дѣлѣ , плоскость, проходящая чрезъ CD и точку А, пересѣкаетъ  
плоскость Р по направленію прямой A B , параллельной къ CD, по-
тому-что прямая CD параллельна къ плоскости Р (27). 

29. Теорема. Параллельный прямыя АС и BD (фиг. 240), 
заключающаяся между плоскостью Р и прямою CD, параллель-
ною къ этой плоскости, равны между собою. 

По предъидущему ( 2 7 ) плоскость A B D C , проходящая чрезъ 
прямыя АС и B D , пересѣкаетъ плоскость Р по направленію прямой 
A B , параллельной къ C D ; a вслѣдствіе теоремы ( 6 3 , I ) параллель-
ныя прямыя АС и B D , заключающаяся между параллельными пря-
мыми A B и CD, должны быть равны. 

3 0 . СЛБДСТВІЕ . В с ѣ точки прямой C D (фиг. 2 4 0 ) , параллель-
ной къ плоскости Р , равно-ототоятъ отъ этой плоскости. В ъ самомъ 



Фиг. 241. 

дѣлѣ , если изъ точекъ С и D данной прямой опустимъ перпендику-
ляры CA и D B на плоскость Р , то велѣдствіе теоремы ( 2 4 ) эти 
прямыя параллельны между собою и вслѣдствіе теоремы ( 2 8 ) они 
равны между собою. 

31. Теорема. Прямыя пересѣченгя двухъ параллельныхъ 
плоскостей третьего плоскостью параллельны между собою. 

Прямая A B (фиг. 2 4 1 ) дересѣченія плоскостей Р и A B D C , на-
ходящаяся въ плоскости Р , не можетъ пере-
д а т ь с я съ прямою CD пересѣченія плоско-
стей Q и A B D C , находящеюся въ плоскости 
Q, потомѵ-что плоскости Р и Q параллельны. 
Такъ какъ прямыя A B и CD не пересѣкаются  
и находятся въ одной и той-же плоскости 

A B D C , то они параллельны между собою. 
3 2 . Теорема. Прямая, перпендикулярная кг одной изъ 

двухъ параллельныхъ плоскостей, до.гэкна быть перпендикулярна 
и къ другой плоскости. 

Плоскости Р и Q параллельны между собою, и прямая A B (фиг. 
Фиг. 242. 2 4 2 ) перпендикулярна къ плоскости Р . Чрезъ 

основа ніе А прямой A B проведемъ въ плоско-
сти Q какую-нибудь прямую A D . Плоскость, 
проходящая чрезъ A B и A D , пересѣкаетъ  
плоскость Р по направленію прямой В С , па-
раллельной къ A D ( 3 0 ) . По перпендикуляр-
ности прямой A B къ плоскости Р , эта прямая 
должна быть перпендикулярна къ прямой В С , 

а но параллельности прямыхъ A D и ВС, прямая A B также перпен-
дикулярна къ A D . Точно также доказывается, что прямая A B пер-
пендикулярна еще къ какой-нибудь прямой, лроведепной въ плоско-
сти Q чрезъ А ; слѣдовательно плоскость Q перпендикулярна къ A B . 

3 3 . СЛЪДСТВІЕ . Плоскости Р и Q (фиг. 2 4 2 ) , церпендикуляр-
лыя къ прямой A B , параллельны между собою. В ъ самомъ дѣлѣ , если 

/ а 

/ » " " Р / 



плоскости Р и Q имѣли бы хоть одну только общую точку М , то 
представилась бы возможность провести чрезъ одну и ту-же точку 
д в ѣ плоскости перпендикулярно къ прямой ( 1 4 ) . 

34. С Л Ъ Д С Т В І Е . Геометрическое мѣсто прямыхъ, проведенныхъ 
чрезъ одну и ту-же точку А (фиг. 242) параллельно къ плоскости 
Р , есть плоскость, параллельная къ плоскости Р . Чрезъ А проведемъ 
какую-нибудь прямую AD и изъ этой-же точки опустимъ перпепди-
куляръ AB на плоскость Р . Плоскость, проходящая чрезъ прямыя 
AB п AD, пересѣкаетъ плоскость Р по направленію прямой ВС, па-
раллельной AI) (27); слѣдователыю параллельный прямыя AD и В С 
перпендикулярны къ прямой A B . Отсюда мы заключаемъ, что всѣ  
прямыя, проведешшя чрезъ точку А , параллельно къ плоскости Р , 
перпендикулярны къ прямой AB. На оборотъ: всякая прямая AD,  
перпендикулярная къ AB, параллельна къ плоскости Р . В ъ самомъ 
дѣлѣ , плоскость, проходящая чрезъ прямыя AB и AD, пересѣкаетъ  
плоскость Р по направленію прямой ВС, перпендикулярной къ AD;  
слѣдовательно прямая AD параллельна къ В С и потому она парал-
лельна къ плоскости Р . Отсюда мы заключаемъ, что всѣ прямыя, про-
веденная чрезъ А параллельно къ плоскости Р , находятся въ плоско-
сти , перпендикулярной къ AB. 

35. СЛЪДСТВІЕ . Двѣ плоскости Р и Q, параллельная къ третьей 
плоскости М , параллельны между собою. В ъ самомъ дѣлѣ , пря-
мая A B , перпендикулярная къ плоскости М, должна быть перпенди-
кулярна также къ плоскостямъ Р и Q (32), а если прямая A B пер-
пендикулярна къ плоскостямъ Р и Q , то они параллельны между 
собою. 

Ф и г . 2 4 3 . 36. Теорема. Параллельных прямыя 
АС м B D (фиг. 243), заключающгяся между 
параллельными плоскостями Р и Q, равны. 

Плоскость, проходящая чрезъ прямыя АС 
и B D , пересѣкаетъ плоскости Р и Q по на-
правленію прямыхъ A B и CD, которая дол-



Фиг. 244. 

жны быть параллельны ( 3 1 ) . Отсюда слѣдуетъ, что четыреугольникъ 
A B D C параллелограмъ и АО = B D . 

3 7 . Слт.дствіе. Разстоянія между параллельными плоскостями 
Р и Q равны, потому-что перпендикуляры АС и B D (фиг. 2 4 3 ) , 
опущенные на плоскость Q изъ какихъ-пибудь точекъ А и В плос-
кости Р , параллельны ( 2 4 ) и слѣдовательно равны ( 3 6 ) . 

3 8 . Теорема. Двгь прямыя разсѣкаются тремя параллель-
ными плоскостями на части пропорцівналъныя. 

Параллельныя плоскости N , Р , Q (фиг. 2 4 4 ) раздѣляютъ дан-
ныя прямыя A B и CD на части А Е , Е В и 
C F , F D . Чрезъ точку А проведемъ прямую 
А Н параллельно къ CD, и чрезъ прямыя A B  
и А Н плоскость А В Н , перееѣкающуюсл съ 
плоскостями Р и Q по паправленію прямыхъ 
EG- и В Н , параллельныхъ между собою ( 3 1 ) . 

Вслѣдств іе теоремы ( 3 6 , I I ) изъ треуголь-
і т > і т .. А Е A G 

ника А В Н йолѵчимъ к н " = о н > н о по нредъ-
идущему ( 3 6 ) A G = C F и G H = F D , слѣдо-

А Е CF  
ватсльно £ g = F D . 

3 9 . Теорема. Если стороны двухъ угловъ соответственно 
параллельны, то 1) углы равны или они взаимно дополняются 
до двум прямыхъ угловъ, и 2) плоскости угловъ параллельны. 

ФПГ. 245. 1) Углы A B C и D E F (фиг. 2 4 5 ) , 
стороны которых» соотвѣтственно парал-
лельны и имѣютъ одинаковое направлс-
ніе, равны. 

Сдѣлавъ B G = Е К и В Н = E L , про-
ведемъ прямыя B E , G K , H L , G H и K L .  
Четыреугольникъ B E K G , в ъ которомъ 
противолежащія стороны B G и Е К равны 
и параллельны, есть параллелограмъ; слѣ -

я/ А\ б 
/ /1 / 

1 і 
р/вИ 

/ I 
fr V 

ѵ « н V 

м 
к 

к 



довательно прямыя B E и G K также равны п параллельны. Подоб-
нымъ образомъ доказывается, что четыреугольпикъ B E L I I есть па-
раллелограмъ; слѣдовательно прямыя B E и 1 I L равны и парал-
лельны. По равепству и параллельности прямыхъ B E и G K ,  
и прямыхъ B E и H L , мы узнаемъ. что прямыя H L и G K  
равны и параллельны, и H G K L параллелограмъ; слѣдовательно пря-
мыя ÏÏG и L K также равны и параллельны. Наконецъ треугольники 
B G H и E K L равны ( I , 4 0 ) н слѣдовательно G B H = / _ K E L . 

Углы M B N и D E F , стороны которыхъ соотвѣтственно парал-
лельны, по пмѣютъ неодинаковое направленіе ( I , 6 6 ) , равны. 

Углы АВМ и DEF, у которыхъ параллельныя сторопы ВА и E D  
пмѣютъ одинаков направденіе, а параллельныя стороны в м и E F  
имѣютъ неодинаковое направленіе, взаимно-дополняются до двухъ 
прямыхъ угловъ. 

2) Прямыя A B п ВС соотвѣтственно параллельны къ прямымъ 

D E и E F ; слѣдовательпо прямыя A B и ВС параллельны къ плоско-

сти D E F ( 2 6 ) ц также плоскость A B C параллельна къ плоскости 
d e f ( 3 4 ) . 

Примѣчаніе. Угломъ двухъ прямыхъ, не дежащихъ въ одной 
плоскости, называется уголъ, составляемый прямыми, проведенными 
чрезъ одну и ту-же точку въ нространсгвѣ параллельно къ даннымъ 
прямымъ. 

Т Е О Р Е М Ы И З А Д А Ч И . 

11) Чрезъ прямую AB провести плоскость параллельно къ данной 
прямой CD. 

12) Чрезъ точку А, дапную внѣ плоскости Р, провести прямую 
параллельно къ этой плоскости. 

13) Чрезъ точку А, лежащую внѣ плоскости Р, провести плоскость 
параллельно къ плоскости Р. 

14) Прямая AB н плоскость Р, перпендпкулярныя къ одной п той 
же прямой CD, параллельны между собою. 



15) Чрезъ данную точку А провести плоскость параллельно къ 
даннымъ прямымъ ВС и DE, не лежащимъ въ одной плоскости. 

16) Прямая AB пересѣченія двухъ плоскостей Р и Q, проведенныхъ 
чрезъ параллельный прямыя CD и E F : плоскость Р чрезъ CD п плос-
кость Q чрезъ E F . параллельна къ этіімъ прямымъ. 

17) Прямая AB пересѣченія двухъ плоскостей, проведенішхъ па-
раллельно къ прямой CD, должна быть параллельна къ CD. 

18) Къ данной прямой AB провести параллельную такимъ обра-
зомъ, чтобы она пересѣка.іа двѣ прямыя CD и E F , не лежащіл въ 
одной плоскости. 

19) Найти геометрическое мѣсто точекъ пространства, которыхъ 
разстоянія отъ двухъ параллельныхъ плоскостей Р п Q были бы про-
порціональпи прямымъ m п v. 

2 0 ) Найти геометрическое м!сто точекъ пространства, для кото-
рыхъ разность квадра говъ разстояній отъ двухъ даинихъ точекъ рав-
нялась бы одной и той же величин!. 

Т Р Е Т Ь Я Г Л А В А . 

О двуграпномъ углѣ . Прямой двугранный уголъ. Плоскій уголъ, соотвѣтствую- 
щій двугранному углу. Отношение двугравныхъ угловъ равно отношение соот-
в ѣ т с т в у ю щ н х ъ имъ плоскихъ угловъ. Перпендикулярныя плоскости. Проекція  

прямой линіи на плоскости. 

4 0 . Д в ! плоскости Р и Q, проходящія чрезъ прямую В С (фиг. 
Фиг. 246. 2 4 6 ) и ограниченныя этою прямою, образуютъ 

двугранный уголъ. Плоскости Р п Q назы-
А ваюгся гранями двуграннаго угла, а прямая 

В С называется е г о р е б р о м ъ . Двугранный уголъ 
" означается четырьмя буквами такимъ обра-

зомъ, чтобы д в ! буквы стояли у ребра, а по одной б у к в ! на каждой 
грани. Двугранный уголъ, изображенный въ фиг. 2 4 6 , означенъ 
чрезъ A B C D или чрезъ D B C A . Б у к в ы , которыми означенъ двугран-
ный уголъ, произносятся въ такомъ п о р л д к і , чтобы поставленный у 
ребра, пришлись между буквами, стоящими на граняхъ. 



Представимъ себѣ плоскости Р и Q совмѣщенными, и потомъ 
предположимъ, что плоскость Р обращается около прямой В С , а 
плоскость Q остается неподвижною. Величиною обращенія плоскости 
Р , или на сколько эта плоскость при ея обращеніи удалилась отъ 
плоскости Q, выражается величина двугранного угла, составляемаго 
плоскостями Р и Q, т. е. величина двуграннаго угла тѣмъ больше, 
чѣмъ больше плоскость Р удалилась отъ плоскости Q , и на оборотъ: 
тѣмъ меньше, чѣмъ меньше обращеніе плоскости Р ; наконецъ ѳтотъ  
уголъ равенъ нулю при совмѣщеніи плоскостей Р и q . Отсюда слѣ- 
дуетъ, что величина двуграннаго угла не зависитъ отъ величины 
плоскостей Р и Q. 

41. Двугранные углы М А В Х и М А В Р (фиг. 247), имѣющіе  
Фиг. 247. общую грань M A B , общее ребро A B и грани 

N A B и Р А В , составляющія одну плоскость 
N P , называются смежными двугранными 
углами. 

Двугранные углы МАВА" и P B A Q , у кото-
рыхъ общее ребро и грани одного изъ нихъ суть продолженія граней 
другаго, называются противоположными двугранными углами. 

Если ребро и грани одного двуграннаго угла совмѣщаются съ 
ребромъ и гранями другаго двуграннаго угла, то эти двугранные углы 
равны. 

Д в ѣ пересѣкающіяся плоскости взаимно-перпендикулярны, если 
смежные углы, составляемые этими плоскостями, равны. Двугранный 
уголъ, который равенъ своему смежному двугранному углу, называется 
прямымъ двуграниымъ угломъ. 

42. Теорема. Если чрезъ двѣ какія-нибудь точки В и F  
ребра A B (фиг. 248) двуграннаго угла CA B D провести плоско-
сти F G H и B K L перпендикулярно къ ребру A B , то углы GFH  
и K B L , образуемые прямыми пересѣченгя этихъ плоскостей съ 
гранями A B C и A B D , должны быть равны. 



Плоскости F G H и B E L , перпендикулярная къ одной и той-же 
Фиг. 248. прямой A B , параллельны между собою ( 3 3 ) , и вслѣд- 

ствіе теоремы ( 3 1 ) прямыя F G и В К пересѣченія  
этихъ плоскостей съ гранью A B C должны быть па-
раллельны; по той-же причин! прямыя F H и B L  
параллельны; следовательно по предъидущему ( 3 9 ) 
углы G F H и КВТ» равны. 

Уголъ G F H , стороны котораго перпендикулярны 
къ ребру A B , называется плоскимъ угломъ двугран-

ного угла CA B D . 
4 3 . Теорема. Два двугранные угла, коихъ гглоскіе углы 

равны, также должны быть равны. 
Наложимъ (фиг. 2 4 9 ) уголъ ссіе на уголъ C D E такимъ обра-
Фиг. 249. з о м ъ ^ цтобы стороны cd и CD, и также етороны de  

il Н Е еовмѣстились; тогда ребро A B , перпендику-
лярное къ плоскости С Н Е ( 1 2 ) , совпадетъ съ реб-
ромъ аЪ, перпендикулярннмъ къ плоскости еде. По 
совмѣщснію прямыхъ al и A B , и прямыхъ cd и CD,  
слоскость abc совм!стится съ плоскостью A B C ; точно 
такъ по совмѣщеп ;ю прямыхъ ab и A B , и прямыхъ 
de и Н Е , плоскость abc совпадетъ съ плоскостью 
A B E ; слѣдовательно ( 4 1 ) двугранные углы саде и 
С А В Е равны. 

4 4 . С Л Ъ Д С Т В І Е . Даны двѣ взаимно-перпендику-
лярныя плоскости Р и MN (фиг. 2 5 0 ) , пересѣкаю-

фиг. 250. щіяся по направлепію прямой Е В . Чрезъ 
какую-нибудь точку В прямой Е В про-
ведемъ въ плоскостяхъ Р п MN прямыя 
A B и DC перпендикулярно къ Е В . Тогда 
по перпендикулярности прямыхъ A B и 
DC, смежные плоскіе углы A B C и A B D ,  
соотвѣтствующіе двуграннымъ угламъ 



A E B N и A E B M j прямые ; слѣдователыю эти двугранные углы также 
прямые. 

4 5 . Теорема. Двугранные углы относятся между собою 
точно такъ, какъ относятся соотвѣтствующіе имъ плосНіе  
углы. 

1) Предположпмъ, что плоскіе углы C B D п cid (фиг. 2 5 1 ) , со-
Фпг. 251. отвѣтствующіе даннымъ двугран-

нымъ угламъ C A B D и cabd, соиз-
мѣримы, и что ихъ общая мѣра  
cbe содержится 5 разъ въ углѣ  
C B D и 3 раза въ углѣ cbd ; т . е. 
L C B D — ЬL cbe, L cbd = 
3 L e b e и 

C B D bebe C B D « . 

Щ- - Ш или cbd = /3-

Проведемъ плоскости чрезъ ребро ab и каждую изъ прямыхъ, 
раздѣляющихъ уголъ cbd на 3 равныя части; этими плоскостями 
раздѣлитея двугранный уголъ cabd на три равные двугранные угла 
саЪе ( 4 3 ) ; слѣдовательно L cabd = 3 cabe. Потомъ проведемъ 
плоскости чрезъ ребро A B п каждую изъ прямыхъ, раздѣляющпхъ  
уголъ C B D на 5 равныхъ частей; этими плоскостями раздѣлится  
двугранный уголъ C A B D на 5 равпыхъ двуграпныхъ cabe ( 4 3 ) ; слѣ- 
довательно L C A B D = 5 L c a b e . Для данныхъ двугранных» со-
ставится отношеніе 

C A B D _ ЪсаЬе C A B D _ 5 / 

cabd ~~ ЗсаЬе ИЛ11 cabd" — /Ъш 

Т а к ъ какъ отношепіе между данными двугранными углами равно 
отношение между соотвѣтствующими имъ плоскими углами, то по 
предъидущему ( I I , 7 ) составится иропорція 

C A B D _ С В Р п ч  
cabd — cbd I1 

2 ) Предположпмъ, что плоскіе углы C B D и cbd, соотвѣтствую- 
щіе даннымъ двуграннымъ угламъ, несоизмѣримы, и докажемъ, что 



выше-выведенная пропорція также справедлива для этого случая. Для 
этого наложимъ двугранный уголъ cahd на двугранный уголъ C A B D  
такимъ образомъ, чтобы ребро аЪ совпало съ ребромъ A B и плос-
кость abc совмѣстилась съ плоскостью A B C ; тогда плоскость abd  
приметъ положеніе A B E (фиг. 2 5 2 ) п образовавшійся двугранный 

Фиг. 252. у Г О Л Ъ С А В Е равенъ данному двугранному углу 
cabd. Потомъ раздѣлнмъ уголъ C B D на про-
извольное число равныхъ частей; при этомъ 
дѣленіи ни одна изъ прямыхъ дѣленія не мо-
жетъ совпасть съ прямою B E , потому-что в ъ 
противномъ случаѣ углы C B D и С В Е были бы 
соизмѣримы. Чрезъ ребро A B п каждую изъ 
прямыхъ дѣленія B F и B G , ближайшихъ к ъ 

прямой B E , проведемъ плоскости A B F п A B G ; получимъ два д в у -
гранныхъ угла 

C A B F < С А В Е и C A B G > С А В Е , 

и отношенія 
C A B D C A B D C A B D ^ C A B D . . . 

p a r k и p .arf . •-> п ш " ' " ' 1 * / ' С А В Е ^ C A B F 11 С А В Е C A B G 

Такъ какъ углы C B D и C B F сопзмѣримы и также углы С В І ) и 
C B G соизмѣримы, то по предъидѵщему получимъ пропорціи 

C A B D _ _ J D B D C A B D _ _ C B D ^ 
" C A B P ~ ~ C B F И " C A B G — CBG " 

•n « \ . . C A B D C A B D В ъ перавенствѣ ( 1 ) замѣнимъ отношепія C ^ B F и - ç a b g - Р а в " 
C B D C B D  ными имъ отношеніями — p b f - и C B Q ; получимъ 

j : A B D C A B D С В Р 
С А В Е ^ C B F И С А В Е ÜBG И Л И  

С В Р C A B D ( ! ) ) 
С В Р ^ С А В Ё C B G 

Т а к ъ какъ L C B F < /_ С В Е п С В Е < C B G , то со-
ставятся отношен і я 



CBD _ C B D C B D . C B D 
< дип" И pRg > nun ИЛИ С Б Е ^ C B F и С Б Е ' CBG 

C B D 
c b g 

C B D _ C B D + B D _ 
C B F CHE E R « *••• ( + 

тт / о о\ • C A B D C B D 
Изъ неравенствъ (2 и 3 ) видно, что отношенія - С А В Е - и С В Е 

V C B D C B D 

находятся между тѣми-же самыми дробями • C B F и - Q B G , ко-
торый могутъ быть сближены, какъ угодно. В ъ самомъ дѣлѣ , раздѣ- 
ливъ уголъ C B D на ббльшее число равныхъ частей, нежели онъ былъ 
раздѣленъ прежде, мы увелпчимъ уголъ C B F и умепьпшмъ уголъ 
C B G ; вслѣдствіе чего отпошеніе G B F уменьшится и отношеиіо 

увеличится. Раздѣленіемъ угла C B D на произвольно боль-
. CBD CBD V , 

шое число равныхъ частей, дроби r B F - и — C B G могутъ быть сбли-
жены такимъ образомъ, что ихъ разность сдѣлается меньше всякой 
произвольно малой величины. Но какъ мала ни была разность этихъ 

ш „ . C A B D 
дробей, всегда должны находиться между ними отношенія С А В Е и 

C B D 

~ с в Е » а извѣстно ( I I , 1 7 ) : если между двумя величипами, кото-
рыхъ разность меньше всякой малой величины, заключаются д в ѣ  
другія величины, то послѣднія должны быть равны между собою ; слѣ- 
довательно 

C A B D CBD C A B D C B D 
С А В Е — С В Е И Л И cabcl ' cbd ' 

4 6 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Принявъ за единицу двугранныхъ угловъ та-
кой двугранный уголъ, которому соотвѣтствуетъ плоскій уголъ, при-
нятый за единицу плоскихъ угловъ, мы узнаемъ вслѣдствіе теоремы 
(45), что всякій двугранный уголъ измеряется соопгвететвую-
щимъ ему ѵлоскимъ углот. Такъ папримѣръ, если (фиг. 2 5 1 ) 
плоскій уголъ cbd равенъ 1° и плоскій уголъ C B D равенъ 27°, то 
двугранный уголъ C A B D содержите также 27°. 

47. Теорема. Сумма двухъ смежныхъ двугранныхъ угловъ 



равна двумъ прямымъ двугранным угламъ, и противоположные 
двугранные углы равны. 

Чрезъ какую-нибудь точку G (фиг. 2 5 3 ) прямой A B дересѣче- 
Фиг. 253. н і я ддоскостей CD и E F проведемъ къ 

\ этой прямой нерііендикуляръ П К въ 
d : д Ѵ плоскости CD и перпендикуіяръ L M въ 

^ г,\/ к \ плоскости E F . Сумма смежныхъ плоскихъ 
ï \ м / в л угловъ L G H и L G K , соотвѣтствующихъ  

J смежнымъ двуграннымъ угламъ С А В Е п 
D A B E , равна двумъ прямымъ угламъ; слѣдовательно сумма этихъ 
двуграниыхъ угловъ равна двумъ прямымъ двуграннымъ угламъ ( 4 6 ) . 

Плоскіе углы L G K и H G M , соотвѣтствующіе двуграннымъ угламъ 
D A B E я C A B F , равны; следовательно эти двугранные углы также 
равны ( 4 3 ) . 

4 8 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . 1 ) Если два двугранные угла равны, то п ихъ 
.смежные двугранные углы равны. 2 ) Сумма двуграниыхъ угловъ, рас-
положенныхъ по одну сторону плоскости, равна двумъ прямымъ дву-
граннымъ угламъ. 3 ) Сумма двуграниыхъ угловъ, расположенныхъ 
около общаго ребра, равна четыремъ прямымъ двуграннымъ угламъ. 

49. Теорема. Если прямая перпендикулярна къ плоскости, 
то всякая плоскость, проходящая чрезъ эту прямую, перпенди-
кулярна кг данногі плоскости. 

Прямая E F (фиг. 2 5 4 ) перпендикулярна къ данной плоскости 
Фиг. >54. A B . Чрезъ точку F псрееѣченія прямой 

E F съ плоскостью A B проведемъ въ 
этой плоскости прямую F G пернендику-

1» в лярно къ E F . По перпендикулярности 

Е 

/ і - с, / этихъ прямыхъ плоскій уголъ EFG пря-
л <* мой; следовательно ( 4 4 ) двугранный 

уголъ B C D E , которому соотвѣтствуетъ пдоскій E F G , также прямой, 
и плоскость CDE перпендикулярна къ плоскости AB. 

5 0 . С Л Ъ Д С Т В І Е . Прямая, проведенная чрезъ точку прямой пе-



ресѣчепія двухъ перпендикулярныхъ плоскостей перпендикулярно къ 
одной изъ нихъ, должна находиться въ другой плоскости. В ъ самомъ 
дѣлѣ , прямая, проведенная чрезъ точку F (фиг. 2 5 4 ) прямой CD  
перпендикулярно къ плоскости A B , должна совмѣститься съ прямою 
F E , проведенною въ плоскости C D E чрезъ ту-же точку F перпенди-
кулярно къ CD, потому-что прямая F E также перпендикулярна къ 
плоскости A B . -

51. Теорема. Если две плоскости взаимно-перпендику-
лярны, то прямая, проведенная въ одной изъ нихъ перпендику-
лярно къ прямой ихъ пересечен)я. должна быть перпендикулярнм 
къ другой плоскости. 

В ъ плоскости C D E (фиг. 2 5 4 ) проведена прямая F E перпввдн-
кулярнокъ прямой CD пересѣченія данныхъ перпендикулярныхъ плос-
костей A B л C D E . Чрезъ точку F пересѣченія прямой E F съ плос-
костью A B проведемъ въ этой плоскости прямую F G перпендику-
лярно къ CD. По перпендикулярности плоскостей C D E и A B , дву-
гранный уголъ B C D E прямой, а потому соотвѣтствующій ему плоскій  
уголъ E F G также прямой, и прямая E F перпендикулярна къ F G .  
Т а к ъ какъ прямая E F перпендикулярна къ двумъ прямымъ CD п F G ,  
лежащимъ въ плоскости A B , то она перпендикулярна къ этой плос-
кости. 

5 2 . Теорема. Прямая пересѣченгя двухъ плоскостей, пер-
пендикулярныхъ къ третьей плоскости, должна быть перпенди-
кулярна гсъ этой плоскости. 

Перпендикуляръ, возставленныВ къ плоскости Р (фиг. 2 5 5 ) изъ 
ф и г - 2 5 5 , точки В нересѣченія данныхъ плоскостей Е Н 

CG, Р , долженъ находиться въ плоскости CG  
( 5 0 ) ; этотъ перпендикуляръ долженъ нахо-
диться также въ плоскости Е Н ; слѣдоватольно  

У онъ находится на прямой нересѣченія плоско-
стей CG и Е Н , т . е. онъ совмѣіцается съ пря-
мою A B . 



53. Теорема. Если три прямыя взаимно-перпендикулярныг 

то плоскости, проведенныя чрезъ двѣ изъ этихъ прямыхъ, вза-
имно-перпендикулярны. 

Прямая A B (фиг. 2 5 5 ) перпендикулярна къ CD и E F , и пря-
мыя CD и E F взаимно-перпендикулярны. Прямая A B , перпендику-
лярная къ прямымъ СП и E F , перпендикулярна къ плоскости Р , про-
ходящей чрезъ эти прямыя; слѣдовательно ( 4 9 ) плоскости CG и Е Н , 
содержащія прямую A B , перпендикулярны къ плоскости Р . По пер-
пендикулярности прямой CD къ прямымъ E F п A B , прямая CD пер-
пендикулярна къ плоскости Е Н ; следовательно плоскости P п CG  
перпендикулярны къ плоскости Е Н . 

5 4 . ІТроекцгею точки на плоскости называется оспованіе пер-
пендикуляра, опущеннаго изъ точки на плоскость. 

ІІроекцісю какой-нибудь линіи на плоскости называется гео-
метрическое мѣсто проекцій точекъ этой линіп на плоскости. 

5 5 . Теорема. Проекція прямой линіи на плоскости есть 
прямая линія. 

Изъ какой-нибудь точки А (фиг. 2 5 6 ) данной прямой A B опу-
Фнг. 256. с т и м ъ перпендикуляръ А а на плоскость Р . Плос-
Г кость,' проходящая чрезъ прямыя A B и А а, пер-

пендикулярна къ плоскости Р и пересѣкаетъ эту 
плоскость по направленію прямой a m . Перпендику-
ляръ Вб, опущенный изъ какой-нибудь точки В пря-

мой A B на плоскость Р , долженъ находиться ( 5 0 ) въ плоскости A B « ;  
слѣдоватѳльно его основапіе b упадетъ на прямую am пересѣченія  
плоскостей A B « и Р , и прямая ab есть проекція прямой A B на 
плоскости Р . 

Примѣчапіе. Перпендикуляры А « и В б называются проекти-
рующими прямыми, плоскость Р есть плоскость проспит, плос-
кость А В б я называется проектирующею плоскостью. 

5 6 . Теорема. Если прямая имѣетъ наклонное по.юженге 
относительно плоскости, то уголъ, составляемый этою прямою 



съ ея проекцгею на плоскости, меньше всѣхъ угловъ, составляе-
мыхъ ею-же съ прямыми, проведенными чрезъ ея осгюваніс въ 
той-же плоскости. 

Изъ какой-ппбудь точки А (фиг. 2 5 7 ) данной прямой A B опу-
Фиг. 257. стпмъ перпепдикуляръ АС на плоскость Р . 

Прямая В С , соединяющая основанія В - и С 
прямыхъ A B и АС, ость проекція прямой A B  
на плоскости Р . Требуется доказать, что уголъ 
A B C меньше угла A B D , составляемый данною 

X прямою A B и прямою B D , проведенною въ 
плоскости Р чрезъ основаніе В прямой A B . 

Сдѣлавъ В І ) = В С и проведя прямую A D ,  
мы узнаемъ, что прямая A D , какъ наклонная къ плоскости Р , боль-
ше перпендикуляра АС ( 1 6 ) . В ъ треугольникахъ A B C и A B I ) сто-
рона A B общая, В С = B D , но АС < AD ; слѣдовательно уголъ A B C ,  
противолежащій меньшей сторонѣ АС, меньше угла A B D , противоле-
жащаго большей сторонѣ A D ( I , 3 9 ) . 

5 7 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Уголъ, составляемый наклонною A B съ прямою, 
проведенною въ плоскости Р чрезъ основапіе В , тѣмъ больше, чѣмъ  
больше уголъ, составляемый этою проведенною прямою съ проекціею  
данной наклоппой. В ъ самомъ дѣлѣ , описавъ изъ В (фиг. 2 5 7 ) - р а -
діусомъ В С окружность н проведя радіусъ B E , получимъ l _ С В Е 
> C B D и хорда СЕ больше хорды C D ; слѣдевательно ( 1 6 , 3 ) 
наклонная А Е больше наклонной A D . В ъ треугольникахъ A B E п 
A B D сторона A B общая, B E = B D , но А Е > A D ; слѣдоватсльпо  
уголъ A B E , противолежащій большей сторопѣ А Е , больше угла A B D ,  
лротиволежащаго меньшей сторонѣ A D . 

Угломъ наклоненія прямой, проведенной наклопно къ плоско-
сти, называется уголъ, составляемый прямою с ъ е я проекціеюна этой 
плоскости. 

5 8 . СЛЪДСТВІЕ. Если двѣ прямыя B D и B F (фиг. 2 5 7 ) , про-
веденный в ъ плоскости Р, составляютъ равные углы CBD и CBF съ 



Фпг. 258. 

проеіщіею В С наклонной A B , то эти прямыя образуюсь также рав-
ные углы A В І ) и A B F съ данного наклонною. В ъ самомъ дѣлѣ , про-
водя прямую CF, получимъ равные треугольники B C F и B C D , по-
тому-что сторона В С общая, B F — B D и / _ C B F = C B D ; сле-
довательно C F = CD. Проведя прямую A F , получимъ равпыс тре-
угольники A B F и A B D , потому-что сторона A B общая, B F = B D  
й A F = A B ( 1 6 , 2 ) ; следовательно L A B F = / _ A B D . 

5 9 . Теорема. Прямая, проведенная въ плоскости перпен-
дикулярно кг проекціи, данной прямой, перпендикулярна также 
къ самой прямой. 

Прямыя B D и B E (фиг. 2 5 8 ) составляютъ равные углы съ про-
екціею В С прямой A B , а потому ( 5 8 ) углы A B D и 
A B E , составляемые этими-же прямыми съ прямою 

, , — — A B , также равны. Такъ какъ эти равные углы суть 
/ в ѵ с м е ж н ы е , то каждый изъ нихъ прямой и следова-

тельно прямая D E перпендикулярна къ A B . 
60. Теорема. Если двѣ наклонныя составляютъ равные 

углы съ прямою, лежащею въ плоскости, то эти наклонныя со-
соигв.гяютъ равные углы наклоненгя съ тою-же плоскостью. 

Прямыя A B и АС (фиг. 2 5 9 ) составляютъ съ прямою В С рав-
ные углы A B C и А С В . Изъ А опустимъ перпенди-
куляръ А Е па плоскость Р п проведемъ прямыя B E  
и С Е ; эти прямыя суть проекціи прямыхъ A B и АС 
на плоскости Р . В ъ треугольнике A B C стороны АС 
и A B равны по равенству угловъ A B C и А С В . 
Треугольники A B E и А С Е равпы, потому-что сто-

ропа А Е общая, A B = АС и B E = В С ( 1 6 , 2 ) ; следовательно 
L A B E = L АСЕ. 

Ф и г . 2 5 9 . 

Т Е О Р Е М Ы И З А Д А Ч И . 

21) Чрезъ точку М , лежащую в н ѣ даннаго двугранпаго угла 
ABCD, провести плоскость перпендикулярно къ гранямъ ABC п DBC 



22) Найти прямую, которой разстояніе отъ граней двуграішаго  
угла ABCD должно равняться данной прямой E F . 

23) Виѣ плоскости Р даны три точки А, В, С, не лежащія на 
одной прямой. Опредѣлнть на этой плоскости точку, равно-отстоящую 
отъ данныхъ точекъ. 

24 ) Еслп параллельный прямыя AB, CD, F.F разсѣчепы плос-
костью Р, то углы, составляемые ими съ этого плоскостью, должны быть 
равны. 

25 ) Если параллельный плоскости М, Р, Q разсѣчеіш прямою AB,  
то углы, составляемые ею съ данными плоскостями, равны. 

26 ) Данъ четыреугольникъ ABCD, въ которомъ противолежащія  
стороны AB и DC, также сторопы ВС и АР, не находятся въ одной 
плоскости. Требуется доказать, что плоскость, проведенная парал-
лельно къ прямымъ AD н ВС, раздѣ.титъ стороны AB u DC на про-
порціональныя части. 

27) На данной прямой MN найти такую точку, чтобы разность 
квадратовъ ея разстояній отъ точекъ А п В, лежащихъ внѣ прямой 
MN, равнялась данному квадрату. 

28) Если двѣ ПЛОСКОСТИ M П Р параллельны, н нлоскость M пер-
пендикулярна къ плоскости Q, то также плоскость Р перпендикулярна 
къ плоскости Q. 

2 9 ) Прямыя, выходящія пзъ одной точкп О, разсѣкаются парал-
лельными плоскостями на пропорціопальныя части. 

3 0 ) Къ двумъ прямымъ AB и CD, не лежащимъ въ одной плоско-
сти, провести перпендикулярную прямую. 

31) Въ пространств! даны трп прямыя AB, CD, EF. Требуется 
провести четвертую прямую такимъ образомъ, чтобы она пересекалась 
съ прямыми AB и CD, и была параллельна къ EF . 

32) Чрезъ точку M требуется провестп плоскость такпмъ обра-
зомъ, чтобы она составляла равные углы съ данными прямыми AB,  
CD, E F . 



Ч Е Т В Е Р Т А Я Г Л А В А . 

Многогранные углы. Всяк ій плоскій уголъ многограннаго угла меньше суммы 
в с ѣ х ъ о с т а л ь и ы х ъ . В ъ многогранномъ угліі с ъ исходящими у г л а м и , сумма 
в с ѣ х ъ плоскпхъ у г л о в ъ меньше ч е т ы р е х ъ н р я м ы х ъ у г л о в ъ . Р а в е н с т в о трегран-

н ы х ъ у г л о в ъ . 

6 1 . Плоскости S A B , S B C , S C D и т . д. (фиг. 2 6 0 ) , пересѣ- 
Фиг. 260. к а я с ь п о нсаиравленію прямыхъ S A , S B , SC и т. д . , 

сходящихся въ одной точкѣ S , составляютъ много-
гранный уголъ. Плоскости S A B , S B C , S C D и т. д . 
суть грани многограннаго угла, прямыя S A , S B , S C  
и т . д . называются его ребрами, точка S ихъ пере-
с ч е т а называется его вершиною и утлы A S B ,  

B S C , C S D и т . д. суть плоскіе углы многограннаго угла. Для озна-
ченія мпогограпнаго угла ставится буква у его вершины п по одной 
буквѣ на каждомъ робрѣ ; слѣдовательно въ (фиг. 2 6 0 ) начерчепъ 
многогранный уголъ S A B C D E . 

Тремя плоскостями, пересѣкающимися в ъ одпой точкѣ , образуется 
трегранный уголъ. Всякій трегранпый уголъ S A B C (фиг. 2 0 1 ) со-

Фиг. 261. держитъ шесть элементовъ: три плоскіе угла A S B ,  
A S C , B S C и три двугранные угла B A S C , B C S A ,  
A B S C . 

Если отъ разсѣчепія граней многограннаго угла 
образуется многоугольникъ A B C D E (фиг. 2 6 0 ) съ 

исходящими углами, то этотъ многогранный уголъ назыпается выпу-
клым*. Если-же образовавшійся мпогоуголь-
нпкъ A B C D E F G (фиг. 2 6 2 ) содержитъ вхо-
дящей уголъ, то многогранный уголъ называется 
вогнутымъ. 

Д в а многогранные угла съ одинакимъ чис-
ломъ граней равны, если ребра одного изъ иихъ 
возможно совмѣстить съ ребрами другаго. 

Ф и г . 2 6 2 . 



62. Теорема. Всякій плоскій уголъ многогранного угла 
меньше суммы остальныхъ плоскихъ угловъ. 

1) Данъ трегранный уголъ ЭАВС(фиг. 2 6 3 ) , въ которомъ іілос- 
кій уголъ A S B больше угловъ ASC и B S C . Тре-
буется доказать, что Z . A S B > Z . A S C + Z . C S B . 
В ъ грани A S B построимъ Z . A S D , равный Z . A S C ,  
и отложимъ S D = SC. Чрезъ точки С п D прове-
демъ илоскость, пересѣкающуюся съ ребрами S A и 
S B въ точкахъ А и В , и проведемъ прямыя АС, 

В С , A B . Треугольники ACS и A D S равны, потому-что сторона A S  
общая, CS = D S по отложенію и /_ A S C = Z . A S D ; слѣдовательно  
АС = A D . Т а к ъ A D -+- D B < AC + СВ и A D = АС, то получится 
D B < С В . В ъ треугольникахъ B D S и B C S сторона B S общая, 
D S = CS, но D B < C B ; слѣдовательно Z . B S D < / _ B S C . Прило- 
жпнъ эти неравные углы къ равнымъ угламъ A S D и A S C , получимъ 
A S D + B S D < A S C + B S C или A S B < ASC + B S C . 

2 ) Чтобы доказать эту теорему для какого-нибудь мпогограннаго 
Фиг. ш. у г л а S A B C D Е (фиг. 2 6 4 ) , разсѣчемъ этотъ уголъ 

éHa треграиные углы плоскостями s a c , s a d , про-
х о д я щ и й чрезъ ребро s a п нротивоположныя ему 

D ребра s c , s d . Тогда по предъидущему мы имѣемъ  
в e s d < a s e + a s d , a s d < c s d + a s c , 

a s c < b s c + a s b . Сложпвъ эти неравенства по-членно, получимъ 
e s d + a s d + a s c < a s e + a s d + c s d + a s c + b s c + a s b  

или e s d < a s e + c s d + b s c + a s b . 
6 3 . Теорема. Сумма плоскихъ угловъ какого-нибудь много-

грагтаю угла меньше четырехъ прямыхъ уг.говъ. 
Разсѣчемъ многогранный уголъ S A B C D E (фпг. 2 6 4 ) какою-ни-

будь плоскостью A B C D E ; тогда по предъидущему ( 6 2 , 1) получится 
S A E + S A B > В А Е , S B A + S B C > A B C , S C B + S C D > B C D  
и т . д. Сдоживъ эти неравенства по-членно, получимъ 
S A E + S A B + S B A + S B C + S C B + . . . > B A E + A B C + B C D + . . . ; 
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но такъ какъ ( I , 1 0 4 ) B A E + A B C + B C D + . . . = 1 8 0 ° (/? — 2 ) , т о 
S A E + S A B + S B A + S B C - j - S C B + . . . > 1 8 0 ° . п - 3 6 0 ° . . . . ' ( I / 

Извѣстно ( I , G 8 , 4 ) также, что S A E + S E A = 1 8 0 ° — A S E , 
S A B + S B A = 1 S 0 ° - A S B , S B C + S C B = 1 8 0 ° - B S C и т . д . ;  
откуда 

S A E + S A B + S B А + S B C + S C B + . . . = 
1 8 0 ° . » — ( A S E + A S B + B S C - f . . . ) . . . . (II). 

В ъ перавенетвѣ (I) замѣнивъ сумму S A E + S A B + S B A - f - .... 
равною ей величиною выраженія (II) получимъ 

1 8 0 ° . « — ( A S E + A S B + B S C + . . . ) > 1 8 0 ° . и — 3 6 0 ° или 
À S E + A S B + B S C + . . . . < 3 6 0 ° . 

64. Теорема. Въ трегранномъ угліъ равнымъ п.гоеиимъ 
угламъ противолежать равные трегранные углы. 

Дано (фиг. 2 6 5 ) : / _ А В / = / . A B C . Требуется доказать, что 
ф и г - 2 6 5 - двугранные углы / С Б А и С / В А 

равны. Чрезъ какую-нибудь точку 
G ребра В А проведемъ плоскости 
GFD и G E B соотвѣтственно пер-
пендикулярно къ ребраиъ В С и В / ; 

эти плоскости, пересѣкающіяся по иаправленію прямой GD, пересѣ- 
каютъ грани треграннаго угла до направлеяію прямыхъ FG, FD,  
EG и DE. Треугольники FGB и EGB равны, потому-что сторона G B  
общая, Z . G B F = Z . G B E по заданію и / _ B F G = B E G = 9 0 ° ; 

слѣдовательно FG = EG. Потомъ треугольники DFG и DEG равны, 
потому-что Z . G D F = / . G D E ( 5 1 ) , сторона D G общая h F G = E G ;  

слѣдовательно / . G F D = / . G E D , а потому ( 4 3 ) и двугранные 
утлы / С В А и С / В А равны. 

6 5 . Обратное Ііредложепіе. Плоскіе углы треграннаго 
угла, противолежащіе равныма двуграннымъ угламъ, должны 
быть равны. 

Д в у г р а н н ы е / С В А и С / В А (фиг. 2 6 5 ) равны; требуется дока-



зать, что / . / В А = / . С Б А . Чрезъ какую нибудь точку G ребра 
В А проведемъ двѣ плоскости G F D и G E B соотвѣтственно перпенди-
кулярно къ ребрамъ В С и В / ; тогда прямая G D перпендикулярна 
къ грани В / С и треугольники D F G и HEG равны, потомѵ-что сто-
рона D G общая, / . D F G = / . D E G по заданію; слѣдовательно F G =  
E G . Потомъ треугольники B F G и B E G равны, потому-что F G = E G .  
сторона B G общая и B F G = / _ B E G = 9 0 ° ; слѣдовательнп 
L ABC = L AB/. 

66. Теорема. Два трегранные угла равны, если два плос-
кіе угла и содержащейся между ними двугранный уголъ одною 
треграннаго угла соотвѣтственно равны двумъ плоскимъ грламъ 
и содержащемуся между ними двугранному углу другого тре-
граннаго угм. 

Дано (фиг. 2 6 6 ) : / . A S B = /_ ash, / _ B S C = / . Ыс и дву-
Фиг. 266. гранные углы A B S C и àbsc равны. По-

A B S C грань bsc должна совмѣститься съ гранью B S C , и по равен-
ству угловъ asb, A S B и угловъ bsc, B S C ребра as и es должны со-
вмѣститься съ ребрами A S и CS. Такъ какъ трегранный уголъ sabc со-
вершенно совмѣстнлея съ треграннымъ угломъ S A B C , то мы заклю-
ч а е м а что эти треграпные углы равны. 

67. Теорема. Два треграпные угла равны, если плоскій  
уголъ и прилежащіе къ нему двугранные углы одною трегран-
наго угла соотвгьгпственно равны плоскому гулу и прилежащимъ 
къ нему двугранными угламъ другого треграннаго угла. 

Дано (фиг. 2 6 6 ) : / . A S B = / . asb, B A S C = base, A B C S =  
àbsc. Помѣстимъ трегранный уголъ sabc въ трегранный уголъ SA В С 

мѣстимъ треграпный уголъ sabc въ тре-
гранный уголъ S A B C такимъ образомъ, 
чтобы вершина s совпала съ вершиною 
S , ребро $Ь совмѣстилось съ ребромъ S B  
и грапь asb совпала съ гранью A S B ; тогда 
по равенству двугранныхъ угловъ absc и 



такимъ образомъ , чтобы вершины s и S совпали , ребро as совме-
стилось съ ребромъ A S и грань als совпала съ гранью A B S ; тогда по 
равенству угловъ asb и A S B ребро bs совместится съ ребромъ B S ,  
по равенству двуграниыхъ угловъ base и B A S C и двуграниыхъ 
угловъ absc и A B S C , грань acs совпадетъ съ гранью ACS и грань bsc  
совпадетъ съ гранью B S C . Такъ какъ дне плоскости могутъ пересе-
каться по направленію только одной прямой, то ребро es совместится 
съ ребромъ CS. 

6S. Теорема. Если три п.юскіе угла одного треграннаго 
угла соответственно равны тремъ плдскимъ угламъ другаго тре-
граннаго угла, то эти трегранные углы равны. 

Отложнмъ равныя части S A и за (фиг. 2 6 6 ) и изъ точекъ А и 
а къ ребрамъ S A и sa возставимъ перпендикуляры АС и ас въ гра-
няхъ SAC и sac. Треугольники SAC и sac равны, потому-что S A =  
sa по отдоженію, / _ A S C = /_asc по заданію и / . S A C — /_sac=  
9 0 ° ; следовательно SC = sc и AC = ас. Также треугольники S A B  
и sab равны, потому-что S A — sa, A S B = ash и / _ S A B =  
l_sab— 9 0 ° ; следовательно S B = s5 и А В = аЬ. Наконецъ тре-
угольники S B C и she равны, потому-что / . B S C = /_bsc, SC = sc  
и S B = sb; следовательно В С = Ьс. Отсюда слѣдуетъ, что треуголь-
ники A B C и abc равны и / _ В А С = /_ bue. По равенству этихъ 
угловъ мы заключаемъ, что двугранные углы B A S C п base равны. 
Наконецъ основываясь на теореме ( 6 6 ) мы узнаемъ, что трегранпые 
углы S A B C и sabc равны. 

6 9 . Продолживъ ребра какого-нибудь миогограниаго S A B C (фиг. 
2 6 7 ) за вершину S , мы образусмъ многогранный 
уголъ sale, называемый симетрическимъ относи-
тельно многограннаго угла S A B C . В ъ двухъ спметрц-
ческихъ многогранныхъ углахъ S A B C и S abc все 
элементы соответственно равны, т. е. плоскіе углы 
A S B и aSi>, ASC и « S c и т . д. равны ( I , 8 0 ) и 
двугранные углы ( 4 7 ) B A S C и baSc, A C S B u acSb 



и т. д. равны ; но соотвѣтгтвенно равные элементы не одина-
ково расположены въ двухъ епметрическнхъ многогранпнхъ углахъ. 
В ъ самомъ д ѣ л ѣ , если наблюдатель помѣстнтся на ребрѣ S A вну-
три многограннаго угла S A B C такъ, чтобы глазъ находился въ 
вершинѣ S , то ребра S B . SC представятся расположенными отъ пра-
вой руки къ лѣвой ; напротивъ наблюдателю, находящемуся на ребрѣ  
S o , внутри многограннаго угла S abc, при томъ-же положеніи глаза, 
представятся ребра Sb, S c расположенными отъ лѣвой руки къ правой. 

70. Теорема. Два си метричеекге двугранные угла только 
въ такомъ случае равны, если они содержать по два равные 
плоскіе угла. 

Предположимъ (фиг. 267), что L A S B = L B S C и понѣстимъ  
двугранный уголъ A B S C въ двуграппый уголъ яБЭс такимъ образомъ, 
чтобы ребро B S совпало съ ребромъ &S, и грань B S C совмѣстилась  
съ гранью сгЗБ ; тогда по равенству двугранныхъ угловъ A B S C п 
abSc грань A B S совпадете съ гранью Б с в , и по равенству угловъ 
A S B и БЭс ребро S A пойдете по ребру S c ; точно также по равен-
ству угловъ B S C и aSb, ребро SC пойдете по ребру S o . Отсюда мы 
заключаемъ, что грапь A C S совмѣстптся съ гранью o c S и слѣдова- 
те.іьно трегранные углы равны. 

ІІредположпмъ теперь, что плоскіе углы треграннаго угла S A B C  
не равны п помѣстнмъ этотъ трегранный уголъ въ трегранный уголъ 
Sabc т а к ъ , чтобы двугранный уголъ A B S C пришелся въ двугран-
ный уголъ alSc; тогда ребро SC не пойдете по ребру S « , потому-
что углы B S C и bSa не равны. Отсюда мы заключаемъ, что данные 
трегранпые углы не совмѣщаются и слѣдовательно они не равпы. В ъ 
этомъ случаѣ трегранпые углы S A B C и ЭяБс называются m метри-
чески -равными. 

Т Е О Р Е М Ь ! И З А Д А Ч И . 

33) Чрезъ ребро SA треграннаго угла SABC, въ которомъ плоскіе  
углы ASB п ASC равны, проведена плоскость ASD, раздѣляющая дну-



! 

граиный уголъ BASC на двѣ равныя части. Требуется доказать, что 
плоскость ASD раздѣлптъ плоскій уголъ BSC на двѣ раиныя части и 
перпендикулярна къ грани BSC. 

3 4 ) Плоскости, которыми раздѣляются двугравиые углы даинаго 
треграннаго угла соотвѣтственно на двѣ равныя части, п е р е д а -
ются по направленію одной и той-же прямой. 

3 5 ) Если провести плоскости M, P, Q чрезъ ребра SA, SB, SC тре-
граннаго угла SABC и прямыя, раздѣляющія противу.тежащіеплоскіе  
углы BSC, ASC, ASB соотвѣтственно на двѣ равныя части, то эти 
плоскости пересѣкутся по направлении одной и той-же прямой. 

3 6 ) Въ треграиномъ углѣ SABC, содержащемъ неравные двугран-
ные углы, большему изъ иихъ ABSC протпволежптъ большій плоскій  
уго.ть ASC. 

37) Если плоскіе углы треграинаго угла SABC ис равны, то боль-
шему пзъ нпхъ ABC протпволежптъ болыпій двугранный уголъ 
ABSC. 

3 8 ) Если пзъ точкп S, данной внутри треграннаго угла SABC  
опущены перпендикуляры sa, sb, sc на его гранп BSC, CSA, ASB, то 
образуется трегранный уголъ sabc, котораго п.тоскіе углы суть допол-
ненія плоскпмъ угламъ треграннаго угла SABC до двухъ прямыхъ 
угловъ. 

3 9 ) Сумма двуграппыхъ угловъ А, В, С треграннаго угла заклю-
чается между двумя и шестью прямыми двугранными углами. 

4 0 ) Сумма двуграппыхъ угловъ многограннаго угла, содержащаго 
п граней, меньше 2и п больше 2 (и—2) прямыхъ двугранных» 
угловъ. 



О Т Д Ѣ Л Ъ I I . 

МНОГОГРАННИКИ, 

П Я Т А Я Г Л А В А . 

П р и з м а . Пара.ілелопипедъ. Сѣченія призмы и параллелепипеда. Равенство 
д в у х ъ призмъ. Поверхность призмы. 

71. Многогранником называется тѣло, ограниченное со всѣхъ  
-сторонъ плоскостями. Плоскости которыми ограничеігь многограп-
гранникъ, называются его гранями. Прямыя пересѣченія граней суть 
ребра многогранника и точки пересѣченія ребръ суть его вершины. 
Двугранные и многогранные углы, составляемы гранями, суть дву-
граннные и многогранные углы многогранника. Прямая, соединяющая 
двѣ вершины, не лежащія въ одной и той-же грани, называется діа- 
гональю мпогограипика. Если два многогранника совмѣщаются, то они 
равны. Д в а многогранника совмѣщаются, если вершины одного со-
в п а д а е т . съ соотвѣтствующнми вершинами другаго многогранника. 

7 2 . Тѣло, ограниченное параллелограяами, которые заключены 

и частью призматической поверхности. 
Чтобы построить призму, проведемъ чрезъ вершину А какого-

Фиг. 268 . между двумя равными и параллельными гранями, 
называется призмою (фиг. 2 6 8 ) . Прямая линія,  
двигаясь параллельно къ прямой, данной въ про-
странств! , но сомкнутой ломаной линіи, лежащей в ъ 
одной плоскости, образуетъ призматическую поверх-
ность. Проведя двѣ параллельный плоскости такимъ 
образомъ, чтобы они пересѣкли эту поверхность, мы 
образуемъ призму между проведенными плоскостями 



нибудь многоугольника A B C D E (фиг. 2 6 8 ) прямую A F и чрезъ. 
точку F плоскость параллельно къ плоскости A B C D E . Потомъ чрезъ 
вершины В , С, D, Е проведемъ прямыя B G , СН, DE", E L парал-
лельно къ A F до пересѣченія съ проведенною плоскостью, и наконецъ 
соединпмъ точки F и G , О и Н , Н и К , К и L , L и F . Прямыя 
B G , СН, D K , E L равны прямой A F ( 3 6 ) , а потому грапи A B G F ,  
B C H G , C D K H и т. д. суть параллелограмм; такясе многоугольники 
A B C D E и F G H K L равны, потому-что ихъ стороны соответственно 
равны и параллельны. Отсюда мы заключаемъ, что построенный мно-
гограннпкъ есть призма. 

7 3 . Призма называется прямою, если ребро A F перпендику-
лярно къ плоскости A B C D E (фиг. 2 6 8 ) . При наклонпомъ положеніи  
ребра A F относительно плоскости A B C D E призма называется на-
клонною. Прямыя A F , B G , СН и т . д. называются боковыми реб-
рами призмы. Сумма параллелограмовъ A B G F . B C H G , CD К H и т. д . 
составляетъ боковую поверхность призмы. Многоугольники A B C D E  
и F G H K L суть основания призмы. Разстояніе между основапіями  
призмы называется ея высотою. В ъ прямой призме каждое боковое 
ребро равно ея высоте и боковыя грани суть нрямоугольппки. В ъ 
наклонной призме высота меньше боковаго ребра. 

По числу сторонъ, содержащихся въ основаніи призмы, она на-
зывается треугольною, четыреуголъною, пятиугольною и т. д . 

7 4 . Четыреугольная призма, коей основанія суть параллелогра-
Флг. 269. м ы > называется обыкновенно параллелопи-

псдомъ. В ъ параллелепипеде (фиг. 2 6 9 ) 
все грапи суть параллелограмм. Параллѳ- 
лоишісдъ A B C D E F G H (часто иараллело-
пипедъ или призма означается двумя діа~  
гопально - расположенными буквами) на-
зывается прямымъ, а параллелопипедъ 
abedefgh (или ад) наклонный. Прямой 
параллелопипедъ, которого основанія пря-



ФИГ. 270. моугольпики, называется прямоугольным?,. Из-
мѣренія (длина, ширина п высота) прямоугольнаго 
параллелепипеда A G опредѣляются его ребрами A B ,  
ВС, B F , встрѣчающнмися въ одной вергаинѣ. К у -
бомъ (фиг. 2 7 0 ) называется такой прямоугольный 
параллелопинедъ, котораго основанія и боковыя 

грани суть квадраты. 

75. Теорема, противоположный грани параллелепипеда 
равны и параллельны. 

Такъ какъ по опредѣленію призмы извѣстно, что основанія abed  
и efgh параллелепипеда ay (фиг. 2 6 9 ) равны и параллельны, то 
предложенная теорема относится къ двумъ какимъ-нибудь нротивопо-
ложнымъ гранямъ adhe и bey f . Прямыя ad и be равны и параллель-
ны, какъ нротиволежащія стороны параллелограма a b e d ; также пря-
мыя ас и bf равны и параллельны, какъ противодсжащія стороны 
параллелограма ahfe ; слѣдовательно ( 3 0 ) углы dae и elf равны и 
ихъ плоскости adhe и beyf параллельны. Параллелограмы adhe и 
begf равны, потому-что двѣ сторопы одного ad и ае соотвѣтственно  
равны двумъ сторонамъ be и bf другаго параллелограма, и углы dae  
и cbf, заключающееся между этими сторонами, равны. 

Примѣчаніе. Такъ какъ параллелопипедъ есть призма, ограни-
ченная шестью параллелограмами, которые по два равны и парал-
лельны, то за основанія параллелепипеда можно принять двѣ какія- 
нибѵдь нротиволежащія гранп. 

7 6 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Плоскость K L M N (фиг. 2 7 1 ) пересѣкаетъ д в ѣ  
противоположный грани A E H D и B C G F па-
раллелопипеда AG по направленію прямыхъ 
K N и LM, а противоположпыя грани A B F E  
и CDHG по направленію прямыхъ K L и NM,  
Такъ какъ (31) K N || къ L M и K L || къ 
NM, то четыреугольникъ K L M N есть парал-
лелограмъ. Отсюда слѣдуетъ, что сѣченіе па-

Ф н г . 2 7 1 . 



раллелопипеда плоскостью, встречающеюся съ двумя противо-
положными гранями, есть параллелограмъ. 

7 7 . СЛВДСТВІЕ . Чтобы построить ппраллелопипедъ иа трехъ 
данныхъ прямыхъ A B , A D , А Е , встрѣчающихся въ одной точкѣ А 
и не находящихся въ одной плоскости, проведемъ чрезъ точку Е плос-
кость параллельно къ плоскости B A D , чрезъ точку D плоскость па-
раллельно къ плоскости В А Е и наконецъ чрезъ точку В плоскость 
параллельно къ плоскости D A E . 

7 8 . Теорема. Отъ разсеченія призмы двумя ггараллель-
ными плоскостями образуются два равные многоугольника. 

Отъ разсѣченія данной призмы А Л (фиг. 2 7 2 ) двумя парал-
лельными плоскостями образовались многоугольники 
F G H K L и fykkl. Зная ( 3 1 ) , что прямыя, проис-
пгедшія отъ • пересѣченія двухъ параллельныхъ 
плоскостей третьего плоскостью, параллельпы, мы 
имѣемъ fy H къ F G , yh || къ G H , fiJc || къ Н К и 
т. д. Также извѣстно ( 1 , 6 1 ) , что параллельныя 
прямыя, заключающіяся между параллельными, рав-
ны; следовательно fy — F G , yh = G H , hk — Н К 

и т. д. Наконецъ вслѣдствіе теоремы ( 3 9 ) /_ fyh = /_ F G H ,  
l_ yhk = /_ G H К , / _ 1 М — £_ H КГ) и т. д. Отсюда слѣдуетъ,  
что многоугольники fghk! и F G H K L , въ которыхъ стороны и углы 
равны, должны быть равны. 

СЛ ВДСТВІЕ. Сѣчееіе призмы плоскостью, параллельного къ осно-
ванію, равно этому основанію. 

7 9 . Примгъчаніе. Прямымъ сѣченгемъ прпзмы называется сѣ - 
ченіе, сдѣланное плоскостью, перпендикулярною къ боковымъ реб-
рамъ призмы. Часть призмы k d , заключенная между осповаиіемъ  
àbcde и каким» - нибудь сѣченіегь fyhkl, непараллельным» къ оспо-
ванію, называется усеченною призмою. 

8 0 . ТеОрема. Две Призмы равны, если основаніе, боковая 
грань и образуемый этими плоскостями двугранный уголъ одной 



призмы соответственно равны основанию, Соковой грани и за-
ключенному между ними двугранному углу другой призмы, и 
эти осгюванія и Соковые грани одинаково расположены въ обіь- 
ихъ призмахъ. 

В ъ данныхъ призмахъ kd и Fk (фиг. 2 7 3 ) A B O D E = F G H K L ,  
АВЬп = F G / / / и двугранные углы « A B D и 
/ F G K равны. Для доказательства наложимъ 

;многоугольникъ A B O D E на мпогоугольникъ 
F G H K L такимъ образомъ, чтобы эти много-
угольники совмѣстились; тогда по равенству 

Фиг. 273. 

двугранныхъ угловъ a A B D и / F G K , плос-
{ е - н к о с т ь А В б а приметъ положеніе плоскости 

F G / / / , и ио равенству граней А В Ь а и F G / / / ,  
уголъ ABZ» совмѣстится съ угломъ FG/7 и ребро ВЬ совпадаетъ съ 
ребромъ Gg. По равенству этихъ реберъ точка b упадетъ въ точку 
д . По совмѣщепію точекъ С и Н , ребро Сс, параллельное къ ребру 
В ' ; , пойдетъ по прямой Hb, параллельной къ ребру G g , и по равен-
ству ребръ В b = С с, Gу = Hb и В b = G//, точка с упадетъ въ 
точку h. Точно также объясняется, что вершины d, е, а совпадутъ 
съ вершинами k, I, / . Отсюда мы заключаемъ, что призмы kd и Fk  
совмѣіцаются и слѣдовательно они равны. 

81. Теорема. Двгь прямыя призмы равны, если гіхъ осно-
ванія и высоты соотвѣгпсгггвенно равны. 

В ъ самомъ дѣлѣ, прямые двугранные углы a A B D и / F G K (фиг. 
2 7 3 ) равны; также прямоугольники кѣЬа и F G y f равны, потому-что 
по задапію A B - F G и В б = G g ; слѣдовательно по предъидущей 
теоремѣ ( 8 0 ) призмы kd и F к равны. 

82. Теорема. Боковая поверхности, призмы измгъряегпся 
произведенісмъ периметра ея прямого сѣченія на боковое ребро. 

Предноложимъ, что отъ разсѣченія призмы kd (фиг. 2 7 2 ) плос-
костью, перпендикулярною къ боковымъ ребрамъ, образовался мпого-
угольникъ F G H K L ; тогда сторонами F G , G H , Н К . . . этого много-



угольника выразятся высоты паралделограмовъ A B b a , B E r b и т. д . у 

которыхъ сумма площадей равна боковой поверхности призмы А<7„ 
Сумма площадей этихъ паралделограмовъ равпа 

A a . F G + B & . G H + E C T H K - b . . = A o . ( F G + G H - b H K + . . . ) 
потому-что ребра А а , В Л , Е е и т . д . равны; следовательно боковая: 
поверхность призмы kd равна 

P = A 4 . ( F G - h G H - h H K + . . . ) . 
8 3 . СЛѢДСТВІЕ . Приложивъ къ боковой поверхности призмы 

удвоенную площадь оснопанія, получимъ полную поверхность призмы. 
Т а к ъ какъ прямое сѣченіе прямой призмы равно ея оснопанію(79) и 
боковое ребро равпо ея высоте ( 7 3 ) , то боковая поверхность прямой 
призмы равна периметру ея основания,помноженному наея высоту. 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

41) Вычислить полную иоверхпость куба, котораго ребро равна 
5,8 фута. 

4 2 ) Стороны основанія прямой треугольной призмы содержать 2 ,4 
фута, 3 фута, 1,8 фута и ея высота равна 18 футамъ. Сколько ква-
дратныхъ футъ содержнть боковая поверхность этой призмы? 

4 3 ) Найти высоту прямой призмы, нмѣющей основаніемъ правиль-
ный треугольникъ съ стороною въ 4 фута, если полная поверхность 
этой призмы содержитъ 313 ,856 квадратнаго фута. 

4 4 ) Полная иоверхпость прямоугольнаго параллелопипеда, имѣю- 
щаго квадратное основапіе, равна 198 квадратпымъ футамъ. Сколько 
фу гъ содержитъ высота этого параллелопипеда, которая въ 5 разъ 
больше бока основанія? 

4 5 ) Полная поверхность прямоугольнаго параллелепипеда, имѣю- 
іцаго квадратное осповаиіе и высоту въ 26,8 фута, содержитъ 715 ,2 
квадратнаго фута. Сколі.ко футъ содержитъ бокь его основанія? 

4 6 ) Полная поверхпость прямоугольнаго параллелопипеда, коего 
пзмѣреиія относятся между собою, какъ числа 2,3 н 15, содержитъ 
3 6 4 1 2 квадратныхь фута. Вычислить пзмѣренія этого параллелопи-
педа. 

47) Діагональ квадратнаго основанія прямоугольнаго параллело-
пипеда 20 футами меньше высоты. Зная, чтополпая поверхность этого 



иараллелоиипеда равиа 278 ,5 квадрат иымъ футамъ, вычислить его 
высоту. 

4 8 ) Найти площадь квадратнаго основанія ирямоугольиаго иарал-
лелоиипеда, коего боковая поверхность содержите 287 квад. фут. и 
высота равна 20 ,5 фута. 

4 9 ) Сумма поверхностен двухъ кубовъ равна Р и сумма двухъ 
ребръ этихъ кубовъ равиа р. Вывести выраженія для этихъ ребръ. 

5 0 ) Полная поверхность прямоугольнаго параллелепипеда, кото-
раго высота на а больше ребра квадратнаго осиоваиія, равна Р. Вы-
вести выраженія для боковаго ребра в бока основанія. 

51) Полная поверхность прямоугольнаго параллелепипеда равиа 
648 квад. фут., разность двухъ смежныхъ сторонъ его основанія равна 
2 футамъ и его высота 10 футами больше периметра основанія. Сколь-
ко футовъ содержать ребра осиованія, и сколько футовъ имѣетъ вы-
сота этого иараллелоиипеда. 

Т Е О Р Е М Ы . 
52) Четыре діогана.тп иараллелоиипеда взаимно дѣлятся па двѣ  

равныя части. 
53) Въ прямоугольном» параллелопппедѣ всѣ четыре діагонали  

равны. 
5 4 ) Квадратъ діагонали ирямоугольиаго иараллелоиипеда равенъ 

суммѣ квадратовъ трехъ измѣреній этого иараллелоиипеда. 
55 ) Діагональ куба равняется его ребру, помноженному на Ц з . 
5 6 ) Во всякомъ наралделошшедѣ противоположные треграииые 

углы суть симетрнческіе. 
57) Двѣ усѣчеиныя призмы равны, если пхъ осиоваиія равны, и 

ребра, перпендикулярным къ основаніямъ, соотвѣтственио равны. 

ВТОРАЯ ГЛАВА. 

Объемъ параллелепипеда и призмы. 

8 4 . Величина части безпредѣльнаго пространства, занимаемой ка-
кимъ-иибудь тѣломъ, называется его объемот. Д в а многогранника, 
которыхъ объемы равны, называются равномѣрными. 

Теорема. Наклонная призма разном ѣрна такой прямо-



призмѣ, которой основанге и высота соответственно равны 
прямому сѣченію и боковому ребру наклонной призмы. 

Чрезъ оконечпую точку Ь боковаго ребра В Ь данпой наклонной 
призмы ABCDErtöo/e (фиг. 2 7 4 ) проведемъ 
прямое сѣченіе bfghk, и чрезъ оконечность 
В того же ребра проведемъ плоскость парал-
лельно къ этому сѣченію. Пересѣченіемъ этой 
плоскости съ продолженными боковыми гранями 
опредѣлится многоугольникъ B F G H K . равпый 
многоугольнику bfghk (7 8 ) , и образуется прямая 
призма BFGHKiyv/Ä/c , имѣющая основаніемъ  

нрямое сѣченіе bfghk и высотою боковое ребро наклонной призмы. 
Наклонная призма ABCDEa&cc/e состоитъ изъ многогранниковъ 
A B C D E bfghk и bfghkaedc, а прямая иризма B F G H K bfghk состоитъ 
изъ многогранниковъ A B C D E bfghk и B F G H K A E D C . Отсюда слѣ- 
дуетъ : чтобы доказать равномѣрность призмъ A B O D E a b c d e и 
B F G H K 6 f g h k , имѣющихъ общую часть A B C D E 6 fghk, должно дока-
зать равенство мпогограпниковъ bfghaedc и B F G H K A E D C . Д л я 
этого представнмъ себѣ, что многоугольникъ /^/г/сналожепъ на много-
угольникъ B F G H K такимъ образомъ, чтобы они совмѣстились; тогда 
ребра kr. и КС, перпендикуллриыя къ плоскостямъ bfghk и B F G H K , 
совпадутъ, и по равенству kc = ~Bb—£С=КС, точка с упадстъ въ 
точку С. Точно также мы узнаемъ, что точки а , е, d упадутъ въ точки 
А , Е , D ; слѣдовательно многогранпики bfghkaedc и B F G H A E D C ,  
коихъ вершины совнадаютъ, совмѣіцаются и равны ( 7 1 ). 

8 5 . Теорема. Плоскость, проведенная чрезъ два противо-
положный ребра параллелопипеда, раздѣляетъ его на двѣ равно-
мерный треуголъныя призмы. 

Плоскость A C G E ( 2 7 1 ) , проведенная чрезъ противоноложпыя 
ребра А Е и CG, раздѣляетъ параллелопипедъ A G на двѣ треуголь-
ный призмы A B C E F G и A D C E H G . В ъ самомъ дѣлѣ треугольиыя 
грани A B C и E F G (или ADC и E H G ) , которыхъ стороны соотвѣт-



ствеппо равны н параллсльпы, равны и ихъ плоскости параллельны, 
а боковыя грани суть параллелограмы. Чтобы доказать равномѣр- 
ность этихъ прпзмъ, проведемъ прямое сѣченіс K L M N параллелопипе-
да AG. Такъкакъ это сѣченіе есть параллелограмъ ( 7 6 ) , то діаго- 
наль К М раздѣляетъ его на два равные треугольника K L M и К Х М , 
которые суть прямыя сѣчепія образовавшихся призмъ. ІІрпзма  
A B C E F G равномѣрна прямой ирпзмѣ ( S 4 ) , имѣющей основаніемъ  
прямое сѣченіе K L M и высотою ребро А Е ; а призма A D C E H G рав-
номѣрна прямой призмѣ, имѣющей основаніемъ прямое сѣченіе K N M  
и высотою ребро А Е . Такъ какъ эти прямыя призмы равиьі ( 8 1 ) , 
то равномѣрныя имъ наклониыя призмы A B C E F G и A D C E H G рав-
номѣрпы ; слѣдовательно каждая изъ нихъ составляетъ половину иа-
раллелоиипеда A B C D E F G H . 

86. Теорема. Два прямоугольные параллелепипеда, ѵмѣю- 
щіе общее основанье, относятся между собою, какъ ихъ высоты. 

1 ) Параллелошшеды A B C D E F G H и A B C D a W (фиг. 2 7 5 ) 
Фиг. 275. имѣютъ общее овнованіе A B C D и неравпыя высоты 

А Е и А а . Предположимъ, что прямыя А Е и А а 
Ц® имѣютъ общую мѣру Е/г, содержащуюся р разъ въ 

прямой А Е и q разъ въ прямой А а ; тогда по 
предъидущему ( I I , 4 ) получимъ 

а е р 
Аа q ' 

Раздѣливъ прямую А Е на р равныхъ частей и 
прямую А а па q такихъ-же частей, проведемъ чрезъ 

точки дѣленія k, е и т. д. плоскости kmno, efyh и т . д. парал-
лельно къ основанію A B C D . Этими плоскостями раздѣлится паралле-
лопипедъ A G на р равныхъ нрямоугольныхъ параллелопипедовъ(81), 
потому-что ихъ основанія равны основанію A B C D ( 7 8 слѣд.) и ихъ 
высоты равны; также иараллелоішпедъ А с раздѣлится на q такихъ 
же параллелоиипедовъ; елѣдовательно 

AG j j .EFGHfcmno AG _ p 

Ac~~ q.ÉFGUkmno ИЛИ AC~~q' 



Т а к ъ к а к ъ отпошеніе между параллелепипедами A G и А с равно 
отношенію между пхъ высотами А Е и А а, то составится пропорція 

AG _ А Е 
а с — a « ' 

2 ) Чтобы доказать справедливость выведенной пропорціи для 
нссоизмѣримыхъ высотъ А Е и А а , раздѣлимъ прямую А Е (фнг. 2 7 6 ) 

Фиг. 276. на произвольное число равныхъ частей; тогда ни 
одна изъ точекъ дѣленія не совпадете съ точкою а , 
потому-что въ противноиъ случаѣ прямыя А Е и А а 
были бы соизмѣримы. Чрезъ точки дѣленія е и к , 
ближайшія къ точкѣ а, проведемъ плоскости efgh  
и кітп параллельно къ основанію A B C D ; тогда 
образуются два прямоугольныхъ параллелепипеда 
A B C D efgh (пли A , f f ) и A B C D M m w (или A w ) , ко-

торые находятся в ъ слѣдующей зависимости отъ параллелопппеда 
A B C D a W (или А с ) 

k m < А с и k g > А с . 
Основываясь на этпхъ перавенствахъ, составимъ слѣдующія от-

ношенія 
AG . AG 
Am A r 

AG AG 
Ад ' ^ a c 

A G . AG A G / 1 4  

h " АІ~> ГЛ>-Ад-~ ( ! ) • AAc 
По соизмѣримости прямыхъ А Е и к к и прямыхъ А Е и А е со-

ставятся пропорціи 
AG А Е AG А Е 
A w А к П Ад Ае ' (2). 

В ъ неравенствѣ ( I ) замѣпивъ отношенія и равными имъ 

отношешями ( 2 ) , получимъ 
А Е ^ A G . . А Е  
А к ̂  Ac Ac О»/* 

Т а к ъ какъ A « > к к и A a < A e , то 
а е а е  
Ak A a 

а е , a e а е a e 
Äa^Ak ^ Aa Ae 

. . . . . . a e . . . 
или т ь > х т > А е . . . . (4). 

Неравенства ( 3 и 4 ) новазываютъ, что отногаенія и на-



ходятся между величинами ^ и которыя могутъ быть сбли-
жены такимъ образомъ, что ихъ разность сдѣдается меньше всякой 
произвольно малой величины, раздѣленіемъ прямой А Е па произвольно 
большое число равныхъ частей ; но извѣстно ( I I , 1 7 ) : если между 
двумя величинами, которыхъ разность можетъ быть сдѣлана меньше 
всякой произвольно малой величины, заключаются двѣ другія вели-
чины, то послѣднія должны быть равны между собою; слѣдовательно 

A G _ А Е 

А С А А ' 

87. Теорема. Два прямоугольные параллелепипеда, импю-
щіе общую высоту, относятся между собою, какъ ихъ основанія. 

Даны прямоугольные параллелопипеды A G и ад (фиг. 2 7 7 ) , 
Ф и г - 2 7 7 • имѣющіе общую высоту А Е (пли 

й ^ у ае) и неравныя основанія A B C D и 
Р і і Г ' " ' * a b c d ' Построимъ прямоугольный 

J | | | | I параллелопипедъ Р на прямыхъ 
" ^ w -i-v. . . ! А Е , A B и ad, и сравнимъ его съ л и а/ b 

параллелопипедомъ A G . Такъ какъ 
эти параллелопипеды имѣютъ двѣ равпыя грани, содержащія каж-
дая ребра А Е и A B , то эти грани можно принять за основапія па-
раллелопипедовъ ; тогда по предъидущему ( 8 6 ) получимъ пропорцію 

Р _ ad  
A G ~ ~ A D -

Параллелопипеды ад и Р имѣютъ также равныя основанія, по-
строенный на прямыхъ А Е и ad) слѣдовательно по предъидущему 
( 8 6 ) составится пропорция 

ад ab 
Р — A B ' 

Перемноживъ выведенныя проиорціи по-членно и сдѣлавъ сокра-
щеніе на Р , получимъ 

ад ad.ab ад abed 
A G — A D . A B И Л И Ä G — " X B C D " * 

88. Теорема. Два какіе-нибудь прямоугольные параллело-
23 



пипеда пропорціональны произведет ямг ихъ основаній на вы-
соты. 

Назовемъ чрезъ Р п Р ' два прямоугольные параллелопипеда, 
инѣющіе основанія А п А ' и высоты h п h' . Построимъ параллело-
пипедъ Р " на основаніи А параллелопипеда Р и дадимъ ему высоту 
h1 параллелоиииеда Р ' . Параллелошшеды Р и Р " , имѣющіе общее 
основаніе A , пропорціональны ихъ выеотамъ ( 8 6 ) ; т. е. 

Р _ h . 
рг/ — h . 

а параллелопипеды Р " и Р ' , имѣющіе общую высоту h' , продорціо- 
налыш ихъ осиованіямъ ( 8 7 ) ; т. е. 

р" _ а 
Р ' ~ ~ А " 

Перемноживъ выведешшя пропорціи по-членно и сдѣлавъ со-
кращсніе па Р " , получимъ 

р _ A.h  
р' — A'.h' ' 

8 9 . Теорема. Объема прямоугольнаго параллелопипеда из-
меряется произвсдсніемъ чиселъ, содержащихся въ его основаніи  
и высоте, если за единицы: площади и объема приняты ква-
дратъ и кубъ, построенные на единице длины. 

Даны : прямоугольный параллелопипедъ A G и пубъ ад (фиг. 2 7 8 ) , 
Фиг. 278. котораго ребро ab равно какой-нибудь 

единицѣ длины. По предъидуіцему ( 8 8 ) И X 
X 1 X 

д. 
/ 

У 
/ X 

составится выраженіе  
t » AG _ A B C D X А Е _ A B C D v А Е 
г rtjri I an ahr.d V ae ahrri X. n/, » 
а ь 

ад abed X ас abed ae '  
AG 

въ которомъ членъ a ( j означаетъ число, 
. e m • A B C D A E 

которымъ измѣряется объемъ A G , а отношепія и а е выра-
жаютъ числа, которыми измѣряются площадь A B C D и высота А Е 
параллелопипеда A G ; слѣдовательно число, которымъ измѣряется  
объемъ прямоугольнаго параллелопипеда, равно произведенію чиселъ, 
нзмѣряюіцпхъ его основаніе и высоту. Назвавъ эти три числа чрезъ 



Q, A, H , получимъ формулу Q = A X H, которая обыкновенно вы-
ражается вотъ какъ: объемъ прямоугольнаго параллелепипеда ра-
венъ произведенгю его основанья на высоту. 

Означивъ три ребра A B , AD и А Е прямоугольнаго параллеле-
пипеда, встрѣчающіяся въ одной вершинѣ, соотвѣтственно чрезъ а , 
Ь и h, получимъ формулу 

A G = A B C D . A E = a.b.h, 
потому-что площадь A B C D = а.Ь; слѣдователъно объемъ прямо-
угольного ггараллелопипеда равенъ произведенгю его треть гізмѣ- 
реній. 

Примѣръ. Вычислшпь вгьсъ куска краснаго дерева, имгъю-
щаго видъ прямоугольнаго ггараллелопипеда, длиною въ 2,3 фута, 
шириною въ 1,25 фута и высотою въ 2,6 фута, зная, что вгьсъ 
кубгічесгсаго дюйма воды равенъ почти 3,84 золотника и крас-
ное дерево гпяжелгье воды въ 1,06 раза. 

Площадь основанія параллелепипеда равна 
2 , 3 X 1 , 2 5 = 2 , 8 7 5 квад. фут. 

Объемъ параллелопипеда равенъ 
2 , 8 7 5 X 2 , 0 = 7 , 4 7 5 куб. ф у т . = 1 2 9 1 6 , 8 куб. дюйм. 

В ѣ с ъ кубическаго дюйма краснаго дерева равенъ 
3 , 8 4 X 1 , 0 6 = 4 , 0 7 0 4 золот. 

Вѣсъ параллелопипеда краснаго дерева равенъ 
4 , 0 7 0 4 X 1 2 9 1 6 , 8 = 5 2 5 7 6 , 5 4 2 7 2 золот. = 1 3 , 6 9 1 8 0 8 пуд. 

С Л Б Д С Т В І Е . Объемъ кубаизмѣряется производсніемъ A B . A D . A E  

= AB3 , потому-что въ кубѣ всѣ ребра равны. 
90. Теорема. Объемъ какого-нибудь параллелопипеда изміъ- 

ряепгся произведеніемъ его основапія на высоту. 
ф и г - 2 7 9 - 1) Данъ прямой параллелопипедъ AG (фиг. 

2 7 9 ) , имѣющій основаніемъ параллелограмъ 
F A B C D и высоту А Е . Чрезъ какую-нибудь 

точку В ребра A B основанія проведемъ плос-
кость перпендикулярно къ этому ребру. Сѣ-

23* 

:і k > 



ченіе параллелепипеда A G этою плоскостью будетъ прямоугольнпкъ 
B F L K , потому-что противоположный грапи A B F E и CDHG парад-
лелопипеда перпендикулярны къ его основаніямъ. Вслѣдствіе теоремы 
( 8 4 ) прямой параллелопипедъ A G равномѣрепъ прямоугольному па-
раллелепипеду, пмѣющему основаніемъ прямое сѣченіе B F L K и вы-
тою ребро A B . Объемъ этого прямоѵгольнаго параллелопипеда равенъ 
произведепію его трехъ измѣреній A B . B K . B F ; слѣдовательно объемъ 
данпой призмы равенъ тому-же самому произведет») A B . B K . B F ; но 
такъ какъ произведеніемъ А В . В К измеряется площадь основанія  
A B C D , то объемъ призмы AG равенъ произведет») A B C D . B F . 

2 ) Данъ наклонный параллелопипедъ A G (фиг. 2 8 0 ) , имѣющій  
Фиг. 280. оспованіемъ параллелограмъ A B C D . Изъ то-

Шчекъ Е и Б1 ребра оснонанія E F G H возста-
вимъ перпендикуляры E L и Е К къ ребру E F въ 
плоскости E F G H . Потомъ опустивъ перпенди-
куляры изъ точекъ E , F , K , L на плоскость осно-
ванія A B C D и проведя прямыя MN, N P , РО и 

д д МО, получимъ прямоугольный параллелопипедъ 
м ^ я E F K L M N P O , равномѣрный данному парал-

лелопипеду A G , потому-что прямоугольнпкъ E F K L равномѣренъ  
параллелограму E E G H и оба параллелопипеда имѣютъ общую высоту 
L O ; слѣдовательно объемъ наклоннаго параллелопипеда A G равенъ 
произведенію E F G H . E M или равенъ произведет») E F . E L . E M . 

91. Теорема. Объемъ призмы измеряется произведеніемъ  
ея основатя на высоту. 

1) Чрезъ противоположный боковыя ребра B F и D H параллело-
пипеда AG (фиг. 2 8 0 ) проведемъ плоскость ВННБ 1 . Этою плос-
костью параллелопипедъ раздѣлится на двѣ равномѣрныя треуголь-
ный призмы A B D E F H и B C D F G H ( 8 5 ) ; слѣдовательно объемъ па-
раллелопипеда A G равенъ удвоенному объему призмы A B D E F H .  
Т а к ъ какъ объемъ параллелопипеда A G , равный произведет») 



E F G H . Е М , можетъ быть выраженъ чрезъ 2 E F H . E M , то объем ь 
призмы A B D E F H измѣряется произведеніемъ E F H . E M . 

2 ) Чтобы определить объемъ многогранной нризмы А К (фиг. 
Фиг. 281. 2 S 1 ) , проведемъ плоскости чрезъ ребро A F  

и каждое изъ ребръ СН и D K , не лежа-
щпхъ въ одной грани съ ребромъ A F . Этими 
плоскостями данная призма А К раздѣлится  
на треугольная призмы, имѣющія общую вы-
соту съ данною призмою; основаніями этихъ 
призмъ суть треугольники A B C , ACD, A D E ,  
образовавшіеся проведеніемъ діагопалей въ 
мпогоуголышкѣ A B C D E чрезъ вершину А . 

Объемы этихъ треугольныхъ призмъ равны А В С . Н , A C D . H , A E D . H ,  
г д ! H ихъ общая высота; слѣдовательно объемъ данной призмы 
равенъ 

А В С . Н + A C D . I I + A E 0 . 1 I = 
( A B C + ACD + A E D ) . H = A B C D E . H .  

9 2 . С Л Ь Д С Т В І Е . 1) Д в ! призмы равдомѣрны, если ихъ высоты 
равны и основанія равномѣрны. 

2 ) Если основанія двухъ призмъ Р и Р ' соотв!тствеиио равны 
А и А ' и ихъ высоты суть H и Н ' , то Р = А . Н , Р ' = А ' . Н ' и 
ТГ=А' Н'; т" е> пРизмы относятся между собою, какъ ггрс-
изведенія ихъ основаній на соотвѣтствующія высопш. 

3 ) Если основапія А и А' двухъ призмъ Р и Р ' равномѣряы,  
р н , 

то = д , - , т. е. двгь ггризмы съравномѣрными основаніями ггро- 
порціона.шш ихъ оысогпамъ. 

р а 
4 ) Если высоты H и H' двухъ призмъ Р и Р ' равны, то р , = ѵ > 

т . е. двгь ггризмы съ равными высотами пропорціоналіны ихъ 
основаніямъ. 



ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ И ТЕОРОМЫ. 

5 8 ) Въбольнпцѣ устроена палата, длиною въ 7 саж., шириною въ. 
ІОарш. н высотою въ 5'/г арш. Сколько больных» можно помѣстнть  
въ этой палатѣ, если на каждаго полагается 1 '/г куб. саж. воздуха? 

5 9 ) 2304 куб. (рута мелкаго булыжпаго камня уложены такимъ 
образомъ, что оии въ вышину заннмаютъ 8 футъ и въ ширину 4 фута. 
Сколько футовъ длины заннмаютъ эгн каменья? 

6 0 ) Высота прямой призмы равна 16,4 фута, а ея основаніе есть 
трапеція съ основаніями въ 2,6 и 1,8 фут., между которыми разстоя-
ніе равно 1,6 фута. ВЫЧИСЛИТЬ объемъ этой призмы. 

61) Сколько потребно каменнаго щебня на шоссе, длина котораго 
2 версты п ширина 2 ' /г сажени, когда щебня полагается насыпать 
вышиною въ 8 дюймовъ? 

6 2 ) Уменыненіемъ ребра куба на Va фута уменьшится объемъ 
этого куба на 21 '/в куб. фута. Сколько футовъ содержит» первона-
чальная длина ребра? 

63 ) Сколько кубов», имѣющахъ ребро въ 3 дюйма каждый, можно 
получить изъ куба, коего ребро равно 2 фут. 3 дюймам»? 

6 4 ) Нанято 15 землекопов» для вырытія канавы, длиною въ 1 1 5 
саж., шириною въ 4'/а арш. н глубиною въ 2 1 /* арш. Во сколько 
времени эта работа может» быть окончена, если рабочін въ час» 
может» вырыть 36 куб. фут. земли? 

6 5 ) Ребро куба Р содержит» 6 футъ. Сколькими футами это 
ребро меньше ребра куба Р ' , котораго объемъ вдвое больше объема 
куба Р ? 

6 6 ) Вычислить объемъ куба, коего боковая поверхность содер-
жите 182'/4 квадр. вершка. 

6 7 ) ВЫЧИСЛИТЬ діагональ куба, котораго объемъ равенъ 2 1 , 9 5 2 . 

куб. фута. 
6 8 ) ВЫЧИСЛИТЬ объемъ прямой призмы, коей высота равна 25 фуг. 

и основапіе правильный треугольник» съ стороною въ 1,8 фута. 
6 9 ) Діагональ квадратиаго осиоваиіл нрямоугольиаго параллело-

пипеда содержите 4,8 фута п высота параллелопипеда равна 18,6 
фута. Вычислить его объемъ. 

7 0 ) ІІомѣщикъ заказал» деревянный ящик», вышиною въ 5 футе, 
п вмѣщающій въ себѣ 12 четвертей. Зная, что четверик» вмѣщаетъ 



въ себѣ 1600 куб. дюйм., вычислить ребро квадратнаго основанія  
этого ящика. 

71) Поверхность прямоугольнаго парал.іелопішеда, имѣющаго  
квадратное основаніе, равна 224 кв. фут., а ребро основанія 8 футами 
меньше высоты иараллелоиипеда. Вычислить объемъ. 

72) Вычислить объемъ прямой призмы, коей высота равна 32 фут. 
и основаніе правильный шестиугольнпкъ съ иерпметромъ въ 5,4 фуга. 

73) Ребро куба, котораго объемъ вдвое больше объема куба, 
имѣющаго ребро а, не можетъ быть выражено точнымъ образомъ. 

74) Граммъ равенъ вѣсу кубнческаго сантиметра воды, а кило-
граммъ содержитъ 1000 граммовъ. Представнвъ себѣ ку'бъ, вмѣщаю- 
щій въ себѣ вилограммъ воды, опредѣлпть длину ребра этого куба. 

75) Основаніе ирямой треугольной призмы, высотою въ 16,2 фута, 
равнобедренный прямоугольный треугольникъ, коего периметръ 
равенъ 15,8 фута. Вычислить объемъ призмы. 

76) Вывести выраженіе объема куба, еслп сумма его ребра и 
діагоналн равна р. 

77) Желѣзиая полоса, длиною въ 16 футъ, нмѣетъ квадратное 
основаніе съ ребромъ въ 8 дюймовъ. Сколько вѣсу въ этой полосѣ,  
когда пзвѣстно, что вѣсъ 25 куб. дюймовъ воды равенъ «фунту, н 
вѣсъ 50 куб. дюймовъ желѣза равенъ вѣсу 389 куб. дюйм, воды? 

78) Объемъ ирямоугольиаго паралле.юшшеда равенъ Q п его 
длина, ширина и высота относятся между собою какъ числа m, п up.  
Вывести выраженія для нзмѣреиій этого параллелопипеда. 

79) Поверхность прямоугольнаго параллелопипеда равна 664 кв. 
фут., а его длпна 2 футами больше ширины и высота 6 футами боль-
ше ширины. Вычислить объемъ этого параллелоиипеда. 

8 0 ) Объемъ ирямоугольиаго параллелопипеда равенъ 131 5 s куб. 
фут., его высота равна 4 '/в фут. и длина 2 футами больше ширины 
Сколько футъ содержать длина и ширина? 

81) При температурѣ 13 градусовъ выше нуля найдено, что 
длина желѣзной полосы равиа 2 1 2 саж., ея толщина равна 2'/г дюйм, 
и ширина равна 3 Ѵ* дюйма. Вычислить объемъ этой полосы при 25 
градусахъ тепла, зиая, что при каждомъ градусѣ выше нуля желѣзо  
разширяется на ' / « з своего объема. 

82) Доказать геометрически формулу, которою выражается кубъ 
суммы двухъ количествъ. 



83) Въ бассейнъ, коего длина 64 фута, ширина 45 футъ н глу-
бина 8 Vî футъ, проведены двѣ трубы. Посредствомъ верхиеп трубы 
бассейнъ наполняется подою въ 5'/а часовъ, а нижнею трубою онъ 
выпоражнивается нъ 63.4 часа. Сколько кубическихъ футъ поды вли-
вается въ бассейнъ въ одну минуту, если обѣ трубы открыты? 

8 4 ) Прямоугольное мѣсто ABCD, длиною AB въ 72 саж. н шири-
пою AD въ 46 саж , требуется обвести стѣною пзъ крупнаго булыж-
наго камня, высота которой должна равняться З'/г арш. и толщина 
3 4 арш. Сколько потребно камня на кладку этой стѣны, если на 4 
куб. сажени ея полагается 4Уг куб. саж. камня? 

8 5 ) Требуется вырыть яму, глубиною въ 3 3 Д фута и шириною 
въ 8'/з футъ, для гашепія кубической сажени обозженнаго известко-
ваго камня. Определить длину этой ямы, зная, что гашеніемъ увели-
чивается объемъ известковаго камня втрое. 

8 6 ) Прямоугольное поле, длиною въ ',2 версты и шириною въ 130 
саж., куплено для добываиія торфа на 6 футъ глубины. Сколько 
получится кусковъ торфа, если 'до всего количества полагается на 
бракъ и 8 кусковъ составляютъ одннъ кубнческін футъ? 

87) Ребра основанія прямой треугольной призмы равны 2 ,25 
фута, 1,8 фута и 1,35 фута и ея высота содержитъ 14 футъ. Вычис-
лить ея объемъ. 

8 8 ) Основаніе прямой треугольной призмы, высотою въ 12 футъ, 
равиобедренный треугольникъ, коего периметръ равенъ 2 , 4 фута и 
одна изъ равныхъ сторонъ равна 0 ,75 фута. Вычислить ея объемъ. 

8 9 ) Кубъ березоваго дерева положенъ въ воду такимъ образомъ) 

что его боковыя ребра перпендикулярны къ поверхности воды. 
Ре." »ро этого куба равно 2 (г футамъ, вѣсъ кубическаго дюйма воды 
равенъ 3 ,84 золотника и вѣсъ березы составляетъ 0,6 вѣса воды. 
На сколько футовъ этотъ кубъ погрузился въ воду, когда пзвѣстно,  
что всякое тѣло, погруженное въ воду, вытѣсняетъ такой объемъ 
воды, котораго вѣсъ равенъ вѣсу этого т ѣ л а ? 

9 0 ) Объемъ всякой треугольной призмы равенъ половиыѣ боковой 
грани, помноженной на разсгояніе этой грани отъ протнволежащаго 
ей ребра. 

91) Врусь сосноваго дерева, длиною въ 3 сажени, шириною въ 
7Ѵв вершка и толщиною въ 5'/а вершка, широкою гранью ноложенъ 



въ воду. Узнать, на сколько вершковъ брусъ опустился въ воду, зиая, 
что вѣсъ куб. вершка води равенъ 20 ,58 золотника и свѣжее сосновое 
дерево во столько разъ легче воды, во сколько 23 меньше 25. (См. 
задачу Л» 89). 

Т Р Е Т Ь Я Г Л А В А . 

Пирамида. Сѣченіе пирамиды. Равенство пирамид-ь. Поверхность пирамиды. 

9 3 . Пирамидою называется многогранник», ограниченный ка-
кимъ-нибудь многоугольником» н треугольниками, которых» общая 
вершина находится внѣ многоугольной грани и основанія суть сто-
роны этого многоугольника. 

Многогранник» (фиг. 2 8 2 ) , ограниченный многоугольником» 
B C D E F и треугольниками A B C , ACD, A D E , A E E ,  
A B F , есть пирамида, имѣющая основанье B C D E F  
и вершину A . Разстояніе А Н вершины А отъ оспо-
вапія, т . е. перпендикуляр», опущенный из» точки 
А на плоскость B C D E F , называется высотою пира-
миды. Прямыя A B , AC, AD и т. д. называются бо-
ковыми ребрами пирамиды. Сумма треугольных» 
граней A B C , ACD, A D E и т. д. составляет» боко-

вую поверхность пирамиды. 
9 4 . Если основаніе пирамиды правильный многоугольник», кото-

раго центръ совмѣщается съ основанісмъ ея высоты, то эта пирамида 
правильная. Боковыя ребра A B , AC, A D и т. д. правильной пира-
миды (фиг. 2 8 2 ) равны между собою, к а к » наклонный, равно-отстоя-
щія отъ основанія H перпендикуляра А Н ( 1 6 , 2 ) ; слѣдовательно  
боковыя грани этой пирамиды суть равные равнобедренные треуголь-
ники. Высота одного из» этихъ треугольниковъ называется апоѳе- 
мою правильной пирамиды. 

По числу сторон» оеноваиія, пирамиды бывают» треугольным, 



четмреуюльныя и т. д . многоугольный. Треугольная пирамида ч а -
сто полѵчаетъ названіе тетраэдра. Вслѣдствіе опредѣленія пира-
миды возможно принять какую угодно грань тетраэдра за его основа-
ніе. Вершина, противолежащая выбранному основанію, есть вершина 
тетраэдра. 

9 5 . Если пирамида разсѣчена плоскостью, встрѣчающеюся съ бо-
ковыми ребрами, то мпогогранникъ, заключающійся между образовав-
шимся сѣченіемъ и основаніемъ пирамиды, называется усѣченною  
пирамидою. 

Если плоскость сѣченія параллельна къ основанію пирамиды, то 
образуется усеченная пирамида сг параллельными основаниями. 
Пирамида A B C D F G (фиг. 2 8 3 ) рассѣчена плоскостью параллельно 

пецій B O b , C D O , D F / r f и т. д. составляетъ боковую поверхность 
уеѣченной пирамиды. Усѣчепная пирамида съ карамельными осно-
ваніями, происшедшая отъ правильной пирамиды, называется пра-
вильною усѣчеппою пирамидою. 

96. Теорема. Если пирамида разсѣчена плоскостью, па-
раллельною къ основанію, то: 1) ея боковыя ребра и высотараз-
дѣлятся на пропорціона.ѣныя части, и 2) въ сѣчсніи получится 
многоуюльникъ, подобный основанью пирамиды. 

1) Пирамида S A B C D E (фиг. 2 8 4 ) разсѣчена плоскостью abede,  
параллельною къ основанію A B C D E . Эта плоскость пересѣкаетъ бо-
ковыя ребра S A , S B , S C . . . . и выеоту S H въ точкахъ а, Ь, с....h. 

в 

с j) fr 

Фиг. 283. 

Л 
к ъ основанію B C D F G . Сѣченіе  
bedfg и основаніе B C D F G суть 
параллельныя основа нія усѣченной  
пирамиды BCDFGbrvZ///- Высо-
тою этой пирамиды называется 
разстояніе Hb между ея основа-
ніями, а прямыя B b , Cr, D(Zht . д . 
суть ея боковыя ребра. Сумма тра-



Фиг. 284. Чрезъ вершину S проведя плоскость F 
параллельно къ основанію À B C D E , мы 
раздѣлимъ ребра S A , S B , S C . . . . и вы-
соту S H на пропорціопальиыя части ( 3 8 ) > 
слѣдовательно 

S a Sb Sc SÄ 
~a£ ЬВ cC — SH ' 

2 ) По параллельности плоскостей 
A B C D E и abode, ихъ пересѣченія съ 
боковыми гранями пирамиды должны 
быть соотвѣтствеппо параллельныя пря-

мыя ( 3 1 ) ; слѣдовательно углы A B C и abc, которыхъ стороны соот-
вѣтственно параллельны и имѣютъ одинаковое паправленіе, равны 
( 3 9 ) ; также / _ B C D = bcd, /_ C D E = L cde и т. д. По парал-
лельности прямыхъ A B и ab, треугольники S A B и S ab подобны и 

AB S B 
слѣдовательно а Ь — b ( j . Также треугольники S B C и S be подобны и 
S B ВС A B ВС 
s ¥ = be • ß 3 b э т и х ъ Двухъ иронорціи получимъ а Ь = Ь с . Подоб-

V ВС CD CD D E л 

нымъ образомъ мы пайдемъ Ь с — п 1 , -(і = f?g и т. д. Отсюда 
слѣдуетъ, что многоугольники A B C D E и abode, въ которыхъ соот-
вѣтствующіе углы равны и сходствениыя стороны пропорціоналыщ,  
подобны. 

9 7 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Т а к ъ какъ многоугольники A B C D E и abode  
подобны, то ихъ площади пропорціональны квадратамъ сходствен-
дыхъ сторонъ; т. е. 

abede ab' 

i f ' A B C D E 

но извѣстно, ЧТО ab Sa SÄ . 
A B = S A = SH ! с л е д о в а т е л ь н о 

abede 
ABCDE" 

sä 2 

SH 2 

т . е. параллельныя сѣченія пирамиды пропорціональны квадра-
тамъ ихъ разстоянгй отъ вершины пирамиды. 



98. С Л Ѣ Д С Т В І Е . Если правильная пирамида разсѣчена плос-
костью, параллельною къ основанію (фиг. 2 8 3 ) , то въ сѣченіи дол-
женъ нолучиться правильный многоугольникъ bcdfg, подобный осно-
ванію B C D F G . Т а к ъ какъ боковыя ребра A B , AC, A D . . . . правиль-
ной пирамиды равны, то также боковыя ребра В 5 , С с, D d . . . пра-
вильной усѣченной пирамиды должны быть равны; следовательно 
боковыя грани В С ob, С Dde, DF/<? и т . д. правильной усеченной 
пирамиды суть равныя равнобочныя трапеціи. Высота КА- одной изъ 
этихъ трапецій называется апоѳемою правильной усеченной пира-
миды. 

99. Теорема. Если две пирамиды, имѣющія общую вы-
соту, разеечены плоскостями, параллельными къ основаніямъ и 
равно-отстоящими отъ вершинъ пирамидъ, то образовавшіяся  
сѣчснія пропорцгональны основаніямъ. 

Высота S D (фиг. 2 8 5 ) пирамиды S A B C равна высоте S ' K пи-
рамиды S ' E F G H . Отложивъ на этихъ 
прямыхъ равныя части Sc? и S'A-, про-
ведемъ чрезъ точки d и к плоскости abc  
и efyh соответственно параллельно къ 
оспованіямъ ABC и E F G H . По парал-
лельности сеченія abc къоснованію A B C  
мы имеемъ по предъидущему ( 9 7 ) про- 
порцію 

abc _ s d' 
ABC . 8 D * IAÉ 

и по параллельности плоскостей efyh и E F G H составится пропорція 
efyh _ S'JFC» 

Фиг. 285. 

E F G H S ' K 2 

но такъ какъ по заданію S D = S ' K и по отложенію Sc? = S'A-, то 

отпошешя sd2 

s d ' 
S ' A и - равны ; следовательно также 

abc efgh 
EFGH 



Изъ этой пропорціи с-лѣдуетъ: если осиованія A B C и E F G H  
пирамид» равномѣрны, то пбразовавпііяся сѣченія abc и efgh должны  
быть также равномѣрны. 

100. Теорема. Боковая поверхность правильной пирамиды 
измеряется полупериметромъ основанія, помноженнымъ на вы-
соту пирамиды. 

Боковая поверхность правильной пирамиды A B C D E F (фиг. 2 8 2 ) 
раина суммѣ площадей равныхъ равнобедренных» треугольниковъ 
A B C , A C D , A D E и т . д . , которыхъ основавія суть стороны В С , C D ,  
D E и т . д . основанія B C D E F и высота есть апооема A G пирамиды. 
Сумма площадей этих» треугольников» равпа 

7 I B C . A < I + 7 2 C D . A G + L / 2 D E . A G + . . . = 
7 2 ( В С + CD + D E + . . . ) A G ; 

слѣдовательно боковая поверхность пирамиды A B C D E F равна 
7 « ( В С + C D + D E + . . . . ) . A G . 

1 0 1 . СЛѢДСТВІЕ. Боковая поверхность правильной усѣченпой  
пирамиды B C D F b c d f g (фиг. 2 8 3 ) состоит» изъ равныхъ равнобоч-
н ы х » трапедій, которых» площади суть В С с Б = 7 2 ( В С + Б с ) . К / г , 
СЫс = 72(CD + cd).Kk,DF/rf = 7 « ( D F + df).Kk и т . д . ; слѣ - 
довательпо боковая поверхность пирамиды Y E D Y G h e d f y равна 

7 « ( B C + G D + D F + . . . bc+cd+df+...).Kk,  
т . е. равна полуперимстрамъ оснований, помноженнымъ на апо~ 
ѳему пирамиды. 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 
9 2 ) Вычислить боковую поверхность правильной четыреугольпой 

ппрампды, апооема которой въ 4 раза больше діагопали квадратнаго 
основанія, содержащей 1,4 фута. 

9 3 ) Вычислить боковую поверхность правильной четыреугольпой 
ппрамиды, коей боковое ребро равно 8,5 фута, а ребро квадратнаго 
основанія содержите 10,2 фута. 

9 4 ) Ребро квадратнаго основанія правильной пирамиды, имѣющей  
высоту h, равно а. Вывести выраженіе боковой поверхности этой 
нирамиды. 



9 5 ) Боковая поверхность правильном четыреугольной пирамиды, 
«мѣющей квадратное основаніе u высоту въ 1,5 фута, содержитъ 20 
ввадратныхъ футъ. Вычислить бокъ основанія. 

9 6 ) Водная поверхность правильной четыреугольной пнрамиды, 
имѣющей равныя ребра, содержитъ 68,3 квадр. фут. Сколько футъ 
содержптъ каждое ребро? 

97) Вычислить боковую поверхность правильной шестиугольной 
усѣченной пирамиды, которой апоѳема равна 8 ,5 дюйма, ребро 
верхпяго основанія равно 2 ,4 дюйма п ребро нижняго основанія  
равно 3,8 дюйма. 

9 8 ) Боковая поверхность правильной треугольной пирамиды, 
которой апоѳема 10 футами больше бока осыованія, равна 300 квадр. 
фут. Вычислить боковое ребро п бокъ основанія ппрампды. 

9 9 ) Шестиугольная пирамида, коей основаніе содержптъ 5 ,29 
кв. фут. и бокъ AB основаиія равенъ 2,5 фут., разсѣчена плоскостью 
параллельно къ основанію такимъ образомъ, что бокъ ab сѣчеиія,  
сходственный боку AB, равенъ 1,5 фута. Вычислить площадь сѣчепія. 

1 0 0 ) Боковая поверхность правильной усѣченной пирамиды, 
имѣющей квадратпыя основанія и высоту въ 10 футъ, содержптъ 
262 ,89 кв. фут. Вычислить ребра осиованін этой пирамиды, если ниж-
нее ребро 3 футами больше верхняго ребра. 

101) Вывести выраженіе для боковой поверхности правильной 
усѣченнон нирампды съ квадратными основаніями, шіѣющей высоту 
h, нижнее ребро а и верхнее ребро Ъ. 

102) Бокъ квадратнаго основанія правильной ппрампды, содер-
жащей 3 4 6 , 1 3 2 8 кв. фут., относится къ ея боковому ребру точно 
такъ, какъ 4 относится къ 11. Сколько футъ содержптъ бокъ осно-
ванія? 

103) Боковая поверхность правильной пирамиды съ квадратным* 
•основаніемъ содержптъ 192 квадр. фута п боковое ребро относится 
къ ребру освовапія точно такъ, какъ 5 относится къ 6. Вычислить 
боковое ребро и бокъ осноиаиія. 

104) Вычислить боковую поверхность правильной усѣчениой  
пирамиды съ квадратными основанілмн, пмѣюіцей высоту въ 5,2 фута 
н стороны основаній въ 6 ,4 фута и 4,8 фута. (См. задачу 101). 

105) Ребро ВС пирамиды ABCDFG (фиг. 283) , имѣющей высоту А, 



равно а п прямая Ъс сѣчеиія, пара.таельнаго къ осповапію BCDFG,  
равпа Ь. Вывести выраженія для высотъ: пирамиды A bcdfg и усе-
ченной пирамиды BCDFGAerf/V/. 

т е о р е м ы . 

1 0 6 ) Двѣ пирамиды равны, если основаніе, боковая грань и со-
держащейся между ними двугранный уголъ одной пирамиды соответ-
ственно равны основанію, боковой гранп и заключающемуся между 
нимп двугранному углу другой пирамиды, п кроме того эти грани 
одинаково расположены въ ннрамидахъ. 

107) Еслп раздѣлнть противолежащія ребра SA п ВС тетраэдра 
SABC на двѣ равныя части въ точкахъ Е и F, п также раздѣлить  
противолежащіл ребра SC п AB на двѣ равныя части въ точкахъ G  
п D, то точки Е , D, F , G суть вершины параллелограма. 

108) Сумма квадратовъ двухъ противолежащихъ ребръ SB п АС 
тетраэдра SABC равна удвоенной суммѣ квадратовъ прямыхъ F F п 
GD, соедпняющпхъ средпія точки F п F противолежащихъ ребръ 
SA п ВС, и средніл точки G п D противолежащихъ ребръ SC и AB. 

109) Въ тетраэдрѣ SABC сумма квадратовъ двухъ противолежа-
щихъ ребръ SA и ВС, увеличеииая учетвереннымъ квадратомъ пря-
мой DE, соединяющей средиія точки этихъ ребръ, равна сумме 
квадратовъ остальиыхъ ребръ. 

110) ІІрямыя DE, FG, НЕ, которыми соединяются средііія точки 
противолежащихъ ребръ SA и ВС, SC и AB, S B и АС тетраэдра 
SABC, взаимно дЬлятся на двѣ равиыя части. 

111) Задача. По известнымъ гранямъ тетраэдра опредѣлить, по-
средствомъ циркуля высоту и точку ея пересеченія сь основаніемъ  
тетраэдра. 

Ч Е Т В Е Р Т А Я Г Л А В А . 

Объемы пирамиды, усѣченной пирамиды с ъ параллельными основаніямн и у е ѣ -
ченной призмы. 

102. Теорема. Двѣ треутлъныя пирамиды, имѣющія об-
щую высоту и равмомѣрныя основанія, равнтѣрны. 



Данныя пирамиды S A B C и S ' a b c (фиг. 2 8 6 ) поставлены ихъ 

равномѣрпыми основапіями A B C и abc на одной и той-же плоскости; 
тогда, по равенству высотъ пирамидъ, ихъ вершины S и S ' равно-
отстоятъ отъ общей плоскости осповапій. Раздѣлимъ ребро SC на 
какое-нибудь число п равныхъ частей въ точкахъ F , L , I , Т и т. д . 
и чрезъ эти точки проведемъ плоскости параллельно къ общей плос-
кости основаній ; тогда въ пирамидѣ S A B C образуются сѣченія D E F ,  
G K L и т . д. и въ пирамидѣ S ' a b c сѣченія def, gkl и т . д. Т а к ъ 
какъ основапія A B C и abc равномѣрны, то сѣченія D E F и def,  
равно-отстоящія отъ вершинъ S п S ' , также равномѣрпы ( 9 9 ) . По 
той-же причинѣ сѣченія G K L и gkl и вообще два сѣченія данныхъ 
пирамидъ, равно-отстоящія отъ вершинъ S и S ' , равномѣрны. 

Проведя чрезъ точки D и Е сѣченія D E F ирямыя DM и E N  
параллельно къ ребру SC до пересѣченія M и N съ ребрами АС и 
В С , и соединивъ точки M и N, получимъ призму D E F M N G . Подоб-
пымъ образомъ построимъ призму G K L P Q F на сѣченіи G K L и еще 
призмы на каждомъ сѣченіи пирамиды S A B C . Число призмъ, впи-
санныхъ въ пирамидѣ S A B C , равно числу п частей C F , F L и т. д. 
Потомъ построимъ призмы def art m, gkldpq и т. д. на сѣченіяхъ def,  
gkl и т. д . пирамиды S ' abc ] тогда въ этой нирамидѣ образуются так-
же и вписанныхъ призмъ. 

Призмы D E F M N C и defanm равномѣрны ( 9 2 , 1 ) , потому-что 
ихъ высоты равны.и основапія D E F и def равномѣрны. Также 

Фиг. 286. 

а 

в 



призмы G r K L P Q F и д Ш р д , п вообще двѣ призмы того-же самаго 
порядка, находящаяся въ данныхъ пирамидахъ, равномѣрны; слѣдо- 
вательно сумма V призмъ, вписанныхъ в ъ пирамидѣ S A В С , равно-
мѣрна суммѣ V призмъ, образовавшихся въ нирамидѣ S ' a b c . 

Раздѣливъ теперь ребро SC на 2 « равныхъ частей и проведя 
плоскости чрезъ полученныя точкп дѣленія параллельно къ основа-
ніямъ A B C и abc, построимъ опять призмы на образовавшихся сѣче- 
піяхъ данныхъ нирамидъ; тогда сумма V ' призмъ, вписанныхъ в ъ 
пирамид! S A B C , будетъ больше суммы V . Вообще если чиело рав-
ныхъ частей ребра SC будетъ постепенно увеличено, то сумма призмъ, 
вписанныхъ в ъ пнрампдѣ S A B C также постепенно увеличится и все 
болѣе и болѣе будетъ приближаться къ объему U пирамиды S A B C ;  
но какъ бы ни было увеличено число вписанныхъ призмъ, ихъ сумма 
всегда должна быть меньше объема U ; т . е. объемъ U есть нредѣлъ,  
к ъ которому стремится сумма вписанныхъ призмъ при постепенномъ 
увеличеніи числа п. В ъ самомъ Д ѣ л ѣ , точки N, Q, R и т. д . нахо-
дятся на одной прямой, потому-что прямыя C F , F N , KQ„ GrP и т. д . 
равны и параллельпы, и прямая T N параллельна к ъ ребру S B . Точно 
также точки М, Р и т . д . находятся па прямой М Т , параллельной 
к ъ ребру S A ; сл!довательно плоскость T M N параллельна к ъ грани 
S A B , и образовавшійся многогранникъ S A B T M N есть усѣченная  
пирамида съ параллельными основаніямп, высота которой, т . е. 
разстояпіе между плоскостями T M N и S A B , нспремѣппо меньше 
части S T = C F . Если себѣ представить, что число частей ребра S C ,  
постепенно увеличиваясь, сдѣлается больше всякой произвольно боль-
шой величины, то часть C F , все болѣе и болѣе уменьшаясь, будетъ 
приближаться къ нулю. При этомъ и высота усѣченной пирамиды 
S A B T M N постепенно будетъ приближаться къ пулю, а потому так-
же объемъ этой пирамиды все болѣе и болѣе долженъ приближаться 
к ъ нулю ; но этотъ объемъ всегда долженъ быть больше разности, 
существующей между пирамидою S A B C и суммою вписанныхъ въ ней 
призмъ; слѣдовательно при чпслѣ « , большемъ всякой произвольно 
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большой величины, разность между пирамидою S A B C и суммою впи-
санныхъ въ пей призмъ, должна имѣть своимъ предѣломъ нуль. Точно 
такимъ-же образомъ доказывается, что разность между пирамидою 
S'abc и суммою вписанныхъ въ ней призмъ имѣетъ своимъ предѣломъ  
нуль. Такъ какъ суммы Y и ѵ вписанныхъ призмъ постоянно равио-
мѣрны, то ихъ предѣлы, т. е. объемы пирамидъ S A B C и S ' a b c дол-
жны быть равны ( I I , 1 7 ) . 

103. Теорема. Объемъ пирамиды іізмѣряется одною третью 
произведены ея основанія на высоту. 

1 ) Дана треугольная пирамида Е А В С (фиг. 2 8 7 ) . 

и четыреугольной пирамиды E A D F C (или I I ) . Проведя плоскость 
чрезъ ребра А Е и E F , мы раздѣлинъ четыреугольную пирамиду ( I I ) 
на двѣ треугольный пирамиды E A D F (или й ИІ) и E A F C (или I V ) . 
Эти пирамиды раВномѣрны, потому-что у иихъ общая вершина Е 
(слѣдователі но ихъ высоты равны) и ихъ основанія, равныя каждое 
половинѣ параллелограма A C F B ( I I ) , равномѣрны. Припявъ въ пи-
рамидѣ ( I I I ) грань D E F за основаніе и точку А за- вершину, мы за-
мѣчаемъ, что эта пирамида A D E F имѣетъ общее оснонаніе и общую 
высоту съ призмою A B C D E F ; слѣдовательно эта пирамида равно-
мѣрна пирамидѣ Е А В С (или I ) . Т а к ъ какъ три пирамиды ( I , I I I и 
I V ) , составляющія призму A B C D E F , равномѣрньі, то каждая изъ 

Фиг. 287. Чрезъ вершины А и С прове-
демъ прямыя A D п C F параллельно 
къ ребру Е В до нересѣченія D и 
F съ плоскостью, проведенною чрезъ 

с вершину Е параллельно къ осно-
ванію A B C ; получимъ треуголь-
ную призму A B C D E F , пмѣющую  
общее основавіе и общую высоту 

& съ данною пирамидою. Образовав-
шаяся. Призма A B C D E F состоите 
изъ треугольной пирамиды Е А В С 

А 



нихъ есть треть этой призмы. Зная, что объемъ призмы A B C D E F  
измеряется произведеніемъ ея оспованія на высоту, мы заключаемъ, 
что объемъ пирамиды Е А В С измеряется третьего частью этого про-
изведенія. 

2 ) Д а н а многоугольная пирамида A B C D E F (фиг. 2 8 8 ) . ІГро-
Фш 288 в е ^ я п л о с к о с т и чрезъ ея высоту A G и каждое изъ 

боковыхъ ребръ A B , AC, A D и т . д . , мы разсѣ- 
чемъ ее на треугольный пирамиды A B C G , A C D G ,  
A D E G и т. д . , имеющія высоту A G и основаніями  
треугольники B C G , CDG, D E G и т. д . , сумма ко-
торыхъ равна основанію данной пирамиды; следо-
вательно сумма этихъ пирамидъ, т . е. пирамида 
ABCDP1F, измеряется одною третью произведенія  
основапія B C D E F на высоту A G . 

Озвачивъ объемъ, основаніе и высоту пирамиды соответственно 
чрезъ V , А и h, получимъ для вычисленія ея объема следующую об-
щую формулу 

V = ѴзА.А. 
1 0 4 . С л ъ д с т в і е . 1) Д в е пирамиды пропорціональны произве-

деніямъ нхъ основаній на высоты; т. е. если V = 1 / a k . h н У = 
7 з А ' . / Д то 

У __ Ah 
V — A'h" 

2 ) Д в е пирамиды съ равномерными основаніями относятся между 
собою, какъ ихъ высоты, т. е. если А = А ' , то 

v _ j i 
у — h- • 

3 ) Д в е пирамиды съ равными высотами относятся между собою, 
какъ ихъ основанія ; т . е. если h = h ' , то 

у _ а 
V ' — А ' • 

4 ) Двѣ пирамиды равномерны, если ихъ оспованія равпомерны 
и высоты равны. 



5 ) Чтобы вычислить объемъ многогранника, должно раздѣлить  
этот» многогранник» на ппрампды, вычислить объемы этихъ пира-
мид» и наконецъ взять ихъ сумму. Если внутри многогранника воз-
можно найти точку, равно-отстоящую отъ его граней, то перпенди-
куляр», опущенный пзъ этой точки на одну пзъ граней, будетъ об-
щею высотою пирамид», составляющих» многогранник». В ъ таком» 
случаѣ объемъ равенъ одной трети поверхности многогранника, 
помноженной на перпендикуляръ. 

105. Теорема. Усеченная пирамида съ параллельными 
основаніями равномерна сумме трехъ пирамидъ, имѣющихъ об-
щую высоту съ усеченною пирамидою, и основаниями : нижнее 
основание, верхнее оенованіс и среднюю геометрическую между 
этими основаніями усеченной пирамиды. 

Д а н а усѣченная треугольная пирамида A B C D E F (фиг. 2 8 9 ) съ 
параллельными основаніями. Про-
ведя плоскость Е А С чрезъ ребро 
АС и діагопали А Е и С Е граней 
A B E D n B C F E , мы узнаем», что 
данная усѣченная пирамида со-
стоит» пзъ треугольной пирамиды 
Е А В С (или I ) и четыреѵгольной  
пирамиды E A C F D (пли I I ) . По-
томъ проведя плоскость чрезъ ре-
бра D E , С Е и діагонал» CD грани 

A C F D , мы узнаемъ, что пирамида I I состоит» из» д в у х ъ треуголь-
ных» пирамид» E C D F (или I I I ) п E A C D (или I V ) ; слѣдовательно  
данная усѣчспная пирамида состоит» изъ трехъ треугольных» пира-
мид» I , I I I и I V . 

Т а к ъ какъ пирамида I имѣет» основапіемъ нижнее основапіе  
A B C давной усѣченпой пирамиды и ея вершина Е принадлежит» 
верхнему основанію D E F , то высота пирамиды I равна высотѣ дан-
ной^сѣченной пирамиды. Основаніе D E F ппрампды I I I есть осно-



ваніе данной усѣченной пирамиды п ея вершина С принадлежитъ  
нижнему основанію A B C ; слѣдовательно высота пирамиды I I I равна 
высотѣ данной усѣченной пирамиды. Пирамиды I V и I I I , пмѣющія  
общую высоту, относятся между собою, какъ ихъ основанія ADC и 
C D F ( 1 0 4 , 3 ) ; т. е. 

EADC _ ADC 
ECDF — CDF  

но такъ какъ треугольники ADC и C D F пмѣютъ равныя высоты, то 
ихъ площади относятся между собою, к а к ъ ихъ основанія АС п D F ; 

ADC _ АС 
Т - е - CDF D F ' ' - ' ( / 

Изъ получепныхъ пропорцій (1 и 2 ) составится пропорція 
EADC _ _ А С  
ECDF — 

Зная ( 9 6 , 2 ) , что треугольники A B C и B E F подобны, п что 
площади подобныхъ треугольниковъ относятся между собою, какъ 
квадраты сходствепныхъ сторонъ ( I I , 1 4 2 ) , мы имѣемъ 

ABC _ АО2 у / A B C АС 
D E F DF" и Л П / D E F » F ' " 

Наконецъ изъ пропорцій ( 3 и 4 ) мы получимъ 

EADC у А ВС . „„,„„„„ откуда 
ECDF - | / D E F 

Vi-" 
E A D C = E C D F . ( 5 ) . 

У D E F 

Зная, что объемъ ппрампды E C D F равенъ 7 з Ь. D E F , гдѣ h  
есть высота усѣченной пирамиды A B C D E F , мы замѣннмъ въ выра-
женіи ( 5 ) объемъ E C D F равною ему величиною; получимъ 

E A D C - V a b . D E F . 1 Z B C = ѴзА / ABC . DEF , 
/ D E F 

гдѣ множитель V A B C . D E F выражаетъ среднюю геометрическую ме-
жду площадями основашй A B C и D E F . Отсюда мы заключаем!, что 
пирамида E A D C равномѣрна такой пирамид!, коей высота равна 



высотѣ данной уеѣченной пирамиды и основаніе равно средней гео-
метрической между основаніями A B C и D E F . 

2 ) Разсѣченіемъ пирамиды S A B C D E (фиг. 2 9 0 ) плоскостью, 
параллельною къ основанію,  
образовалась усѣченная пи-
рамида A B C D E a i c r f e . 

На плоскости основан ія  
A B C D E построимъ треуголь-
ную пирамиду S ' F G H та-
кимъ образомъ, чтобы еяосно-

ваніе F G H было равномѣрно основанію A B C D E и высота S ' L  
равнялась высотѣ S ' K ; тогда ( 1 0 4 , 4 ) построенная и данная пира-
миды равномѣрны. На высотѣ S ' L отложимъ часть S 7 , равную от-
рѣзку S к высоты S K и чрезъ точку / проведемъ плоскость параллель-
но къ основанію F G H : тогда по предъидущему ( 9 9 ) сѣчепія fgh и 
abode равномѣрныи также ( 1 0 4 , 4 ) пирамиды Gabede и S ' f g h равно-
ыѣрны. Такъ какъ A B C D E « b a f e = S A B C D E - — S a b c d e , FGH fgh=  
S ' F G H - S ' Ä S A B C D E = S ' F G H tàabcde=S'fgh, то усѣченныя  
пирамиды KHGHFabcde и F G H / / ' должны быть равномѣрны. Отсю-
да мы заключаемъ, что объемъ усѣченной многогранной пирамиды 
равенъ также суммѣ объемовъ трехъ пирамидъ, имѣющихъ общую 
высоту, равную высотѣ данной пирамиды, и основаніями: верхнее 
основаніе, нижнее основапіе и среднюю геометрическую межди этими 
основаніями усѣчснной пирамиды. 

Назвавъ объемъ усѣченной пирамиды съ параллельными основа-
ніями чрезъ Y , ея основанія чрезъ А и « и ея высоту чрезъ Ii, полу-
чимъ общую формулу 

Ѵ = 7 » А Л + Ѵ м * 4 - Ѵ » * * / Ä ä = J ( A + a + | / ~ Ä ä ) . 

1 0 6 . С л ъ д о т в і к . Если извѣстна площадь основанія A B C D E =  
А h дано отнотеніе между сходственными сторонами ab и A B осно-



вапій. то между площадями « и A основаній должно существовать 
отношеніе 

а m* т 

а ~ и» ' 
т* , 

откуда я = — , А . 
Подставивъ эту величину я въ выведенное выраженіе V , получимъ 

ѵ = + 

Эта формула удобно применяется къ решепію численныхъ во-
лросовъ. 

Нримѣръ. Вычислить объемъ усеченной пирамиды, высота 
которой равна 3 футамъ и основанія суть правильные шестиугольники 
с ь сторонами въ 1 футъ и 2 фута. 

Площадь А = 6 у/ 3 . Отношеніе = 1 / і . Высота h — 3 . Объемъ 
/ п 

V = ' ^ р ( 1 + 7 » + 7 0 = 1 8 , 1 8 6 5 2 5 куб. фут. 

107. Теорема. Объемъ усеченной треугольной призмы ра-
венъ суммгъ объемовъ трехъ треуюльныхъ пирамидъ, коихъ об-
щее оенованіе есть нижнее оснопанге призмы и соотвгьтamy to- 
ut,') я вершины суть вершины верхняго основанія. 

Дана усеченная треугольная призма A B C D E F (фиг. 2 9 1 ) и изъ 
Фиг. 291. вершинъ D , Е , F ея верхняго основанія ону-

ь щены перпендикуляры D G , E H , F К на ллос-
/і к кость нижняго основанія. Чрезъ ребро АС и 

/ [\ \ діагонали Е А и ЕС граней B A D E и B C F E 
ai — Ц - d J проведя плоскость, мы узнаемъ, что данная 

/ i x с * 
\ / Х призма состоитъ изъ треугольной пирамиды 

в н Е А В С и четыреугольной пирамиды E A C F D . 
Чрезъ ребра Е С и E D проведя плоскость, мы разделимъ пирамиду 
E A C F D на двѣ треугольный пирамиды E A D C и E C D F ; следова-
тельно данная усеченная призма состоитъ изъ трехъ трсугольпыхъ 
пирамидъ Е А В С , E A D C , E C D F . Пирамида Е А В С имеетъ основа-



ніемъ треугольник» A B C и высоту E H . Приняв» точки И и А , ле-
жащія на прямой, параллельной къ грани B C E F , за вершины пира-
мид» E C D F и Е А В С , мы узнаемъ, что эти пирамиды относятся ме-

FPDF 
жду собою, какъ ихъ основанія E C F h E C B ( 1 0 4 , 3 ) ; т . е. Ё д щ у ^  

ECF 

г" Е с в - - Треугольники E C F и E C B , н а х о д щ і е с я между параллель-
ными прямыми F C и Е В , имѣютъ ранныя высоты и относятся между 

d • Id* FC „ собою, к а к » их» основанія; т . е. Е В С = Е В . Изъ полученных» 
.„ ECDF FC 

пропорцш составится " Е А В С ~ = Е В » н о т а к ъ к а к ъ треугольники 
F C K и Е В Н подобны и слѣдовательно £ в = j в , то = 

FK 

. Пирамиды E A D C и E C D F , имѣюіція общую вершину и с л е -
довательно общую высоту, относятся между собою, какъ ихъ осно-

EADC DCA m Т 4 rvm, 

вапія; т. е. e Q I ) F ~ 7 D C F • Треугольники DCA и D C F , заключен-
ные между параллельпыми прямыми A D я C F , имѣютъ равныя вы-
соты и слѣдовательно относятся между собою, какъ ихъ основанія; т. е . 
~ 1 н : к — ~ 4 с . Изъ двухъ послѣдпихъ пропорцій составится 
" ECDF ~ F C ' 1 , 0 и з ъ подобных* треугольников» A D G и C F K мы 

. DG DA . EADC DG M имѣемъ — F K = F ( , ; сдѣдовательно - E C D F = ~ F K . І а к ъ какъ 

пирамиды Е А В С , E C D F , E A D C пропорціональны ихъ высотам» 
ABC ЕН 

Е Н , F K , D G п объемъ пирамиды Е А В С равепъ j — — , т о н а 

оспованіи ( 1 0 4 , 2 ) мы ямѣемъ E C D F = A B P - f J L и Е А В С = 
ABC.DG 

з • лт»йжі0і ш а ц 
Назвавъ разстоянія вершин» И, Е , Б1 верхплго основанія у с е -

ченной призмы отъ нижнлго основапія A B C чрезъ h, h' , h " u пло-
щадь основанія A B C чрезъ А, получимъ слѣдующее выраженіе объема 
Y усѣчепной призмы 

Ѵ= 7зА.Л+7зА.Б'+ѴзА.Г = 7sА (h+V+h"). 



1 0 8 . С Л Б Д С Т В І Е . Въусѣченной прямой призмѣ перпендикуляры 
D G , E H , F K совпадаютъ съ боковыми ребрами D A , Е В , F C и осно-
ваніе A B C сдѣлается прямымъ сѣченіемъ; тогда выведенная фор-
мула обратится въ 

у = A B C . ( a d + B 3 E + c f ) ;  
слѣдовательно усѣченная прямая призма измеряется произве-
деніемъ ея прямаго сѣченія на среднюю арифметическую ея бо-
боковыхъ реберъ. 

Основываясь на формулѣ, по которой вычисляется объемъ усѣ - 
Фиг. 293. ченпой прямой призмы, можно вывести еще выра-

женіе для объема усѣченной наклонной призмы. 
Для этого раздѣлимъ усѣченную наклонную призму 
А В С В Е Р ( ф и г . 2 9 2 ) п р я м ы м ъ с ѣ ч е н і е м ъ К Ь М н а д в ѣ  
усѣчеиныя прямыя призмы E L M A B C и K L M D E F .  
По предъидущему объемы этихъ призмъ равняются 

E L M A B C = I v L M . ( A K f ft + C M ) ,  

K L M D E F = E L M . { & Щ Ш ) . 

откуда A B C D E F = K L M . ( A P + ft ' C F ) ;  
т . е. объемъ усеченной наклонной призмы равенъ произведенгю 
площади ея прямаго еѣченія на среднюю ариѳметическую ея 
боковыхъ ребрг. 

1 0 9 . З а д а ч а . Вывести выражение для объема многогран-
ника, ограниченного параллельными прямоугольниками A B C D и 

E F G H (фиг. 293) и трапецгями A B F E ,  
C D H G , A E H D и B C G F , зная, что 
A B f = а, В С = Ь, E F = с , F G = d и 
разстоянге I N между гранями A B C D  
и E F G H равно 

Проведемъ прямое сѣченіе I K L M и 

Фиг. 2 9 3 . 



потомъ разсѣчемъ данный многогранникъ плоскостью, проходящею 
чрезъ ребра E F и DC на д в ѣ усѣченныя наклонныя призмы A D E B C F  
и D E H C F G . Объемъ призмы A D E B C F (см. 1 0 8 ) , пмѣющей прямое 

сѣченіе I L M , равенъ ѵ = I L M . ( 2 ) - ( 2 а - f - с) , потому-
т т , , LM.IN bh г 

что площадь треугольника I L M = 2 - = - 2 • Объемъ призмы 

D E H C F G , имѣющей прямое сѣченіе I K L , равенъ ѵ ' = I K L . ( - — g - " Y  

= ( 2 с -+ - я ) , потому-что площадь треугольника I K L = - К 2 — = 

' 2 ' . Наконецъ объемъ даннаго многогранника равенъ 
Ѵ = = + + (1). 

По этой формул! вычислпмъ объемъ земляной насыпи, которой 
нижняя длина А В = 2 5 саж., верхняя длина E F = 1 8 саж., ниж-
няя ширина A D = 1 5 ' / г саж., верхняя ширина Е Н = 8 7 * саж. и 
высота I N = 3 7 ® саж. ; тогда 

V = 1 - ^ ' . ( 2 . 2 5 + І 8 ) + 8 , / ^ | ^ . ( 2 . 1 8 + 2 5 ) =  
9 0 8 1 Э / 4 8 куб. саж. 

В ъ выведснномъ выраженіи Y предположивъ d—0, получимъ 
формулу 

V' = -f(2« + C) (2), 
которою выражается объемъ усѣченной треугольной призмы, илѣю- 
щей основаніями равные равнобедренные треугольники, одною боко-
вою гранью нрямоугольникъ и остальными гранями трапеціи. 

ІІредноложимъ, что прямоугольники A B C D и E F G H подобны, 
т . е. f'j • Помноживъ иредъиддуіціе члены этой пропорціи на а 

и посл!дующіе члены на d, получимъ ^ = ; откуда « 7 ? 2 = ab.cd  

и ad = у ab.cd. Потомъ дадимъ формул! ( 1 ) сл!дующій видъ 

Y = - J - . ( 2 ab + be + 2 cd + ad). 



Т а к ъ какъ по задапію " = ^ и ad = be, то послѣднее вы-

раженіе обратится въ 

Ѵ" = g (ïab+Zcd+ïad) =±-(ab-\-cd+ad). 

Наконецъ подставивъ ] / ab.cd вмѣсто ad, получимъ формулу 
Ѵ"= з (ab+cd+Ѵab.cd),  

которою выражается объемъ усѣченной пирамиды съ параллельными 
основаніями ( 1 0 5 , 2 ) . 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

112) Вычислить объемъ правильной шестиугольной пирамиды, коей 
высота равна 18 фут. и бокъ основаиія раиеиъ 5 футамъ. 

113) Бокъ квадратнаго осноиаиія правильной пирамиды равенъ 
3,2 фута н ея боковое ребро равно 15,8 фута, Вычислить объемъ 
этой пирамиды. 

Ш ) Вычислить объемъ нравилыюй треугольной пирамиды, коей 
боковое ребро равно 3,2 фута и нерпметрь основанія равенъ 8,4 
фута. 

115) Вычислить объемъ треугольной пирамиды, у которой каждое 
боковое ребро равно 6 футамъ. 

116) Высота пирамиды равна 8,4 фута н стороны основанія со-
держать 2,4 фута, 4 фута п 3,2 фута. Вычислить объемъ этой пи-
рамиды. 

117) Боковая поверхность правильной нпрамиды равна 50 ква-
дратными футамъ и бокъ квадратнаго основанія равенъ 2,5 фута. Вы-
числить объемъ этой пирамиды. 

118) Боковая поверхность правильной пирамиды, пмѣющей ква-
дратное осиованіе н высоту въ 14 футъ, содержитъ 735 квадратныхъ 
футъ. Вычислить объемъ этой пирамиды. 

119) Вычислить бокъ квадратнаго основанія правильной пирами-
ды, которой высота равна 12 фут. п объемъ равенъ 768 куб. фут. 

120) Найти бокъ квадратнаго основанія правильной нпрамиды, 
которой объемъ равенъ 7,775 куб. фут. и боковое ребро втрое боль-
ше бока основанія. 

121) Боковое ребро правильной шестиугольной пирамиды, кого-



торой объемъ равенъ 96 куб. фут., вдвое больше стороны ея правиль-
наго основанія. Сколько футъ содержите бокъ основанія? 

122) Всѣ ребра правильной пирамиды съ квадратнымъ основа-
ніемъ, содержащей 1,8856 куб. фута, равны. Сколько футе содержите 
каждое ребро? 

123) Высота правильной ппрампды, содержащей 66 ,429 куб. фута, 
15 футамп больше бока ея квадратнаго основанія. Сколько футъ со-
держите эта высота? 

124) Сколько вѣсу въ инрампдѣ изъ иесчанника, коей боковое 
ребро содержите 4 ар., ребро AB прямоугольяаго оспованія ABCD  
равно I 3 / 8 ар- и ребро ВС равно l ' / e ар., если вѣсъ куб. вершка 
воды равенъ 20 ,58 золот. п вѣсъ песчанника составляете 2 ,11 вѣса  
воды? 

125) Нижнее основаніе усѣченпой пирамиды содержите 16 квад. 
футъ, верхпее основаніе 9 квад. фута и высота равна 8,7 фута. Вы-
числит!» объемъ этой пирамиды. 

126) Вывести выражение для объема правильной усѣченной пира-
миды съ крадратнымп основаніямп, означпвъ бокъ нижняго осно-
ванія чрезъ а, бокъ верхняго основанія чрезъ b и высоту пирамиды 
чрезъ h. 

127) Вычислить площадь большагооснованія усѣченной пирамиды, 
которой объемъ содержите 916 куб. футе, высота равна 12 футамъ 
н площадь менынаго основанія равна 25 квад. фут. 

128) Объемъ усѣченной правильной четыреугольпой пирамиды 
содержите 21 ,546 куб. фут. и стороны ея основанія равны 2,7 фут. 
и 1,8 фут. Сколько фута содержите ея высота? 

129) Объемъ усѣченной правильной четыреугольпой пирамиды, 
коей высота равна 15,6 фута, содержите 353 ,392 куб. фут. Сколько 
футъ содержите сторона ея большаго квадратнаго осиоваиія, если 
бокъ менынаго основанія равенъ 3 ,4 фута? 

130) Усѣченная правильная треугольная пирамида, въ которой 
бокъ нижняго оеноваиія 2 футамп больше бока верхняго основанія,  
содержите 42 ,434 куб. фут. и 6 футе высоты. Вычислить стороны 
этихъ осповапій. 

131) Требуется приготовить желѣзную гирю, вѣсомъ въ 5 пѵдъ,  
въ видѣ усѣченноп правильной шестигранной пирамиды, коей верхнее 
ребро должно равняться 6 дюймам» и нижнее ребро 4 дюймамъ.Зная, 



что вѣсъ кубіпеекаго дюйма воды равеиъ 3 ,84 дюйма и желѣао въ 
7,2 раза тяжелѣе воды, опредѣлить высоту гири. 

132) Вычислить объемъ усеченной призмы, коей боковыл ребра 
равны 12,4 фут., 15,6 фут. и 11 фут., а ея прямое сѣченіе равносто-
ронніп треугольникъ съ периметром» въ 7,2 фута. 

133) Опредѣлпть площадь прямаго сѣченія усѣченной треуголь-
ной призмы, содержащей 2813Дв куб. фут., зная, что еябоковия ребра 
равны 8 3 4 фут., 7 4 Д фут. п б'/а фут. 

134) Боковыя ребра усѣченной треугольной призмы относятся 
между собою, какъ числа 7,9 и 14, ея объемъ равенъ 100,8 куб. фут. 
и площадь ея прямаго сѣчеиія равна 8,4 квад. фут. Вычислить боко-
выя ребра. 

135) Стороны квадратныхъ осиованій усѣченной пирамиды равны 
4 п 2 '/а фут., а каждое боковое ребро равно 6 фут.Вычпсдпть объемъ 
этой пирамиды. 

136) Требуется вырыть ровъ такимъ образомъ, чтобы его верхняя 
длина равнялась 45 саж., глубина равнялась 6 фут., верхняя ширина 
равнялась 2 /г саж., нижняя длина равнялась 42 саж. и нижняя шири-
на равнялась 5 '/а фут. Вычислить кубическое содержаніе этого рва. 

137) Для проложенія желѣзной дороги требуется прорыть гору 
такпмъ образомъ, чтобы выемка представляла усѣченную треуголь-
ную призму, которой прямоугольная грань ACFD находится на го-
ризонтальной плоскости, проходящей чрезъ подошву горы, а гори-
зонтальное ребро B E ііроходитъ чрезъ вершину горы. Зная, что высо-
та GH горы равна 5'/а саж., длина В Е = 11 саж., длина CF + 20 саж. 
н длина АС = 70 саж., онредѣлнть объемъ этой выемки. 

т е о р е м ы . 

138) Если чрезъ ребро ВС правильной треугольной пирамиды 
ABCD ц средину Е протнволежащаго ребра AD провести плоскость, 
то пирамида раздѣлится на двѣ равцомѣрныя треугольный пирамиды 
ВАСЕ il BCDE. 

139) Параллелопниедъ, построенный па трехз, ребрахъ SA, АС, 
АС треугольной пирамиды SABC, сходящихся въ вершинѣ А, въ шесть 
разъ больше этой пирамиды. 

140) Плоскости, приведенным чрезъ боковыя ребра SA, SB, SC  
треугольной пирамиды и соотвѣтственно раздѣляющія углы ВАС 



ABC л А С В н а д в ѣ равныя части, пересѣкаются по направ.теніюодноіт 
ц той-же прямой. 

141) Плоскости, проведенныя чрезъ боковыя ребра какой-нибудь 
пирамиды перпендикулярно къ ея основапію, пересѣкаются по на-
правленію одной прямой. 

142) Если чрезъ ередиія точкп ребръ треугольной пирамиды SABC  
провести прямыя параллельно къ протпволежащимъ ребрамъ, то обра-
зуется пирамида, равпая данпой. 

143) Плоскости, раздѣляющія двугранные углыBASC, ABSC, BCSA  
треугольной пирамиды соотвѣтственно на двѣ равныя части, пересѣ- 
каются по направленію одной той-же прямой. 

144) Если боковыя грани SAB, SBC и SAC треугольной пирамиды 
SABC равны, то сумма перпендикуляровъ, бпущениыхъ пзъ какой-
нибудь точкп D основанія ABC на боковыя грани, есть величина по-
стоянная. 

145) Прямая E F , соединяющая среднія точки Е и F двухъ про-
тиволежат,пхъ ребръ AB и CD тетраэдра ABCD, раздѣляетъ на двѣ  
равныя части всякую прямую GII. перееѣкающуюся съ прямою E F и про-
веденную между двумя противолежащими ребрами АС и BD. 

П Я Т А Я Г Л А В А . 

Подобные многогранники. О г н о ш е н і е и х ъ п о в е р х н о с т е й и о б ъ е м о в ъ . П р а в и л ь -

ные многогранники. 

1 1 0 . Д в а многогранника называются подобными, если пхъ гра-
ни соотвѣтствснно подобны и многогранные углы, составляемые по-
добными гранями, равны. Вершины равныхъ мпогогранныхъ угловъ 
двухъ подобныхъ многогранниковъ называются соотвѣтствующи- 
ми вершинами. Д в а ребра, коихъ оконечности суть соотвѣтетвую- 
щія вершины двухъ подобныхъ многогранниковъ, называются сход-
ственными ребрами. 

В ъ двухъ подобныхъ многогранникахъ, по равенству многогран-
ныхъ угловъ, всѣ двугранные и плоскіе углы должны быть соотвѣт- 
ственно равны. 



111. .Теорема. Плоскостью, проведенною параллельно къ 
основанію пирамиды, определяется пирамида, подобная данной. 

В ъ данной пирамидѣ S A B C D E (фиг. 290) образуется сѣченіе  

abode плоскостью, проведенною параллелюно къ основанію A B O D E ;  
это сѣченіе служит» основаніомъ пирамидѣ S a b e d e , которая должна 
быть подобна данной пирамидѣ S A B C D E . В ъ самомъ дѣлѣ , много-
угольники A B O D E и abede подобны (96, 2) и по параллельности 
прямыхъ A B и ab, ВС и Ьс, CD и cd и т. д. боковыя грапи S A B  
и S ab, S B C и S be, SCD и S cd и т . д. также подобны. Потомъ пи-
рамиды S A B C D E и S à b e d e имѣютъ общій многогранный уголъ S ;  
также трегранные углы А и « равны, потомѵ-что они содержат» об-
щій двугранный уголъ B A S E , Z . S A B = / _ $ a b и Z . S A E = Z . S « e .  
Точно также доказывается равенство прочихъ трегранныхъ угловъ. 

112. Теорема. Две трегролытя пирамиды подобны, если 
две грани одной подобны двумъ гранямъ другой пирамиды, оди-
наково съ ними расположеннымъ, и двугранные углы, заключен-
ные между этими гранями, равны. 

В ъ данныхъ пирамидахъ S A B C и яabc (фиг. 294) грани S A B  
Фиг. 294. и SAC соотвѣтственно подобны гранямъ 

sab и sac, и двугранные углы B A S C и 
base равны. Помѣстимъ пирамиду sabc  

, въ пирамиду S A ВС такимъ образомъ, 
4 чтобы вершипа s совпала въ вершиною 

S , и грани, составляющая двугранный 
уголъ base, улеглись на гранях», состав-

ляющих» двугранный уголъ BASC- Т а к ъ какъ треугольникъ sab по-
добен» треугольнику S A B и вершина а совпала съ точкою D ребра 
S A , то ребро sb помѣстится на ребрѣ S B и точка b упадет» въ та-
кую точку Е ребра S B , чтобы ребро ab приняло положение D E , па-
раллельное къ A B . Также по подобію треугольниковъ sac и S A C ,  
ребро sc помѣстится на ребрѣ SC и точка с упадетъ въ такую точку 
F ребра SC, чтобы прямая D F была параллельна къ ребру АС 



Отсюда слѣдуетъ, что основаніе abc прпметъ пол о жен ie треугольника 
D E F , коего плоскость по предъидущемѵ ( 3 9 ) параллельна къ основа-
нію A B C . Зная ( 1 1 1 ) , чтолшрампда S D E F подобна пирамидѣ S A B C ,  
мы заключаемъ, что также пирамидыusmbe и S A B C подобны. 

113. Теорема. Два многогранника, состпящіс изъ одина-
каю числа подобныхъ и одинаково расположенныхъ тетраэ-
дровъ, подобны. 

Пирамиды F C D E и .feie, E B C F и ebef, и B E F G и befg и т . д . 
подобны и одинаково расположены (фиг. 2 9 5 ) . Требуется доказать, 
чдо данные многогранники подобны. 

подобны, потому-что треугольники С Б Е и ссіе, В С Е и bee, ихъ со-
ставляющее, подобны. Кромѣ того треугольники C D E и В С Е нахо-
дятся въ одной плоскости, а потому двугранные углы F C E D и F C E B  
двухъ тетраэдровъ F C D E и E B C F взаимно дополняются до двухъ 
прямыхъ угловъ. По подобію тетраэдровъ fede и F C D E , ebef и 
E B C F мы заключаемъ, что двугранные углы feed и feeb, соотвѣт- 
ствующіе двуграннымъ угламъ F C E D и F C E B , составляютъ вмѣстѣ  
д в а прямые угла; а потому треугольники ede и bee находятся въ 
одной плоскости и составляютъ грань bede, подобную грапи B C D E . 

Ь) Многогранные углы данпыхъ многогранниковъ равны, потому-
что сходственцыя грани подобны и одинаково расположены; слѣдова- 
тельно всѣ плоскіе углы должны быть равны и одинаково располо-
жены. Кромѣ того соотвѣтствующіе двугранные углы этихъ много-
гранныхъ угловъ равны, потому-что два соотвѣтствующіе двугранные 
утла, какъ напрнмѣръ B A G E и bage, принадлежащее двумъ иодоб-

Ф и г . 2 9 5 . 

F 
а ) Сходетвенныя грани дан-
ныхъ многогранниковъ, со-
стоящих^ изъ одинакаго чи-
сла иодобныхъ и одинаково 
расположенныхъ треугольни-
ковъ , подобны; такъ напри-
мѣръ грани B C D E и bede 



нымъ тетраэдрамъ G A B E и gobe, равны; иди-же два соотвѣтствую- 
щіе двугранные угла составлены изъ суммы соотвѣтствепно равныхъ 
двугранныхъ угловъ; такъ нанримѣръ двугранный уголъ С В Е А , 
образуемый двумя гранями B C D E и A B E первого многогранппка и 
состоящій изъ трехъ двугранныхъ угловъ B C E F , F E B G , G E B A  
тетраэдровъ E B C F , B E F G , G A B E , равенъ двугранному углу eben,  
образуемому двумя гранями bcde и аЪе втораго многогранника и со-
стоящему изъ трехъ двугранныхъ угловъ beef., febg, geba тетраэдровъ 
ebef, befg, gäbe, потому-что эти тетраэдры но заданію подобны те-
траэдрамъ E B C F , B E F G , G A B E и одинаково съ ними расположены. 

114. Обратное Ііредложеніе. Два подобные тетраэдра 
могутъ быть раздѣлены на одинаков число подобныхъ и одина-
ково расположенныхъ тетраэдровъ. 

Предположпмъ что точка F (фиг. 2 9 5 ) лежитъ внутри даянаго 
многогранника. Соединивъ эту точку съ вершинами многогранника,' 
мы раздѣляемъ его на тетраэдры. Т а к ъ какъ вершинамъ С, D, Е 
образовавшагося тетраэдра F C D E соотвѣтствуютъ вершины с, d, е 
втораго многогранника, то мы проведемъ плоскость fee такимъ обра-
зомъ, чтобы надъ плоскостью ede образовался двугранный уголъ 
deef, равный двугранному углу D C E F , составляемому плоскостью 
F C E надъ плоскостью C D E . Потомъ построимъ въ плоскости fee,  
треугольникъ fee, подобный треугольнику F C E , и раздѣлпмъ второй 
многограниикъ относительно точки / па тетраэдры точно такъ. какъ 
первый многограяникъ раздѣленъ на тетраэдры относительно точки 
F . Теперь докажемъ, что тетраэдры, образовавшіеся въ данныхъ 
многограиникахъ, соотвѣтственно подобны, и для примѣра сравнпмъ 
тетраэдры F B C E и fbce. Грани F E C и fee этихъ тетраэдровъ, при-
надлежащая подобнымъ тетраэдрамъ F C E D и feed, подобны. Также 
грани E C B и есЬ, какъ соотвѣтствующія граии данныхъ многогран-
никовъ, подобны. Кромѣ того, если треугольники E C D и В С Е ле-
жатъ въ одной плоскости, то двугранные углы B C E F и beef, кото-
рыми равные двугранные углы D C E F и deef дополняются до двухъ 
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прямыхъ угловъ, должны быть равны; но также если треугольники 
E C B п В С Е не лежатъ въ одной плоскости, то двугранные углы 
B C E F и beef равны, потому-что B C E F = B C E D — D C E F и beef —  
heed — deef, гдѣ двугранные углы B C E D и bced данпыхъ много-
гранниковъ по заданію равны и двугранные углы D C E F и deef подоб-
ныхъ тетраэдровъ F C D E a fade равны. Отсюда слѣдуетъ, что тетраэдры 
F B C E и flee во всякомъ случаѣ подобны ( 1 1 2 ) . Точно также дока-
зывается подобіе остальпыхъ тетраэдровъ. 

1 1 5 . С Л Ъ Д С Т В І Е . Д в ѣ точки F и/называются соотттстпцю-
щими, если они взяты относительно двухъ подобныхъ многогранниковъ 
такимъ образомъ, что прямыми, соединяющими точку F съ вершинами 
G, D, Е перваго многогранника, и прямыми, соединяющими точку / с ъ 
соотвѣтствующими вершинами с , / е в т о р а г о многогранника, образуются 
два подобные и одинаково расположенные тетраэдра F C D E и fede. 

Д в ѣ прямыя F G и fy называются сходственными относительно 
двухъ подобныхъ многогранниковъ, евли оконечности F и G , и также 
/ и g , суть соотвѣтствующія точки. 

1 1 6 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Сходственныя ребра двухъ подобныхъ мно-
гогранниковъ нропорціональны. В ъ самомъ дѣлѣ , изъ подобныхъ 
треугольниковъ C D F и cdf, D E F и défi, E F G и efg и т. д. мы пмѣемъ  

CD _ D F _ F E  
Cd — df — fr И T- Д- 

117 .Теорема.Двн,какія-шбуді сходственныя прямыя пропор-
циональны сходственнымъгранямъдвухъ подобныхъ многогранниковъ 

Даны двѣ сходственныя грани A B C D E и abede (фиг. 2 9 6 ) двухъ 
Фиг. 296. подобныхъ многогранниковъ и двѣ 

какія-нибудь сходственныя прямыя 
F G и fg. Построимъ тетраэдры 
F A B C п fabc, и тетраэдры G A B C  
и gabt. По подобію тетраэдровъ 
F A B C и fabc, и тетраэдровъ 
G A B C и gäbe, такжѳ тетраэдры 
F A CG и faeg должны быть по-



добны. В ъ самомъ дѣлѣ , грани F A C и GAC соотвѣтственно подобны 
гранямъ far и да с и двугранные углы F A C G и facg равны, потому-
что F A C G = F A C B — G A C B , facg=facb—yacb, F A C B = fach и 
G A C B —gacb. Изъ подобныхъ тетраэдров» F A B C и fabc получится 

Eb = ас и и з ъ п 0 Д 0 бныхъ тетраэдров» F A C G и facg выводится 
FG АС . FG AB 

7g = ас ' следовательно -fg 

118. Теорема. Объемы двухъ подобныхъ пирамидъ отно-
сятся между собою, какъ кубы сходственныхъ ребръ. 

1) Даны два подобные тетраэдра S A B C и sähe (фиг. 2 9 4 ) . 
Помѣстимъ меныпій тетраэдръ въ большемъ такимъ образомъ, чтобы 
основаніе abc приняло положеніе D E F , параллельное къ основанію  
A B C . Объемъ тетраэдра S A B C , имѣющаго основапіе A B C и высоту 

S H , равенъ V — А В ( ^ 8 И и объемъ тетраэдра, имѣющаго основаніе 
-r-k-r-nn с , DEF.Sä 

D F F и высоту S h, равенъ v = — ^ — ; a потому отношеніе между 
этими объемами равно 

V _ A B & S f l . 
V DÈF.SA ' 

но по параллельности плоскостей D E F и A B C мы имѣемъ ( 9 6 , 9 7 ) 
ABC _ S H ' SH SA A B 
D E F — sä® 11 SÄ — SD — D E > 

елѣдовательно 
V _ __SH3 _ Х в * 

V ~ W ~ ~ D Ï * " 

2 ) Даны два подобные многогранника V и У , которые раздѣ- 
ленн на одинаков число подобныхъ и одинаково расположенных» 
тетраэдров» В , Р ' , Р " > Р , Р ' , Р " З н а я , что сходственныя 
ребра подобныхъ многогранников» пропорціоиальвы ( 1 1 6 ) и объемы 
подобныхъ тетраэдров» пропорціональны кубамъ ихъ сходственныхъ 
ребръ, мы имѣемъ 

A B ВС CD = и т. д. и д- и 



P A B ' Р ' В С ' Р " C D ' 

Р A B 8 Р ' A B 3 Р " A B ' 
I* > п' > » " — rtil» и т - д-> 

и наконецъ 

J> ab8 ' P ab' ' P ab 
P _ P ' _ P " _ A B 8 

~ P ~ P ' ~ P " ~ " " ~ ab' 

P + P ' + P " + - _ A B 8 

„г,' ' 
1 1 9 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Т а к ъ какъ площади подобных® треугольни-

ковъ пропорціональны квадратамъ сходственныхъ сторонъ, то (фиг. 
2 9 5 ) 

А В Е _ A B * В Е С _ НС5 C D E C D * 

аЬе ' ~ âb* ' bec ** be* ' * «le ~~ и т' д-> 
A B В С C D  

но ТгЬ = be ~ cd ~ и т- д-> следовательно 
_ А В Е _____ A B * В Е С _ A B ' _ C D E _ A B ' 

abe ~ äb* г bec ~ ab* ' ~cde~~ „b* * Т' 
откуда 

A B E - j - B E C - f C D E - f - - . . . A B * 
abe + bcc + с de + ....— 

т . . е. поверхности двухъ подобных* многогранниковъ пропорціо- 
налъны квадратамъ ихъ сходственныхъ ребръ. 

120. ПрИМѣръ I. Даны двѣ подобный че.тыреуюльныя пи-
рамиды съ квадратными основаниями. Высота первой пирамиды 
равна 4,8 фут., ея бокъ основангя равенъ 2,5 фут. н объемъ 
второй пирамиды равенъ 8 кгуб. фут. Вычислить высоту и бокъ 
основангя второй пирамиды. 

Объемъ первой пирамиды равенъ г / з . ( 2 , 5 ) 2 . 4 , 8 — 1 0 куб. фут. 
Означнвъ высоту второй нпрамиды чрезъ h и ея бокъ основанія  

чрезъ а, получимъ 
10 4,8» 10 2,5» 

- 8 = /,« и ~ ё Г = ^ т ; откуда 
А = 4 , 8 . { / 0 , 8 = 4 , 3 3 фут. и а = 2 , 5 . ^ 0 , 8 = 2 , 2 5 фута съ точ-
ностью до 0 , 0 1 фута . . 



Примѣръ II . Вычислить обгемг прямоугольного паралле-
лопипеда., котораго измѣренія прморціоналъны числамг 4, 6, 9 
и поверхность равна 3 квадр. футамъ. 

Поверхность прямоугольнаго параллелопипеда, котораго измѣре- 
нія суть 4 фѵт., 6 фут. и 9 фут., равна 

" 2 . ( 4 . 9 + 4 . 6 + 6 . 9 ) = 2 2 8 квад. фут. 
Объемъ этого параллелопипеда равенъ 2 1 6 куб. фѵт. 
Означивъ объемъ искомаго параллелопипеда чрезъ и Y и чрезъ 

а его измѣреніе, соотвѣтствующее ребру въ 4 фута, получимъ 
v a» 3 __ а* 

21(3 04 Ü 228 16 ' 
2 

Изъ второй пропорціи опредѣливъ а — у 1 9 , подставимъ эту ве-

личину в ъ первую пропорцію; получимъ 
. Л ' = - - 8 - 3 и Y = 0 , 3 2 6 куб. фут. 

216 64 У 19 19]/ 19 ' J 

съ точностью до 0 , 0 0 1 куб. фут. 
121. Правильные многогранники. Если многогранникъ 

составленъ изъ правильныхъ фигуръ одного рода такимъ образомъ, 
что въ каждой вершинѣ его иересѣкается по равному числу граней, то 
-онъ называется правильным?, ; слѣдовательно въ правильномъ много-
г р а н н и к всѣ ребра, а также всѣ углы, составляемые ребрами, должны 
быть равны. 

Чтобы узнать, какія правильный фигуры могутъ образовать пра-
вильный многогранникъ, мы обратимъ вниманіе па слѣдующія обстоя-
тельства : въ каждой вершинѣ многогранника должны пересѣкаться  
не меньше трехъ граней, и сумма плоскихъ угловъ всякаго много-
граннаго угла должна быть меньше четырехъ нрямыхъ угловъ. Н а 
этомъ основаніи изъ угловъ правильнаго треугольника возможно обра-
зовать углы: трегранный, четырегранный, пятигранный, потому-что 
3 . 6 0 ° < 3 6 0 ° , 4 . 6 0 ° < 3 6 0 ° и 5 . 6 0 ° < 3 6 0 ° ; но шестигран-
ный уголъ не можетъ быть составленъ изъ эгихъ плоскихъ угловъ, 
потому-что 6 . 6 0 ° = 3 6 0 ; слѣдовательно изъ правилышхъ т р е у ш ь -



никовъ возможно составить правильные многогранники трехъ различ-
ных» видов». Изъ угловъ квадрата составится только трегранный 
угол», потому-что 3 . 9 0 ° < 3 6 0 ° . Четыре угла квадрата, и слѣдо- 
ватсльно больше четырех» угловъ, не могутъ образовать многогран-
наго угла, потому-что 4 . 9 0 ° = 3 6 0 ° . Отсюда слѣдуетъ, что изъ 
квадратов» возможно составить только одинъ правильный многогран-
ник». Изъ угловъ правильпаго пятиугольника можно составить только-
трегранный уголъ, потому-что 3 . 1 0 8 ° < 3 6 0 ° и 4 . 1 0 8 ° > 3 6 0 ° ; 
слѣдовательно изъ правильпыхъ пятиугольников» составится только 
одинъ правильный многогранник». Т а к ъ какъ 3 . 1 2 0 ° = 3 6 0 ° г 

3 . 1 2 8 4 / 7 ° > 3 6 0 ° , 3 . 1 3 5 ° > 3 6 0 ° и т . д . , то мы заключаем»,, 
что изъ правильных» многоугольников», имѣющихъ больше пяти 
сторонъ, невозможно образовать правильных» многогранников». От-
сюда слѣдуетъ, что существуют» правильные многогранники только 
пяти различных» видов». 

1 ) Составив» трегранный уголъ изъ илоскихъ угловъ A S B , A S C , .  
B S C (фиг. 2 6 3 ) , равныхъ каждый 6 0 ° , отложимъ на ребрах» рав-
ныя части S A , S B , SC и проведемъ плоскость чрезъ точки А, В , С; 
тогда образуется многогранник», ограниченный четырьмя равными 
правильными треугольниками и содержащій четыре равные трегран-
пые угла. Этотъ многограпникъ называется правилшымъ тетра-
эдромъ (четырегранникомъ). 

2 ) Построимъ четырегранный уголъ, котораго плоскіе углы со-
держат» по 6 0 ° каждый, и отложимъ на ребрах» (фиг. 2 9 7 ) рав-

Фнг. 297. - ныл части S A , S B , S C , S D ; тогда полученныя точки 
s А , В , С, D находятся въ одной плоскости. В ъ са-

мом» дѣлѣ , плоскость, проходящая чрезъ точки А , 
! - f В , С, совпадаете съ плоскостью, проходящею чрезъ 

точки А , В , D, потому-что трегранпые углы BACS- 
n A B D S . содержащее общій двугранный уголъ C A B S  
(или D A B S ) и равные, прилежащіе къ нему плос-

кіе углы ( 6 6 ) , равны. По равенству прямыхъ A B = В С = CD = D A 



мы заключаем!», что плоскость, ими ограниченная, есть квадратъ. По-
строимъ съ другой стороны плоскости A B C D пирамиду S ' A B C D ,  
равную пирамидѣ S A B C D ; получится многогранникъ, ограниченный 
восьмью равными правильными треугольниками и содержащей шесть 
равныхъ четырегранныхъ угловъ. Этотъ многогранникъ называется 
октаэдромъ (восьмигранникомъ). 

3 ) Построивъ пятигранный уголъ S (фиг. 2 9 8 ) , котораго п.іос- 
Фиг. 298. K j e у Г Л Ы содержатъ по 6 0 ° каждый, отложимъ 

на его ребрахъ равныя части S A , S B , SC, S D ,  
S E ; тогда плоскость, ограниченная прямыми 
A B , В С , CD, D E и Е А , будетъ правильный 
пяти угольникъ. В ъ самомъ дѣлѣ , точки А , В , 
С, D лежатъ въ одной плоскости, потому-что 
по равенству трегранныхъ угловъ B A C S и 

C B D S , плоскость, проходящая чрезъ точки А , В , С, составляетъ съ 
плоскостью S B C тотъ-же двугранпый уголъ, который составленъ 
гранью S B C и плоскостью, проходящею чрезъ точки В , С, D . Точно 
также точка Е лежитъ въ плоскости, проходящей чрезъ точки В , 
С, D . Ііромѣ того стороны A B , В С , CD и т. д. равны и углы A B C ,  
B C D , C D E и т. д. равны, какъ плоскіе утлы равныхъ трегранныхъ 
угловъ. Потомъ построивъ правильные пятиугольники ASCea , BSDc/e ,  
CSEcrf , DSA&c и E S B a / i , получимъ десять правильныхъ треугольни-
ковъ В С е , Ceci, D E c и т. д . , связанныхъ между собою и съ пяти-
уголъникомъ A B C D E . Наконецъ построимъ па пятпугольникѣ abede  
пятиугольпую пирамиду S 'abede, равную пирамидѣ S A B C D E . Обра-
з о в а в ш а я многогранникъ, состоящій изъ двадцати равныхъ равно-
стороннихъ треугольниковъ и содержащій двѣнадцать равныхъ пяти-
граыныхъ угловъ, называется икосаэдромъ (двадцатигранником!»). 

4 ) Эксаэдръ (шестигранникъ) или кубъ ограничен!» шестью 
равными квадратами п содержитъ восемь равныхъ трегранныхъ 
угловъ. 

5 ) Соединимъ между собою три правильные пятиугольника 



A B O D E , A B H G F , A E Q R F (фиг. 2 9 9 ) , стороны которыхъ равны, 
такимъ образомъ, чтобы ихъ плоскостями обра-
зовался при точкѣ А трегранннй уголъ ; тогда 
образуются плоскіе углы С В Н , R F G , D E Q ,  
равные каждый 1 0 8 ° ; слѣдовательно къ сое-
диненнымъ между собою пятиугольника мъ можно " 
приложить равные имъ пятиугольники B C L K H  
и E D N P Q . По той-же причин! можно пом!-

стить такой-же пятиугольникъ C D N M L между положенными пяти-
угольниками A B O D E , B C L K H и D E Q P N . Потомъ соединимъ между 
собою точно такимъ-же образомъ еще шесть пятиугольников/ рав-
ныхъ каждый пятиугольнику A B O D E , и наконецъ соединимъ между 
собою д в ! образовавшіяся поверхности; что возможно, потому-что 
каждый изъ плоскихъ угловъ G F R , G H K , K L M и т. д. равенъ 
1 0 8 ' . Образовавшійся такимъ образомъ многограняикъ называется 
додекаэдромъ (дв!надцатигранникомъ). 

Примѣчанге. Предетавимъ себѣ , что вращеніемъ около ребръ 
S A , S B , A B , грани S A C , S B C и A B C правильнаго тетраэдра S A B C  
пон!стятся на продолженной плоскости грани S A B ; тогда ребро SC  
грани SAC цриметъ положеніе S C (фиг. 3 0 0 ) и ребро SC грани 

S B C приметъ положеніе S C " . Т а к ъ какъ 
A S C = Z . A S B = B S C = 6 0 ° , то пря-

мыя SC' и S C " должны составлять одну пря-
мую. Точно также по равенству угловъ S A C =  
B A S = C A B = 6 0 ° и S B C - A B S = А В С = 
6 0 ° , ребро АС пом!ститея на продолженіи  
нрямой C'A и ребро В С помістится на про-

долженіи прямой С " В . Образовавшійся равносторонній треугольникъ 
СС'С" есть развернутая поверхность правильнаго тетраэдра на плос-
кости. Подобнымъ образомъ можно развернуть поверхности дрочихъ 
иравильныхъ многогранниковъ на плоскости. 

Фиг. 300. 



ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

1 4 6 ) Два сходетвешшя ребра двухъ подобныхъ пирамидъ содер-
жать 4 8А фут. п I 1 / * фут., п поверхность первой пирамиды состав-
ляете 162 квадр. фут. Сколько квадратныхъ футъ содержитъ по-
верхность второй пирамиды? 

147) Разность поверхиостейдвухъ цодобыыхъ пирамидъ, коихъ 
сходственным ребра равны 4'/г фут. и I ' / 2 Фут., составляетъ 135 
квад. фут. Вычислить поверхность этихъ пирамидъ. 

148) Разность между двумя сходственными ребрами двухъ подоб-
ныхъ пирамидъ равна 2 фут. н поверхности этихъ пирамидъ содер-
жать 144 квадр. фут. и 121 квадр. фут. ВЫЧИСЛИТЬ ЭТИ ребра. 

149) Требуется раздѣлить пирамиду, высота которой равна А, на 
двѣ части плоскостью, параллельною къ оснонаиію. Опредѣлпть раз-
стояніе плоскости сѣченія отъ вершины пирамиды. 

150) Требуется раздѣ.тить на двѣ равныя части правильную пи-
рамиду плоскостью, параллельною къ квадратному основаиію. На 
сколько футъ должна отстоять плоскость сѣченія отъ вершины пира-
миды, если боковое ребро содержитъ 6 фут. п бокъ основаніи равенъ 
2 фут.? 

151) Два сходственныя ребра двухъ подобныхъ пирамидъ равны 
8,3 фут. и 2,7 фут., п объемъ первой пирамиды содержите 592 ,704 
куб. фут. ВЫЧИСЛИТЬ объемъ второй пирамиды. 

152) Объемы двухъ подобныхъ пирамидъ содержать 54,872 куб. 
фут. и 5,832 куб. фут. Вычислить ребро второй пирамиды, если 
сходственное ребро первой пирамиды равпо 3,8 фута. 

153) Боковое ребро правильной четыреугольной пирамиды равно b  
и бокъ ел квадратнаго основаиія равенъ а. Вычислить объемъ пира-
миды, которая, пмѣющая высоту 7», должна быть подобна данной пи-
рамидѣ. 

154) Разность между двумя сходственными ребрами двухъ подоб-
ныхъ иирамидъ, содержаіцихъ 19,683 куб. фут. и 4 ,096 куб. фут., 
равна 1,1 фут. Вычислить эти ребра. 

155) Пирамида, пмѣіоіцая высоту h и основаніе A, разсѣчена  
плоскостью параллельно къ основанію такимъ образомъ, что объемъ 
образовавшейся усѣченной пирамиды равецъѴ . Опредѣлнть нлощадь  
сѣчепія. 



156) Бокъ пшкняго оснонанія усѣченной четыреугольной пирами-
ды равенъ а, бокъ верхняго основанія равенъ Ь и высота нпрамиды 
равна h. На сколько должна отстоять отъ ннжняго основаиія плос-
кость, проведенная параллельно къ осиованіямъ н раздѣляющая пи-
рамиду на двѣ равныя частей? 

157) Чрезъ средину высоты пирамиды проведена плоскость па-
раллельно къ основанію; вслѣдствіе чего образовалась усѣченнаяпн- 
рампда, коей объемъ 1 ,645 куб. футамп меньше объема данной пира-
миды. Вычислять объемъ усѣчепной ппрампдн. 

т е о р е м ы . 

158) Число плоскпхъ угловъ, образуемыхъ ребрами многогранни-
ка, вдвое больше чнсла ребръ. 

159) Всякін многогранннкъ можетъ быть раздѣленъ на тетраэдры. 
160) Объемы двухъ тетраэдровъ SABC н S abc, имѣющнхъ общій  

треграиный уголъ S, относятся между собою, какъ произведенія  
SA. SB . SC u Sa. S h. Se ребръ, составляющпхъ этотъ трегранный уголъ. 

161) Объемъ иравнльнаго тетраэдра, коего ребро равно а, выра-
a ' v 2. 

жается чрезъ - f f -
162) Въ какомъ-нибудь тетраэдрѣ SABC плоскость SAD, раздѣ- 

ляющая двугранный уголъ BASC на двѣ равныя части, раздѣлнтъ  
противолежащее ребро ВС на части, пропорціоиальиыл къ прплежа-
щнмъ гранямъ SAB и SAC. 

163) Два многогранника суть спметрпческіе, если пхъ соотвѣт- 
ствѵющія вершины расположены симетрнческн относительно одной п 
той-же плоскости. 

1 6 4 ) Два спметрпчеекіе многогранника могутъ быть раздѣлены  
на одппакое чпедо симетрпческихъ тетраэдровъ. 

164 ,а) Два спметрнческіе многогранника равномѣрны. 
165) Е С Л И на прямыхъ OA, OB, ОС..., соединяющих® какую-ни-

будь точку О съ вершинами А, В, С.... многогранник^, или на про-
должена! этпхь прямыхъ отложены пропорціональные пмъ отрѣзки 
Oa, Ob, Ос...., то образуется многограшшкъ съ вершинами а, Ъ, с 
подобный данному многограннику. 



отдѣлъ I I I . 

о К Р І Г Л Ы Х Ъ Т Ѣ Л А Х Ъ . 

П Е Р В А Я Г Л А В А . 

Происхожденіе цилиндрической ноиерхности . Прямой цилиндръ с ъ к р у г о в ы м и 
основаніпми. Б о к о в а я п о в е р х н о с т ь , полная п о в е р х н о с т ь и о б ъ е м ъ прямаго ци-

линдра. Р а з в е р т ы в а н і е цилиндрической п о в е р х н о с т и на плоскости . 

1 2 2 . Прямая А а (фиг. 3 0 1 ) , перемѣщающаяся по кривой ли-
Фиг. 301. Нщ параллельно къ постояппой прямой, производить-

к цилиндрическую поверхность. Подвижная прямая 
А а называется производящею, а кривая линія, по 
которой совершается ея двпженіе, получаетъ на-
званіе направляющей. 

Если направляющею взята сомкнутая кривая 
линія A M B N , а производящею взята прямая А а , 

то при движеніи точки А ио кривой линіи A M B N , оконечность а 
опишетъ на плоскости, параллельной къ плоскости данной направляю-
щей, кривую линію ambn, равную направляющей A M B N . 

Тѣло, ограпиченпое цилиндрическою поверхностью и параллель-
ными плоскостями A M B N и ambn, называется цилиндромъ. 

Поверхность, образовавшаяся движеніемъ прямой А а , называется 
боковою поверхностью цилиндра. Плоскости, ограппченныя кривыми 
линіями A M B N и атЫ, суть основанія цилиндра. 

1 2 3 . Цилиндръ называется прямымъ, если его производящая 
перпендикулярна къ плоскостямъ его оспованій. Если-же производя-



» 

щая имѣетъ наклонное положеніе относительно основаній, то цилиндръ 
называется наклоннымъ. Если направляющая цилиндра есть окруж-
ность круга, а производящая перпендикулярна къ этому кругу, то 
цилиндръ называется прямымъ съ круговымъ основаніемъ. 

Представимъ себѣ, что прямоугольникъ А С с а (фиг. 3 0 2 ) обра-
Фиг. 302. щ а е т с я около стороны Сс; тогда обращеніемъ прямыхъ 

^ и с а ^разуются два равные круга, которыхъ плоскости 
перпендикулярны къ прямой С с, а прямою А а, остающеюся, 
при обращепіи прямоугольника постоянно параллельною къ 
С с , образуется цилиндрическая поверхность. Отсюда мы 
заключаемъ, что обращеніемъ прямоугольника АСга около 

стороны Сс образуется тѣло, ограниченное цилиндрическою поверх-
ностью и двумя равными кругами, коихъ плоскости перпендикулярны 
къ производящей; т . е. образуется прямой цилиндръ съ круговымъ 
основаніемъ; слѣдовательпо прямой цилиндръ происходитъ отъ 
обращенья прямоугольника около одной изъ его сторонъ. Разстоя-
ніе С с между основаніями прямаго цилиндра, равное его производящей, 
называется его высотою. Прямая С с называется, также осью пря-
маго цилиндра. 

При обращеніи прямоугольника АС са около его бока С с всякая 
точка Ü прямой А а описываетъ окружность круга, коего центръ на-
ходится на оси С с и коего плоскость перпендикулярна къ оси; потому-
что при обращепіи прямоугольника, перпендикуляръ D E , опущенный 
изъ точки D иа ось С с , не измѣняетъ своей длины и своего иоложенія  
относительно оси. Всякое сѣченіе прямаго цилиндра плоскостью, пер-
пендикулярною къ его оси, называется прямымъ сѣченгемъ. Отсюда 
слѣдуетъ, что прямыя сѣченія прямаго цилиндра суть равные 
круги. 

Геометрическое мѣсто точекъ, равно-отстоящихъ отъ данной пря-
мой, есть цилиндрическая поверхность, коей направляющая есть 
окружность круга и ось есть данная прямая. 



1 2 4 . Если осноианія какой-нибудь призмы суть многоугольники, 
вписанные въ основаніяхъ цилиндра, то говорятъ: призма вписана 
въ цилиндрѣ. Боковыя ребра призмы, вписанной въ цилипдрѣ, нахо-
дятся на его боковой поверхности. 

В ъ прямомъ цилпндрѣ AD«(? (фиг. 3 0 3 ) съ круговымъ оспова-
ніемъ вписана призма, коей основаніе есть правиль-
ный многоугольникъ, имѣющій п сторонъ. Потом® 

основанія суть правильные многоугольники съ 2и , съ 
4 п , съ 8 « и т. д. сторонами. 

Периметры Р , Р ' , Р " и т. д. этихъ мпогогран-
никовъ, постепенно увеличиваются и все болѣе и 
болѣе приближаются къ окружности С оенованія ци-

линдра, никогда не достигая ея; а потому боковыя поверхности S =  
p h, S ' = Y'h, S " — P "h и т . д. вписанных® нризмъ также посте-
ненно увеличиваются и все болѣе и, болѣе приближаются къ боковой 
поверхности цилиндра, никогда не достигая ея; слѣдователыю боко-
вая поверхность прямаго цилиндра съ круговымъ основаніемъ есть 
предѣлъ, къ которому стремится боковая поверхность вписанной пра-
вильной призмы, если число боковыхъ граней этой призмы сдѣлается  
больше всякаго произвольно большего числа. 

Т а к ъ какъ площади Q, Q', Q " и т. д. правильныхъ многоѵголь- 
пиковъ, впшанпыхъ въ кругѣ С, имѣютъ своимъ предѣломъ пло-
щадь этого круга, то объемы V = Q h, V = Q'A, V " = Q "It и т. д. 
разсматриваемыхъ вписанных® призм®, постепенно увеличиваясь, все 
болѣе и болѣе приближаются къ объему цилиндра, но всегда остаются 
меньше его; слѣдовательно объемъ цилиндра съ круговымъ основа-
ніемъ есть предѣлъ, къ которому стремится объемъ вписанной пра-
вильной призмы, если число боковыхъ граней этой призмы сдѣлается  
больше всякой произвольно большой величины. 

2 2 5 . В ъ какомъ-нибудь цилиндрѣ A D ad (фиг. 3 0 4 ) вписана 
призма ABCDEabcc/e , имѣющая основаніемъ выпуклый маогоуголь-



никъ A B O D E . Раздѣливъ каждую изъ дугъ A B ,  
В С , CD и т. д. на двѣ равныя части и соединив» 
полученный точки съ вершинами А , В , С, D , Е , по-
лучимъ многоугольник», имѣющій вдвое больше сто-
ронъ, нежели многоугольникъ A B O D E . Точно та-
кимъ-же образомъ составим» многоугольпикъ, пмѣю- 
щій вдвое больше сторонъ, нежели второй многоуголь-
пикъ. Потомъ построим» четвертый многоугольникъ 

имѣющій вдвое больше сторонъ, нежели третей, и продолжим» это 
дѣйствіс до безконечности. При этомъ стороны многоугольников», по-
степенно уменьшаясь, будут» приближаться къ пулю, и также бо-
ковыя грани призмъ, построенных» на этихъ мпогоугольникахъ, все 
болѣе и болѣе приближаются къ нулю; слѣдовательно боковая поверх-
ность и объемъ цилиндра A D V « суть предѣлы, къ которым» стремятся 
боковая поверхность и объемъ вписанных» призмъ. 

1 2 0 . т е о р е м а . Боковая поверхность прямою цилиндра съ 
круювымъ оснооаніемъ измеряется произведеніемъ окружности 
его основанья на высоту. 

В ъ дапномъ прямом» цплиндрѣ съ круговым» оспованіемъ (фиг.* 
ВОЗ) вписана прямая призма ABGBWabcdef. Безкоиечнымъ удвое-
ніемъ числа сторонъ многоугольника A B C D E F (или числа боко-
в ы х » граней призмы) получится призма, имѣющая основаніе, ко-
тораго периметр» Р„ такъ близко подходит» къ окружности С осно-
ванія цилиндра, что разность С — Р п меньше всякой произвольно 
малой величины; тогда разность между боковыми поверхностями цп-
липдра и разематриваемой призмы также должна быть меньше вся-
кой произвольно малой величины; а потому мы въ нравѣ принять, 
что периметр» Р„ сливается съ окружностью С и боковая поверх-
ность призмы совпадает» съ боковою поверхностью цилипдра. По 
этой причппѣ мы принимаем» цилиндр» за призму, пмѣющую осно-
ваніемъ мпогоугольникъ, стороны котораго, меньшія всякой произ-
вольно малой величины, сливаются съ окружпоетью основанія ци-



линдра. Зная, что боковая поверхность правильной призмы, имѣющей  
основание съ какимъ угодно числомъ сторонъ, измѣряется произведе-
ніемъ периметра ея основанія на высоту, мы заключаемъ, что боковая 
поверхность цилиндра измѣряется ироизведеніемъ окружности его осно-
вами па высоту. 

Назвавъ чрезъ R радіусъ основанія цилиндра, чрезъ h его вы-
соту А а н чрезъ S его боковую поверхность, получимъ формулу 

S - 2 - R . h . 
Полная поверхность цилиндра, состоящая изъ его боковой по-

верхности и суммы площадей его основаній, равна 
Т = 2-kR.1i - f 2TCR2 = 2TCR ( R - f h). 

1 2 7 . С Л Б Д С Т В І Е . Д в а прямые цилиндра съ круговыми оенова-
иілми подобны, если прямоугольники А С с а и A ' C ' c V , обращепіемъ  
которыхъ произошли эти цилиндры, подобны; слѣдоватсльно два пря-
мые цилиндра съ круговыми основаніями подобны, если ихъ высо-
ты С с и С 'с ' пропоргуональны ртдіусамъ АС и А ' С оенованій. 

Назвавъ чрезъ S и S ' боковыя поверхности двухъ подобныхъ пря-
мыхъ цплиндровъ съ круговыми основаніями, чрезъ Т и Т ' ихъ полныя 
поверхности, чрезъ h и h' ихъ высоты и чрезъ 11 и R ' радіусы и х ъ 
основапій, получимъ 

= S = 2 T C R . A , S ' = 2 ~ R ' . A ' ; откуда 
S RA _ R h 
S' — .R'h' R' " h' ИЛИ 

S КЛ J I _ A» 
~S R R'» 0 S ' — A' 2 ' 

И з ъ данной пропорціп ft = составятся сложный пропорціи 
R + A _ R R + A _ A 

: R ' + H' ~ R ' 0 R' + A' ~ A' ' 

Зная, что T = 2 t c R ( R + h) и T 1 = З и Е ' ф ' + й ' ) , получимъ  
Т _ RCR + А) _ R R + A .  

T'" 7 " R'(R' + H') ~~~ R' *R' +A' ' о т к У А а 

_ T _ _ R R _ R» T A2 . 
"T' ~ R ' " R ' ~ ~ R*2 0 T ' 



слѣдовательно боковыя или полныя поверхности двухъ, подобныхъ 
прямыхъ цилнндровъ относятся между собою, какъ квадраты 
радгусовъ ихъ оснований и какъ квадраты ихъ выеотъ. 

1 2 8 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . В ъ наклонномъ цилиндр! А Ш а (фиг. 3 0 4 ) 
вписана призма A B C D E a h c d c . Боковая поверхность этой призмы, 
состоящая изъ параллелограмовъ A B b», В Geb, ('Dde и т. д . , изм!-
ряется периметромъ Р ея прямаго сѣченія F G H K L , помноженнымъ 
на ребро Ха ( 8 2 ) . Удвоивъ число боковыхъ граней этой призмы до 
безконечности, мы можемъ сд !лать разность между боковыми поверх-
ностями цилиндра и призмы мемыне всякой произвольно малой вели-
чины; тогда разность между прямымъ с!чепіемъ F G H K L цилиндра 
и прямымъ с!ченіемъ призмы также будетъ меньше всякой произ-
вольно малой величины. Отсюда но предъидущему ( 1 2 7 ) мы заклю-
чаемъ, что боковая поверхность наклонного цилиндра измѣ- 
ряется длиною его прямаго сѣченія, помноженною на его произ-
водящую. 

1 2 9 . Прими,чаніе. Боковая поверхность прямой призмы, бу-
дучи развернута па плоскости, представится въ в и д ! прямоугольника, 
коего основаніе равно периметру основанія призмы и высота равна ея вы-
с о т ! . В ъ самомъ д ! л ! , представимъ себѣ. что призма A B C D E F f f i b c d e /  
(фиг. 3 0 3 ) прор!зана по направленію ея- ребра А а, и что грань 
А В Ь о , обращаясь около ребра ВЬ, помѣстится на продолженіи плос-
кости В О Ь ; тогда ребра В А и да, перпендикулярныя къ ребру В Ь , 
помѣстятся на продолженіи ребръ С В и rb, оставаясь перпендику-
лярными къ ВЬ . Потомъ обратимъ д в ! соединенный грани около 
ребра С<" такимъ образомъ, чтобы ихъ плоскость составляла продол-
женіе грани CD de. Продолживъ это дѣйствіе онисаннымъ сбразомъ, 
мы приведемъ всю боковую поверхность призмы въ плоскость послѣд- 
ней грани F A f i / ; тогда эта боковая поверхность изобразится прямо-
угольнякомъ A ' A W (фиг. 3 0 5 ) , коего основаніе А ' А " равно пе-
риметру A B + В С + CD + D E + E F + F A и высота А ' « ' равна 
боковому ребру А а. Если число сторонъ правильной призмы, вписан-



а а 
Ф и г - 3 0 5 - пой въ цилиндрѣ, увеличивается до 

безконечности, то образуется прямо-
угольнпкъ A ' A ' W , коего высота 
А ' в ' равна высотѣ призмы, а осно-
ваніе А ' А " такъ близко подхо-

~ л дитъ къ окружпости основа пія ци-
линдра, что разность между этими линіями меньше всякой произ-
вольно малой величины; тогда прямоугольником» A ' A ' W , коего 
основаиіе равно окружности оснонанія цилиндра и высота равна его 
высотѣ, изобразится развернутая поверхность цилиндра. 

130. Теорема. Объемъ прямою цилиндра съ круіовымъ  
основаніемъ измеряется площадью ею основанья, помноженною 
на его высоту. 

В ъ прямом» цилипдрѣ AD.7« (фиг. 3 0 3 ) вписана прямая приз-
ма A B C D E F a ß « / e / , коей основаніе правильный мпогоугольникъ. 
Извѣстно (121), что постепеннымъ удвоеніемъ числа сторонъ много-
угольника A B C D E F , его площадь такъ близко подходите къ площади 
круга A C F , что разность между этими площадями сдѣлается меньше 
всякой произвольно малой величины ; тогда разность между объемами 
цилиндра и призмы также будетъ меньше всякой произвольно малой 
величины; а потому мы можем» замѣнить площадь основанія и объ-
емъ призмы площадью основанія и объемом» цилиндра, принимая 
цилиндръ за правильную призму, имѣющую основаніемъ многоуголь-
ник», котораго сторопы сливаются съ окружностью круга. ІІзвѣстно  
( 9 1 ) , что объемъ прямой призмы, имѣющей основаніе съ какимъ уго-
дно числомъ сторонъ, измѣряется произведеніемъ площади ея основа-
вія на высоту; слѣдовательно объемъ прямаго цилиндра равенъ пло-
щади его основапія, помноженной на высоту. 

Назвавъ объемъ прямаго цилиндра чрезъ V , радіусъ его осно-
ванія чрезъ R и его высоту чрезъ h, получимъ формулу 

V = t t R 2 . 7г. 
С Л Ъ Д С Т В І Е . Если объемы двухъ подобныхъ прямыхъ цилиндров» 
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суть У и V , радіусы и х ъ оспованій равны R и R ' и и х ъ высоты с у т ь 
Л и h', то получимъ 

* = V = i r R \ h и Y ' = tcR'2.A'2; 

откуда 
V -RV/ __ R5 h 
V' — T.R'W ~ ~ R'"*' H' И Л И 

V _ _ R» R _ R» 
V R ' » ' R 7 И 

V _ h1 h __ h» .  
V' — h'1 h' A'« ' 

слѣдовательно объемы подобныхъ цилиндровъ относятся между 
собою,какъ кубырадіусовъ ихъ основаны или какъ кубы ихъ высота 

Если R = R ' , то получится 
ѵ — а • 
V' — Л' > 

т. е. объемы двухъ прямыхъ цилиндровъ, имѣющихъ равные ра-
д/усы основаній, относятся между собою, какъ ихъ высоты. 

Если h = h', то составится пропорціл 
V _ R» 
V — R-'Г ; 

слѣдовательно объемы двухъ прямыхъ цилиндровъ, имѣющихъ рав-
ныя высоты, относятся между собою, какъ квадраты радіусовь  
ихъ основаны. 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

166) Вычислить *) боковую поверхность цилиндра, коего высота 
равна 18 фут. в діалетръ оспованія равенъ 2,5 фут. 

167) Боковая поверхность цилиндра, коего діаметръ основанія со-
держите 2 ,5 фута равна 196.35 квад. фут. Сколько футе содержит® 
высота цилиндра? 

168) Боковая поверхность цилиндр», коего высота содержитъ 12 ,5 
фу га, равна 82,5 квадр. фут. Сколько фѵтъ содержите діаметръ осио-

ванія? ( я = у ) . 

169) Въ цилиндр!., коего высота равна 24 фут., и діаметръ осно-

*) Дія рѣшенія этихъ вопросовъ должно взять - 3,14. 



ванія равенъ 2,8 фут., вішсанъ параллелопипедъ съ квадратным» 
основаніемъ. На сколько полная поверхность цилиндра больше пол-

22, 
нон поверхности параллелопипеда? ( " = у ) 

170) Вычислить объемъ цилиндра, коего высота равна 12 фут. п 
радіусъ основанія равен» 1 Ѵз фут. 

171) Окружность цилиндра, коего высота равна 4 8 фут., содер-
жит» 14 ,13 фут. Сколько кубическ. футъ содержит» объемъ цилин-
дра? 

172) Въ прямоугольном» параллелоішиедѣ, коего высота равна 35 
фут., а бокъ квадратнаго основаиія содержит» 2,4 фута, вписаиъ 
цилиндр». На сколько объемъ цилиндра меньше объема парал.іело-

о /_ 22» 
пипеда? — у ) . 

173) Сколько футъ содержит» діаметръ цплиндра, коего высота 
14,8 фута и объемъ содержит» 540.2 куб. фут? 

174) Въ цплііндрическій сосуд», коего діамегръ равепъ 9 дюйм., 
налита вода сосудом», коего діаметръ равенъ 3 дюйм, и высота равна 
8 дюйм. Сколько футъ высоты заняла вода въ первом» сосудѣ, если 
вторым» сосудом» вода наливалась 6 раз»? 

175) Вывести выражеиіе для объема цилиндра, коего высота раина 
h ц боковая поверхность равна Р. 

176) Вывести выражеиіе для объема цплпндра, коего полная по-
верхность равна Т и діаметръ основанія равен» D. 

177) Высота цилиндра равна діаметру его основанія и радіусъ  
основанія равенъ R. Вывести выраженіе для объема п полной поверх-
ности этого цилиндра. 

178) Вывести выражеиіе для объема цилиндра, коего полная по-
верхность равна Т н высота равна діаметру основанія. 

179) Вывести выраженіе для объема цилиндра, коего полная по-
верхность равна Т и окружность основанія равна Р. 

180) Сколько футъ содержит» высота н діаметръ основанія ци-
линдра, если его объемъ равен» 25,12 куб. фут. и полная поверхность 
равна 56,52 квадр. фут? 

1811 Вывести выражеиіе для полной поверхности цилиндра, коего 
объемъ равенъ V и высота равна h. 

182) Вычислить высоту и діаметръ основапія цилиндра по из-
вестному объему V и данной боковой поверхности S. 



183) Скотько футъ содержитъ діаметръоснованія цилпидра, коего 
высота равна 14 ф. и полная поверхность содержитъ 1195 7/ад квад. фут.? 

184) Окружность цилиндра, коего полная поверхность содержитъ 
1 1 7 3 / і квадр. фут., равна его высотѣ. Сколько футъ содержитъ діа- 
метръ основаиія? 

185) Высота цилиндра 20 ,44 футами больше окружности его оспо-
ванія п его полная поверхность, содержитъ 439 ,6 квад. фута. Сколь-
ко футъ содержптъ его высота0 

186) Высота цилиндра, коего полная поверхность содержптъ 
1 2 7 , 6 2 7 5 квадр. фута, въ шесть разъ больше діаметра основаиія.  
Сколько футъ содержитъ высота? 

187) Поверхности двухъ подобныхъ цилиндровъ равны 17,64 квад. 
ф>ут. u 30 ,25 квад. фут., а окружность меньшаго цилиндра, содержитъ 
8 ,4 фута. Сколько футъ содержитъ окружность болыпаго цилиндра. 

1 8 8 ) Высота цилиндра, коего полная поверхность содержитъ 6 9 , 0 8 
квад. фут., равна 10 фут. Сколько кубическ. футъ содержитъ объемъ 
этого цилиндра? 

189) Сумма объемовъ двухъ цилиндровъ, имѣющнхъ высоты въ 
1 ,2 фут. и 1 . 5 Фут., равна 4 куб. фут. Сколько куб. футъ содержитъ 
каждый цплнндръ? 

1 9 0 ) Высота цилиндра, коего объемъ содержитъ 1 0 3 ',8 куб. фута, 
больше окружности основанія па 1 3 ' Д фута. Сколько футъ содержитъ 

• о л, 22.  діаметръосновашя?<+ = 7 ) . 

т е о р е м ы . 

191) Сѣченіе цилиндра плоскостью, проведенною чрезъ его ось пли 
параллельно къ оси есть нараллелограмъ. 

1 9 2 ) Сѣченія прямаго цилиндра съ круговымъ основашемъ плос-
костями, проведенными параллельно къ оси, суть прямоугольники, а 
сѣченія плоскостями, проведенными чрезъ ось, суть равные прямо-
угольники. 

193) Плоскость, проходящая чрезъ производящую A B цилпидра и 
прямую ВС, касающуюся къ основанію цилиндра въ точкѣ В , ка-
сается къ боковой поверхности этого цилиндра по поправленію пря-
мой AB. 

1 9 4 ) Если прямая A B , ограниченная поверхностью цилиндра 



пересѣкаетъ его ось, то эта прямая дѣлится осью иа двѣ равныя 
части. 

195) Полная поверхность прямаго цилиндра, коего радіусъ осио-
ванія равенъ R и высота равна h, равномѣрна кругу, коего радіуеъ  
есть средняя нрбіюрціональная между суммою 7і+ R я діаметромъ 2 R 

i 
В Т О Р А Я Г Л А В А . 

Происхожденіе конический п о в е р х н о с т и . Прямой к о в у е ъ съ к р у г о в ы м ъ осио-
ваніемъ. У с ѣ ч е н н ы й к о н у с ъ с ъ круговыми основаниями. Б о к о в а я п о в е р х н о с т ь , 

полная п о в е р х н о с т ь и о б ъ е м ъ ирямаіо и у с ѣ ч е н н а г о к о н у с а . 

1 3 0 . Прямая s a (фиг. 3 0 6 ) , иерсмѣщающаяся по кривой ли-
ши, и при этомъ постоянно проходящая чрезъ 
точку s неподвижной прямой s o , производите 
коническую поверхность. Постоянная прямая 
s o называется осью конической поверхности, 
точка s — ея вершиною, прямая s a — ея 
производящею или рсбримъ, кривая лшіія  
B M D N — направляющею. 

Если производящая s a , при ея обращеніи около неподвижной 
точки s , составляетъ постоянно одинъ и тотъ-же уголъ и съ прямою 
s o , то какая-нибудь точка В производящей ЗАонишетъ окружность 
круга, котораго плоскостьиерпендикулярна къ ирямой s o и коего центръ 
находится на этой прямой. Дѣйствительно, при обращеніи прямой 
S A , перпендикуляръ В С , опущенный изъ точки В на прямую SO,  
ne измѣняетъ своей длины и сохраняете перпендикулярность къ пря-
s o . Отсюда мы заключаемъ, что геометрическое мѣсто нрямыхъ, 
проходящихъ чрезъ данную точку s и составляющихъ постоянный 
уголъ п съ данною прямою s o , есть коническая поверхность, имѣю- 
щая вершину S и ось S O . 

1 3 1 . Тѣло, ограниченное коническою поверхностью и плоскостью 
B M D N , называется конусомъ. Плоскость B M D N , ограниченная кри-
вою лияіею, есть дснованіе конуса, разстояніе s c вершины s отъ 



плоскости осповашя, называется высотою, п поверхность, происшед-
шая отъ обращенія прямой S B , называется боковою поверхностью 

конуса. 
Конусъ, происшедшій отъ обращепія прямоугольна го треугольника 

S A C (фпг. 3 0 7 ) около катета S C , называется прямымъ конусомъ 

съ круювымъ основаніемъ. Ось SC (пли высота) этого конуса должна 
пройти чрезъ центръ С круговлго основанія. 

Д в а прямые конуса съ круговыми основаніями  
подобны, если прямоугольные треугольники, обра-
щеніемъ которых» они произошли, подобны. 

1 3 2 . Если изъ какой-нибудь точки а гипоте-
нузы S A прямоугольнаго треугольника SAC (фиг. 
3 0 7 ) , обращеніемъ котораго около катета SC обра-
зовался прямой конусъ съ круговым» основаніемъ, 

опущен» перпендикуляр» ас на ось SC, то прямая ас опигаетъ круг», 
коего цептръ находится на оси SC и коего плоскость перпендикулярна 
къэтой оси, потому-что прпобраіценіи прямоугольного треугольника sac  
около катета sc, прямая ас не измѣняетъ своей длины и остается 
перпендикулярною къ прямой SC. Отсюда слѣдуетъ, что всякое сѣ - 
ченіе прямаго конуса съ круговым» основаніемъ плоскостью, прове-
деннною перпендикулярно къ оси, т . е. параллельно къ оспованію,  
есть круг» , котораго центръ находится иа осн. 

Часть A B Б л конуса, заключенная между его основанісмъ и сѣче- 
ніемъ, параллельным» къ основапію, называется усѣченнымъ кону-
сомъ съ параллельными основаньями. 

1 3 3 . Если оснвваніе ппрампды многоугольникъ 
A B C D E F (фиг. 3 0 8 ) , вписанный въ оспованіи ко-
нуса, п ея вершина совпадаете съ вершиною этого 
конуса, то пирамида вписана въ конусѣ. Боко-
выя ребра пирамиды, вписанной в ъ конусѣ , нахо-
дятся на его боковой поверхности. 



В ъ прямой конусъ съ круговымъ оеюваніемъ вппшемъ правиль-
ную пирамиду, коей оснопаніе правильный многоугольникъ съ п сто-
ронами. Означивъ бокъ À B (фиг. 3 0 8 ) этого основанія чрезъ а, 
боковое ребро S A пирамиды чрезъ / и апоѳему S G чрезъ h, получимъ 

— " . Потомъ впишемъ в ъ этстъ-же конусъ правильныя пи-
рамиды, имѣющія 2 п , i n , 8м и т. д. боковыхъ граней. Периметры Р , 
Р ' , Р " и т. д. основаній этихъ пирамидъ, постепенно увеличиваясь, все 
болѣе и болѣе приближаются къ окружности С основанія конуса, но 
всегда остаются меньше ея. При этомъ соотвѣтствующія апоѳеыы по-
степенно приближаются къ боковому ребру I (потому-что съ уменыне-
ніемъ стороны а , разность V 1 — ^ постепенно увеличивается и ве-
личина Ь — постепенно приближается къ велпчинѣ 
у I 2 = Т) и боковыя поверхности S , S ' , S " и т. д. вписанныхъ пи-
рамидъ все болѣе и болѣе приближаются къ боковой поверхности ко-
нуса; слѣдовательно боковая поверхность прямаго конуса есть нре-
дѣлъ, къ которому отремдтся боковая поверхность внисанпой пра-
вильной пирамиды, если число боковыхъ граней этой пирамиды сдѣ- 
лается больше всякой произвольно большой величины. 

Объемъ правильной пирамиды, вписанной въ прямомъ конусѣ,  
всегда меньше объема этого конуса, потому-что оспованіе пирамиды 
должно быть меньше основанія конуса. Объемъ этой пирамиды, по 
мѣрѣ увеличенія числа ея боковыхъ граней, все болѣс и болѣе при-
ближается къ объему конуса; слѣдователыю объемъ прямаго конуса 
есть предѣлъ, къ которому стремится объемъ вписанной правильной 
пирамиды, если боковыя грани ея сдѣлаются меньше всякой произ-
вольно малой величины. 

* 

134. Теорема. Боковая поверхность прямаго конуса съ 
круговымъ основатели измѣряется произведенгемъ окружности 
основанія на гголовину ребра конуса. 

В ъ данномъ прямомъ конусѣ вписана правильная пирамида (фиг. 



308). Удвоивъ число боковыхъ граней этой пирамиды до безконеч-
ности, мы можемъ дойти до пирамиды, имѣющей основаніе, котораго 
периметръ Р п такъ близко подходитъ къ окружности С основанія  
конуса, что разность С — Р п будетъ меньше всякой произвольно ма-
лой величины; тогда разность между боковыми поверхностями конуса 
и этой пирамиды и разность между ребромъ конуса и апоѳемою пира-
миды будутъ меньше всякой произвольно малой величины. По этой 
причин! мы въ п р а в ! принять прямой конусъ за правильную пира-
миду, имѣющую основаніемъ многоугольнпкъ, котораго стороны мень-
ше всякой произвольно малой величины, т. е. которыя сливаются съ 
окружпостью основанія. Т а к ъ какъ боковая поверхность правильной 
пирамиды, имѣющей какое угодно число боковыхъ граней, и з м ! -
ряется произведеніемъ периметра оспованія па половину апоѳемы, те 
замѣпивъ эту боковую поверхность, периметръ основанія и апоѳему  
соотвѣтственно : боковою поверхностью конуса, окружностью основа-
нія и ребромъ, мы узнаемъ, что боковая поверхность прямаго конуса 
равна окружности основанія, помноженной на половину ребра. 

Означивъ боковую поверхность прямаго конуса чрезъ S , его 
ребро чрезъ I и радіусъ круговаго Основапія чрезъ R , получимъ 
формулу 

S = 2 t c R . - J - = tcR.Z. 

Полная поверхность прямаго конуса съ круговымъ осиованіемъ равна 
Т = Х І У + - R 2 = i c R ( J + R ) . 

1 3 5 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Если два прямые конуса, коихъ ребра суть 
I и V, радіусы основаній равны R и R ' , и высоты суть h и h', по-

. I II H . 1 + К добпы, ТО получится -JT = R T = Д, и сложный нропорцш v R 

I r h = j — = н , - = д, • Н а з в а в ъ боковыя поверхности этихъ конусовъ 
чрезъ S 'H S ' и ихъ полныя поверхности чрезъ Т и Т ' , получимъ 
проиорціи 

S RRJ R F J T _ _ Б(L + R ) _ R Z + R , 9 Ч 
I E - T.RT R' " I ' B 1 ) И Т ' — R ' ( { ' + R ' ) — R ' Z ' + R ' SSY* 



R I 
В ъ пропорціи ( 1 ) замѣнивъ -рг дробью ,, и потомъ 

дробью ft, получимъ 
S _ R» 
S ' R ' 2 

p V* L — ' T) I n— I», и также о 

В ъ пропорцію ( 2 ) подставимъ В вмѣсто ft j ! , , получимъ 
т r 2 _ . t l* h* 

r£, — j»,2 9 также rj., — j/, — д/2 • 
Отсюда слѣдуетъ, что полныя поверхности двухъ подобныхъ 

прямыхъ конусовъ, также ихъ боковыя поверхности, относятся 
между собою, какъ квадраты радіусовъ основаній, какъ квадра-
ты ребръ и какъ квадраты высотъ. 

1 3 6 . С Л В Д С Т В І Е . Обраіцепіемъ грани S A B правильной пира-
миды S A B C D E F (фиг. 3 0 8 ) около ребра S B , помѣстимъ эту грань 
на продолженіи грани S B C . Потомъ обратимъ двѣ соединенпыя грани 
около ребра SC такимъ образомъ, чтобы пхъ плоскость помѣстилась  
на продолженіи грани SCD. Продолжимъ это дѣйствіе до тѣхъ гіоръ,  
пока всѣ боковыя грани пирамиды помѣстятся въ одной плоскости съ 

послѣднею гранью S F A ; тогда образовавшимся 
полигональнымъ секторомъ S a b e d e f a ' (фиг. 
3 0 9 ) представится па плоскости развернутая 
боковая поверхность пирамиды. Основаніе  
этого сектора правильная ломанная линія, рав-
ная периметру основанід пирамиды. 

Если число сторонъ правильной пирамиды, 
вписанной въ прямомъ конусѣ , увеличится до 
безконечности, то на плоскости образуется 
секторъ, коего радіусъ равенъ боковому ребру 
S A пирамиды, а дуга равна окружности оспо-
ванія конуса. Образовавшимся секторомъ S a d a '  
(фиг. 3 1 0 ) представляется на плоскости раз-
вернутая боковая поверхность конуса. Н а -
звавъ чрезъ I ребро даннаго конуса, чрезъ R 

а2 

а'2 

1 + R 



радіусъ его основанія, чрезъ п число градусовъ, содержащихся въ 
углѣ а о а ' сектора, получимъ пропорцію 

п дуг . а і і а ' 

360» — 2-1 ~ > 

но дуга ada' = 2 T U R , слѣдовательпо 
п 2лr о с п о r 

Если Z = 2 R , то п — 1 8 0 ° , т . е. дуга развернутой боковой по-
верхности конуса равна полуокружности. Прямой конусъ, коего 
окружность осповаиія представляется на плоскости полуокружностью, 
называется равнобочнымъ. В ъ сѣченіи этого конуса плоскостью, 
проходящею чрезъ его ось , получается равпосторонній треуголь-
ник». 

1 3 7 . т е о р е м а . Боковая поверхность усеченного конуса съ 
параллельными основаниями измеряется полусуммою окружно-
стей его основании помноженною на его ребро. 

Боковая поверхность усѣченнаго конуса A B E D (фиг. 3 1 1 ) рав-
Ф и г . 3 1 1 . 

няется разности боковых» поверхностей прямыхъ конусов» S A B и 
S D E . К ъ ребру S B изъ его окопечпости В возставимъ перпендп-
куляръ B E , равный длинѣ окружности основанія конуса S A B . Сое-
динив» точки S n L , проведемъ нрямую E N параллельно къ B L и 
докажем», что прямая E N равна длинѣ окружности основанія конуса 
S D E . Для этого раземотримъ подобные треугольники S E F и S B C ,  
изъ которыхъ получится 

S E _ _ E F _ окруж. E F _ 
S B В С " о к р у ж . В С 



и изъ подобшхъ треугольниковъ S E N и S B L выводится 
SE EN 
SB BL " 

Наконецъ изъ выведенныхъ пропорцій составится иропорцін 
окруж. Е Е E N 
окруж. ВС BL ' 

въ которой послѣдующіе члены равны; следовательно также предъ-
идущіе члены равны, т. е. 

окруж. E F = E N . 
Зная, что боковая поверхность конуса S A B измѣряется произведе-

ніемъ Ѵ^окруж. В С Х S A и площадь треугольника S B L равна произ-
веденію V a . B L X S B , ашзамѣчаеыъ, что боковая поверхность конуса 
S A B равномѣрна площади прямоугольнаго треугольника S B L . Т а к ъ 
какъ боковая поверхность конуса S D E измѣряется пропзведеніемъ  
Va окруж. E F X S D и площадь треугольника S E N равна V a E N X S E ,  
то боковая поверхность конуса S D E равномѣрна площади прямоуголь-
наго треугольника S E N . Отсюда слѣдуетъ, что боковая поверхность 
усѣченнаго конуса равномѣрна площади трапеціи B E N L . Т а к ъ какъ 
площадь этой транешп равна В Е Х ( Ы -, ' ) , B L = окруж. ВС и 
E N = окруж. E F , то боковая поверхность усѣчсннаго конуса измѣ- 
ряется произведепіемъ его ребра B E на полусумму окружностей ВС п 
E F его основаній. 

Назвавъ радіусы ВС и E F основаній усѣченнаго копуса чрезъ 
В, и В / , его боковую поверхность чрезъ S , полную поверхность чрезъ 
Т ц ребро B E чрезъ /."'получимъ формулы 

S = Tc(R-f-R')Z и 
т = t t ( r + r ' ) / + ^ в 2 4 - t ï r ' 2 = + r ' 2 + ( r ч - t t o ц • 

1 3 8 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Чрезъ средину I I ребра B E проведя прямую 
H M параллельно къ B L и плоскость параллельно къ основапіямъ  
усѣченнаго конуса, узнаемъ, что прямая Н М равна длинѣ окружно-
сти Н К . Такъ какъ площадь трапеціи B E N L измѣряется ироизве-
деніемъ B E X H M , то боковая поверхность усѣченнаго конуса A B E D 



должна измѣряться произведеніемъ его ребра B E на окружность Н К 
сѣченія, нроведеннаго параллельно къ основаніямъ и равно-отстоя-
щаго отъ иихъ. 

Назвавъ радіусъ Н К чрезъ г , получимъ еще формулы 
S = 2 ъ г Л и T = - ( R 2 + R ' 2 + 2 r / ) . 

С Л Б Д С Т В І Е . Боковая поверхность конуса S A B , будучи развер-
нута на плоскости, изобразится секторомъ S аа' (фиг. 3 1 0 ) и боко-
вая поверхность конуса S D E изобразится секторомъ S c / ; слѣдова- 
тельпо боковая поверхность усѣченнаго конуса A B E D представляется 
на плоскости круговою трапеціею а а ' / е . 

139. Теорема. Объемъ прямаго конуса съ круговымъ осно-
ваніемъ измѣрястся третьего частью произведения площади 
основами на высоту. 

В ъ ирямой конусъ (фиг. 3 0 8 ) вшшемъ правильную пирамиду 
S A B C D E F . Извѣстно, что безконечнымъ удвоеніемъ числа еторопъ 
многоугольника A B C D E F (или числа боковыхъ граней пирамиды), 
разность между площадями круга А Н и многоугольника A B C D E F  
можетъ быть сдѣлана меньше всякой произвольно малой величины; 
тогда разность между объемомъ конуса и объемомъ пирамиды сде -
лается также меньше всякой произвольно малой величины. Но этой 
причинѣ мы въ правѣ замѣнить объемъ пирамиды S A B C D E F объ-
емомъ конуса S A H и площадь основанія A B C D E F площадью круга 
А Н , принимая конусъ за пирамиду, нмѣющую основаніемъ правиль-
ный многоугольникъ, котораго сторона меньіпе всякой произвольно 
малой величины. Такъ какъ объемъ правильной пирамиды, имѣющей  
какое угодно число боковыхъ граней, измѣряется площадью основаиія,  
помноженною на треть высоты, то объемъ конуса измѣряется также 
площадью основанія, помноженною па треть высоты. 

Назвавъ объемъ прямаго конуса чрезъ Y , радіусъ его основанія  
чрезъ R и высоту чрезъ h , получимъ формулу 

v = tcr2.4-. 



1 4 0 . С Л Ъ Д С Т В І Е . Если два прямые конуса, коихъ высоты суть h и 
R h 

h ' и радіусы отнованій равны R и R ' подобны, то должпо быть R , = h , • 

Н а з в а в ъ объемы этпхъ конусовъ чрезъ Y и Y ' , получимъ V = - R 2 3 » 

Y ' = т і і і ' 2 . - ^ - и 
V _ R» J P 
у — r ' v /г< • 

H R 
Замѣпивъ въ этой пропорціи дробь /(, дробью R , , получимъ 

V _ R» . 
V' — R'«"' 

слѣдовательно также получится 
j y _ а» 
V А'» * 

Отсюда слѣдуетъ, что объемы двухъ подобныхъ прямыхъ кону-
совъ относятся между собою, какъ кубы радіусовъ ихъ основа-
ний и какъ кубы ихъ высотъ. 

"Если радіуеы R и R ' равны, то получится у Т = ; т . е. объ-
емы двухъ прямыхъ конусовъ, коихъ радіусы основаній равны, 
относятся между собою, какъ ихъ высоты. 

V R® 

Если высоты h и/г' равны, то получится ѵ , = R i 2 ; т. е. объемы 
двухъ прямыхъ конусовъ, имеющим равныя высоты, относятся 
между собою, какъ квадраты радіусовъ основаній. 

1 4 1 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Извѣстно, что обращеніемъ прямоугольника 
ВСеБ (фиг. 3 0 2 ) около стороны Ce образуется циляядръ А В Б а . В ъ 
то-же самое время прямоугольный треугольникъ С Ьс образуете пря-
мой конусъ. По предъидущему объемъ цилипдра А В Б « = T R 2 . / * И 

объемъ конуса С be = ~ R 2 . t ; слѣдовательно объемъ конуса С Ьс со-
ставляете третью часть объема цилиндра А В Б « , и объемъ, образуе-
мый треугольпикомъ В С Б , соетавляетъ двѣ трети объема цилиндра 
Шла. 

142. Теорема. Усеченный конусъ съ параллельными осно-



Ф и г . 3 1 2 . 

оаніями равномѣренъ суммы, трех» прямых» конусовъ, ымнющихъ  
общею высотою высоту усѣченнаю конуса, а основаньями ниж-
нее основанье, верхнее основанье и среднее геометрическое между 
этими основаньями. 

Данный усѣчснный конусъ A B F D (фиг. 3 1 2 ) равенъ разности 
прямыхъ конусовъ І А В и I 1 ) F .  
Н а плоскости нижпяго огнованія  
усѣчеинаго конуса построимъ тре-
угольную пирамиду Babe, коей вы-
сота S// равна высотѣ 1С u осно-
ваніеяЬсравномѣрио основанію ко-
нуса I A B . Продолженною плос-
костью верхняго основавія уеѣчен-

% 

наго конуса мы разсѣчемъ пирамиду S abc, въ сѣченіи получится тре-
угольникъ def, равномерный кругу І ) Е . В ъ самомъ дѣлѣ , по парал-
лельности основапій усѣченнаго конуса, плоскость 1СА пересічетъ 
верхнее оспованіе по паправлеиію прямой E D , параллельной къ СА; 

. с а і с т т 
а потому составится пропорція E D = 1 Е - Н а з в а в ъ площади круговъ 
СА н E D чрезъ Q и Q', мы имѣемъ  

Q _ cÄ a  

Q' " E D " 

^ р 1с и также Q 
Q' 

По параллельности плоскостей def п abc получится ( 9 7 ) про-

порція " ! % = . Такъ какъ Вд — 1С и S h = I E , то изъ двухъ по-
и"І S h 

слѣдпихъ пропорцій составится иропорція 
abc 

1 def' 
въ которой площади Q и abc равны; следовательно кругъ Q равно-
мѣренъ треугольнику def. Назовемъ площади треугольниковъ abc и 
def чрезъ q и q'. Зная, что объемъ конуса І А В - 1 /3Q X 1С в объ-
емъ пирамиды S abc — 1/sq X By, мы заключаемъ, по равенству пло-
щадей Q и д, и равенству высотъ 1С и By, что конусъ І А В равно-



— i l l -

мѣреяъ пирамидѣ S abc. Объемъ конуса ГОЕизмѣряется проітеденіемъ 
V 3 Q ' X I E , объемъ пирамиды S t f c / р а в е н ъ 1 / з ? ' X S?' , площади Q ' и q '  
равны и высоты I E и S h равны ; следовательно конусъ T D F равномѣ- 
ренъ пирамидѣ S d e f . Отсюда мы заключаемъ, что усѣчѳвный конусъ 
A B F D равномѣренъ усѣченной пирамидѣ abode/; но объемъ этой пи-
рамиды равенъ ѴзЛ/7 (д+'і + V i f и ç? = Q, q'— Q' , kg — Е С ; 
следовательно объемъ усѣченнаго конуса равенъ 

V a E C ( Q + Q ' + v / Q Q ' ) ;  
т . е. этотъ конусъ равноаѣренъ суммѣ трехъ прямыхъ копусовъ, 
имѣющихъ высотою высоту Е С усѣченнаго конуса и соответствую-
щими основаніями : круги CÀ и Е В и среднюю геометрическую между 
этими кругами. 

Назвавъ радіусы CA и Е В чрезъ R и R 1 , и высоту Е С чрезъ h ,  
получимъ формулу 

Ѵ = Ѵз ісй(Е а 4-Д' 8 + Rr). 

. ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ *). 

196) Вычислить поверхность прямаго конуса, коего ребро содер-
жите 7,5 фута и окружность осаоваиія равна 12,56 фута? 

197) ВЫЧИСЛИТЬ поверхность прямаго конуса, коего ребро равно 

18 фут. п діаметръ основаиія равеиъ 10',2 фут. (ж = 2 - ) . 

198) Вычислить боковую поверхность прямаго конуса, коего вы-
сота 16 фут. и діаметрь осиованія 6 фут. 

199) Боковая поверхность прямаго конуса содержите 99 квад. 

фут. п окружность его основанія равна 13,2 фута. Сколько футъ со-

держитъ его ребро и высота? = у ) . 

2 0 0 ) Боковая поверхность прямаго конуса, коего ребро равно 1 7 
фут., содержите 427 ,04 квад. фут. Сколько футъ содержите, діаметръ  
осиованія и высота? 

201) Боковая поверхность прямаго конуса, коего высота равна 
7,5 фута, содержите 106,76 квад. фут. Сколько фу гъ содержите его 
ребро н діамегръ основан ія? 

Для [іѣшенія э т и х ъ в о и р о с о в ъ должно взять - = 3 , 1 і . 



2 0 2 ) Поверхность црямаго конуса содержитъ 39 4/4 квад. фут. и 
его.ребро равно 4 ' Д фута. Сколько футъ содержать діаметръ его 
основанія и высота? 

2 0 3 ) Поверхность прямаго конуса содержитъ 58,96 квад. фут. п 
его ребро 9,2 футами больше діаметра основанія. Сколько футъ со-
держать діаметръ основанія и высота конуса? 2 2/7). 

2 0 4 ) Поверхность црямаго конуса содержать 138,16 квад. фут. и 
окружность его основанія 7,44 футами больше ребра. Сколько футъ 
содержитъ діаметръ основан ія? 

2 0 5 ) Поверхность црямаго конуса содержитъ 7 ,04 квад. фута, а 
его высота и діаметръ оспованія содержать вмѣстѣ 3 ,8 фута. Сколько 
футъ содержать высота и діаметръ основанія? (тс — 2 2/7). 

2 0 6 ) Если діамегръ основанія прямаго конуса, коего поверхность 
содержать 13 ,345 квад. фута, увеличить 1 футомъ и ребро увели-
чить также 1 футомъ, то поверхность образовавшаяся конуса соста-
вить 31,4 к на I,. фута. Сколько футъ содержать діаметръ основанія  
и ребро даннаго конуса? 

207) Вычислить объемъ прямаго конуса, коего высота равна 6 
фут. и радіусъ основанія равенъ 1 ty* фут. 

2 0 8 ) Обращеніемъ прямоугольника ВСсЬ около стороны Сс (фиг. 
3 0 2 ) нропзошелъ цилиндръ, коего высота содержитъ 7 футъ и діа- 
метръ основанія равенъ 2,8 фута. Вычислить объемъ тѣла, происшед-
шая) отъ обращепіл треугольника ВСА. (тс — 2 2/7). 

2 0 9 ) Вычислить объемъ прямаго конуса, коего ребро равно 5,4 
фуга п окружность основанія содержитъ 6 ,28 фута. 

210) Вычислить объемъ конуса, происшедшая обращеніемъ иря-
моугольиаго треугольника SAC (фиг. 307) около катета SC, зная, что 
катете SC = 1,8 фута п катете CA = 1,35 фута. 

211) Вычислить объемъ прямаго конуса, коего боковая поверх-
ность представляется па плоскости круговымъ секторомъ, имѣющимъ  
радіусъ въ 15 дюймовъ и центральный уголъ въ 120°. 

212) Наіітп радіусъ оспованія прямая конуса, коего объемъ со-
держите 397 ,3632 куб. фута и высота равна 12 фут. 

213) Прямоугольный параллелопипедъ, имѣющій измѣренія в ъ 2 4 
фута, 27 футъ и 42 ,39 фута, равномѣренъ прямому конусу, коего 
осиоваиіе имѣетъ въ окружности 169,56 фута. Найти высоту этого 
конуса. 



214) Поверхность прямаго конуса содержит» 439,6 квадрат, 
фу га и его діаметръ равенъ 8 фут. Вычисли гь объем» этого ко-
нуса. 

215) Прямой конусъ, коего ребро равио б 1 » фут. и радіуеъ осно-
вами равен» 2'/г фут., требуется раздѣлить па двѣ равный части 
плоскостью, параллельною къ осиованію. Оиредѣлить разетояиіе этого 
сѣченія отъ вершины конуса. 

216) Сумма объемов» двухъ прямыхъ конусовъ A u l l составляет» 
22 ,765 куб. фут., высота конуса А равна 7 фу г., высота конуса В 
равна 6 фут. и діамегръ осиованія конуса А одним» футом» боль-
ше діаметра основанія конуса В. Опредѣлить объем» каждаго ко-
нуса. 

217) Діаметры основаній двухъ подобныхъ конусовъ равны 1,5 
фута и 2 футам», и объемъ менынаго конуса содержит» 13,5 кубиче-
скаго фута. Найти объемъ большего конуса. 

218) Объемы двухъ подобных» конусовъ суть 34 куб. фут. и 2 7 2 
куб. фут. и высота менынаго конуса равна 8 фут. ІТаптн высоту боль-
шего конуса. 

219) Вычислить боковую поверхность усѣченнаго конуса, коего 
ребро равно 8 фут. н радіусы основанін содержат» 5 футъ п 4 
фута. 

2 2 0 ) Вычислить полную поверхность усѣчеішйго конуса, коего ре-
бро равно 12 фут. н окружности оснбіыиій содержать 25,12 и 15,7 
фута. 

221) Боковая поверхность усѣченнаго конуса содержит» 1246 V* 
квад. фут. и окружности его основаиін раины 40 '/а и 2 8 3 4 фут. Сколько 
фѵтъ содержит» ребро этого конусаV 

222) Боковая поверхность усѣченнаго конуса содержит» 29 ,045 
квад. фут. и радіусы его основаній равны 1,25 и 0,6 фута. Сколько 
футъ содержат» ребро и высота этого конуса? 

223) Полная поверхность усѣченнаго конуса содержит» 96 ,712 
квад. фут. h діаметры его основаніі! равны 6 и 2 фѵт. Сколько футъ 
содержать ребро и высота этого конуса? 4 

224) Поверхность усѣченнаго конуса содержит» 43,9.6 квад. фут,,, 
его боковая поверхность содержит» 30 ,615 квад. фѵт. и ребро-равно 
3,9 фут. Найти радіусы его основаній. 



225) Боковая новерхиость усЬченнаго конуса содержите 44 квад. 
ф у т . , ребро равно 4 фут. и радіусъ нижняго основанія 3 футами 
больше радіуса в е р х н я я основанія. Найти эти радіусы. (тс — 2 2іг). 

220 ) Полная поверхность усѣченнаго конуса содержите 3 9 'Д 
квад. фѵт., е я ребро равно 5 фут. и сумма діаметровъ его основаній  
равна* 4 фут. Сколько футъ содержитъ каждый изъ этихъ діа- 
метровъ? 

227) Принявъ бочку за сумму двухъ равныхъ ѵсѣченныхъ кону-
совъ, имѣющихъ одно общее основаніе, вычислитьвмѣстнмосгь бочки, 
коей высота 7» равна 6 фут., радіусъг дна равенъ 1,3 фута и радіусъR 
выпуклости равенъ 1,7 фута. 

228) Радіусы основаній усѣченнаго конуса равны 3,4 фута и 
1,4 фута, п его ребро равно 5 ,2 фута. Вычислить объемъ этого 
конуса. 

229) Вычислить объемъ усѣчеииаго конуса, коего ребро ра-
вно 5 фут. и окружности его основаній содержать 7,85 и 6,28 
фута. 

2 3 0 ) Усѣченішн конусъ, коего высота равна h и радіусы оспова-
иій суть R п г, раздѣленъ на три части плоскостями, ироведениыми 
параллельно къ основаиінмъ и раздѣляющими высоту h ua три рав-
ныя части. Вычислить объемъ каждой части д а н н а я конѵса. 

• * » 

231) Объемъ усѣчениаго конуса содержите 1186,92 кубическ. 
фут., его высота равна 18 фут. и радіусъ нижняго основаиія ра-
венъ 6 фут. Сколько футъ содержите радіусъ в е р х н я я осно-
ванія ? 

232) Требуется раздѣлить усѣченный конусъ на двѣ равныя ча-
сти плоскостью, параллельною къ его осиованіямъ. Назвавъ высоту 
конуса чрезъ h п радіусул его основаній чрезъ R и г , опредѣлнть раз-
столніе плоскости сѣченія отъ большая основанія конуса и радіусъ  
этого сѣченія. 

233) Объемъ усѣченнаго конуса содержитъ 615 ,44 куб. фута, его 
высота 2 футами больше діамётра нижняго основанія и атотъ діа- 
метръ 7 футами больше радіуса в е р х н я я основанія. Найти высоту и 
радіусы основаній. 



т е о р е м ы . 
234) Боковая поверхность прямаго конуса измеряется произведе-

ніемъ его ребра на окружность круга, проведеинаго чрезъ средину 
ребра. 

235) Сѣченія прямаго конуса плоскостями, проходяіцпмп чрезъ 
его ось, суть равные .равнобедренные треугольники. 

236) Обращеніемъ прямоугольиаго треугольника АБС около ка-
тета AB и потомъ около катета ВС пропсходятъ два прямые конуса, 
которыхъ объемы обратно пропорціональны высотамъ конусовъ. 

237) Объемъ прямаго конуса, коего ребро I равно діаметру осно-

ванія пзмѣряется произведен іемъ ( м тс/3/з. 

238) Объемъ прямаго конуса, коего ребро равно I и высота равна 

А, измѣряетсн нроизведеніемъ l/sTCA(Z+А) (l — h). 
239 ) Если чрезъ какую-нибудь точку С основанія конуса SAB про-

ведены производящая SC и касательная CD къ основанію АСВ, то 
плоскость, проведенная чрезъ эти прямыя, касается къ конусу по на-
правлен ію SC. 

Т Р Е Т Ь Я Г Л А В А . 

Ш а р о в а я поверхность . Ш а р ъ . Сѣченіе шара. Большой к р у г ъ шара. Малый 
к р у г ъ . Полюсы круга . Касательная плоскость. Бадичп. 

1 4 3 . Сферическою ИЛИ шаровою поверхностью называется по-
верхность, происходящая отъ обращенія полуокружности А С В (фиг. 

Фиг. 313. 3 1 3 ) около діаметра A B . При этомъ обра-
А щеніи полуокружности А С В , всѣ точки ея по-

стоянно равно - отстоятъ отъ ея центра О; 
слѣдовательно точки сферической поверхности 
равно-удалены отъ центра ея производящей, 
а потому сферическою поверхностью можпо на-

н звать геометрическое мѣсто точекъ простран-
ства, равно-отстоящихъ отъ постоянной точки, 

27* 



При обращеніи полуокружности А С В , всѣ точки ея оиисываютъ 
круги, коихъ центры находятся на оси А В вращевія и коихъ плос-
кости перпендикулярны къ этой оси. 

Шаромъ называется тѣло, ограниченное сферическою поверх-
ностью, или происходящее отъ обращенія полукруга около діанетра.  
Разетояніе Е О какой-либо точки Е сферической поверхности отъ ел 
центра называется радіусомъ шара. В с ѣ радіусы- шара равны. Пря-
мая A B , соединяющая двѣ точки шаровой поверхности и проходя-
щая чрезъ ел цсвтръ, называется д'шметромъ шара. В с ѣ діаметры  
шара равны, потому-что каждый діаметрь есть удвоенный радіусь. 

1 4 4 . Теореяа. Всякое сѣченіе шара плоскостью есть круіъ. 
Т а к ъ какъ точки образовавшаяся сѣченія находятся на шаро-

вой поверхности, то они равно-удалены отъ центра; но извѣстно ( 1 7 ) , 
что геометрическое мѣсто точекъ какой-нибудь плоскости, равно-
отстоящпхъ отъ постоянной точки, есть окружность круга. 

1 4 5 . О Л Ѣ Д С Т В І К . Если центръ О шара (фиг. 3 1 4 ) находится 

яотенуза OG есть радіусъ R шара и катетъ О Е равепъ разстоянію  
il центра шара отъ плоскости еѣченія. Радіѵсъ г опредѣляется по фор-
м у л ! r'z — R' 2 — с?2. 

Круги сѣченія, коихъ центры совпадаютъ съ центромъ шара и 
коихъ радіусы суть радіусы шара, называются большими кругами. 
В с ѣ болыніо круги шара равны между собою, потому-что ихъ радіусы  
еуть радіусы шара. Д в а большіе круга Л Е В и C E D (фиг. 3 1 5 ) пе-
р е д а ю т с я по направленно діаметра E F шара, потому-что каждый 

Фиг. 314. 
р 

на плоскости сѣченія, то эта точка есть 
центръ сѣченія А С В , нмѣющаго радіу- 
гомъ радіусъ шара. Если-же центръ О 
шара находится впѣ плоскости сѣченія,  
то центръ Е есть проекція центра О на 
плоскости этого сѣчонія ( 1 7 ) . Радіусъ  
E G = г сѣченія D G F есть катетъ пря-
моугольнаго треугольника O E G , коего ги-



Ф п г . 3 1 5 . изъ нихъ проходите чрезъ центръ 
шар*. Т а к ъ какъ эти круги вмѣ-
ютъ общій центръ съ шаромъ, те 
этотъ центръ долженъ находиться 
на ирямой E F ихъ пересѣченія; 
слѣдовательио прямая Ë F есть діа-
метръ больших!» круговъ А Е В и 
С Е В . Отсюда мы заключаемъ, что 
двапересѣкающіесяболішіенруга 
взаимно дѣлтпся на двѣ равныя 

А 

части. 
Кругъ сѣченія, не проходящій чрезъ центръ шара, называется 

малыми кругомъ, потому-что его радіусъ меньше радіуса шара. 
1 4 6 . С л ъ д с т в г в . Всякая прямая, пересѣкаюіцая сферическую 

поверхность, какъ напримѣръ G H (фиг. 3 1 5 ) , имѣетъ съ нею только 
двѣ общія точки, потому-что окружность круга, проходящая чрезъ 
G H и цептръ О шара, пересѣкается этою прямою въ двухъ точкахъ 

1 4 7 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Оконечности Р и Р ' діаметра (фиг. 3 1 4 ) , 
проведенная въ шарѣ перпендикулярно къ кругу D G F , называются 
полюсами этого круга. Д в а параллельные круга Н К и D G F имѣютъ 
одни тѣ-же полюсы Р и Р ' . Центръ О шара, центръ Е какого-нибудь 
круга D G F сѣченія и его полюсы Р и Р ' находятся на одной пря-
мой, перпендикулярной къ плоскости этого круга Большой кругъ 
P C P ' , проходят,ій чрезъ полюсы Р и Р ' круга D G F , перпендикуля-
рен!» къ этому кругу, потоиу-что кругъ P C P ' содержитъ прямую Р Р ' , 
перпендикулярную въ плоскости D G F . 

1 4 8 . С л в д е т в і к . Представимъ себѣ, что шаръ (фиг. 3 1 4 ) 
раздѣленъ кругомъ АО па двѣ части А Р В и А Р ' В , который помѣ-
щепы основанілми па одной и той-же плоскости. Потомъ положит» 
часть А Р В па А Р ' В , мы узнаемъ, что основанія этихъ частей со-
а м ѣ ш т с л , іютояу-что каждое изъ нихъ равно кругу АО; также но-

6 и Н . 



верхпости А Р В и А Р ' В совмѣстятся, потому - что всѣ ихъ точки 
равно-отстоят» отъ общаго центра О шара и основанія АО. Отсюда 
слѣдуетъ, что большой кругъ разделяешь шарь и шаровую поверх-
ность соотоіътспібснно на две равныя части. Каждая половина 
шара называется полушаріемъ. 

1 4 9 . Теорема. Все точки окружности какою-нибудь 
сеченія шара равно - отстоять отъ полюсовь этого круга се--
ченія. 

Прямая Р Е (фиг. 3 1 4 ) , соединяющая нолюсъ Р съ центром» Е 
круга D G F , перпендикулярна къ этому кругу, а прямыя P D , P G ,  
P F суть наклонныя, равно-отстоящія отъ основанія Е перпендику-
ляра Р Е ; слѣдовательно эти наклонныя равны. По равепству хордъ 
P U , P G , P F , соотвѣтствующія имъ дуги больших» кругов» P A P ' ,  
P C P ' , Р В Р ' также равны. 

Такимъ-же образомъ доказывается, что разстоянія Р А , P C , P B  
точекъ болыиаго круга А С В отъ полюса Р равны. Дугамъ Р А , P C , 
P B соотвѣтствуютъ прямые углы Р О А , РОС, Р О В , коихъ вершины 
находятся въ центрѣ больших» кругов» P A P ' , P C P ' , Р В Р ' ; рлѣдо- 
вательно каждая | з ъ дугъ Р А , PC, P B равна четверти окружности 
болыпаго круга. » 

1 5 0 . С Л Ь Д С Т В І Е . Говоря о полюсѣ какого-нибудь малаго круга 
D G F шара (фиг. 3 1 4 ) , мы подразумѣваемъ нолюсъ Р , ближайшій  
къ этому кругу. Прямая P D , соединяющая нолюсъ Р съ какою-нибудь 
точкою 1) малаго круга D G F , называется его полярнымъ разстоя-
нгемъ. Д у г а P G болыпаго круга P C P ' , заключенная между полюсомъ 
Р и какою-нибудь точкою G малаго круга D G F , называется сфе-
рическим?, радгусомъ этого круга. Сферическій радіусъ какого - ни-
будь болыиаго круга А С В равенъ четверти окружности этого круга, 
и полярное разстояніе равно боку квадрата, вписаннаго въ большом» 
кругѣ . 

1 5 1 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Для начертанія окружности на шаровой по-
верхности употребляется циркуль съ дугообразными ножками. Чтобы 



описать окружность какого-нибудь круга D G F , дадинъ циркулю 
раствореніе, равное полярному разстоянію P D и, поетавивъ одну 
ножку въ полюсѣ Р , опишемъ другою ножкою окружность. 

Чтобы онредѣлить полюсъ большаго круга А С В (фиг. 3 1 4 ) , 
должно изъ двухъ какихъ-нибудь точекъ А и С окружности А С В 
описать двѣ дуги болыпихъ круговъ; точкою Р пересѣченія этихъ 
дугъ опредѣляется требуемый полюсъ. В ъ самомъ дѣлѣ , такъ какъ 
углы Р О А и РОС прямые, то прямая РО перпендикулярна къ ра-
діусамъ OA и ОС, и следовательно оші также перпендикулярна 
къ плоскости ОАС. Отсюда слѣдуетъ , что точка Р есть полюсъ 
круга А С В . 

Для начертанія окружности большаго круга должно напередъ 
определить его полярное разстояніе, а для этого необходимо опреде-
лить радіусъ шара (см. зад. 1 6 0 на 1 2 3 стр.). 

152. Теорема. Два равные малые круга равно - отстоят 
отг центра шара, и разстояніе малаго круга отъ центра шара 
тѣмъ больше, чгьмъ меньше этотъ кругъ. 

Плоскость, проведенная чрезъ центръ 0 шара (фиг. 3 1 5 ) л 
центры M и N данныхъ малыхъ круговъ, пересѣкаетъ шаровую по-
верхность по направленію окружности А С В К большаго круга, и малые 
круги I N и К М по направленію ихъ діаметровъ 1С и K L ; эти діа- 
метры суть хорды круга А С В К . По предъидещему ( I , 1 3 8 ) раз-
стоянія ON и ОМ равны, если хорды 1С и K L равны, т. е. е с л г 
круги I N и К М равны. Разстояніе ON больше разстоянія ОМ ( I , 

• 1 4 0 ) , если хорда 1С больше хорды K L , т . е. если кругъ I N больше 
круга К М . 

1 5 3 . Теорема. Плоскость, проведенная перпендикулярно 
къ радгусу шара чрезъ оконечность этой прямой, касается къ 
шару, и на оборотъ : всякая плоскость, касающаяся къ шару, 
долж на быть перпендикулярна къ его радгусу, проходящему чрезъ 
точку касанія. 

Чрезъ оконечность А (фиг. 3 1 6 ) радіуса OA шара проведена 



Ф и г . 3 1 6 . 

F 

В 

С 

плоскость В А С перпендикулярно къ этому 
радіусу. Требуется доказать, что эта 
плоскость касается къ шару. Соединивъ 
какую-нибудь I) плоскости В А С съ цен-
тром!, О, получимъ наклонную OD, ко-
торая больше перпендикуляра OA; слѣ- 
довательно точка D находится ннѣ шара. 
Таьимъ-же образомъ мы узнаемъ, что 
всѣ точки нлескости В А С , кромѣ точки 
А, лежать ннѣ шара; слѣдовательно эта 

плоскость и шаръ имѣютъ только одну общую точку А . 
На оборотъ: если плоскость В А С касается къ шару въ точкѣ А , 

то всякая точка D этой плоскости лежитъ внѣ шара, а потому раз-
стояніе OD больше OA; елѣдовательно прямою OA выражается крат-
чайшее разстояніе центра 0 отъ плоскости В А С , т. е. прямая OA  
перпендикулярна къ плоскости В А С . 

1 5 4 . С Л В Д О Т В І Е . Чрезъ точку, данную на сферической поверх-
ности, возможно провести плоскость, касательную къ шару, и только 
одну такую плоскость, потому-что ( 1 4 ) чрезъ данную точку всегда 
можно провести плоскость перпендикулярно къ данной прямой, и при-
том!, только одну плоскость. 

155. С Л Ѣ Д С Т В І Е . Чрезъ точку А проведемъ на сферической 
поверхности дугу, на которой возьмемъ какую-нибудь точку К . Про-
ведя сѣкуіцую А О , соединимъ средину а хорды А К съ центромъ 0 ; 
тогда прямая 0 а перпендикулярна къ А К , потому-что А О К равно-
бедренный треугольникъ. Представимъ себѣ, что сѣкуіцая А О , обра-
щаясь около точки А , постепенно приближается къ касательной АС; 
тогда при совпаденіи средины а хорды А К съ точкою А, также 
точка К совпадетъ съ точкою А, и уголъ OaG совмѣстится съ угломъ 
OA С; слѣдовательно уголъ OA С долженъ быть прямой. Отсюда мы 
заключаемъ, что касательная АС къ дугѣ , проведенной на шаровой 



поверхности, перпендикулярна къ радіусу OA шара, проведенпому 
чрезъ точку A касанія. 

Плоскость, касающаяся къ шару въ какой-нибудь тоЧкѣ А, со-
держит!, въ себѣ касателъныя ко всѣмъ дугамъ, проведенным» чрезъ 
точку А на сферической поверхности. 

1 5 6 . С Л Ъ Д С Т В І Е . Чрезъ прямую OA (фиг. 3 1 7 ) , соединяющую 

С круга В ( ' І ) конусъ н іпаръ имѣютъ общую касательную плоскость, 
потому-что производящая АС и касательная C F къ кругу B C D  
опредѣляютъ плоскость, касательную къ конусу, и кромѣ того эти 
прямыя лежатъ на плоскости, касательной къ т а р у . Отсюда елѣдуетъ,  
что чрезъ точку А , данную внѣшара. возможно провести безчисленное 
множество плоскостей, касающихся къ шару, и что всѣ касателъныя 
A B . АС. А П . . . , проведенныя къ шару изъ одной точки, равны 
между собою. 

157. Теорема. Перегѣченіемъ двум гиаровг образуется 
кругъ, перпендту.щтый кг центральной линіи шаров?, и имѣю- 
гцій центр?, на этой прямой. 

/ 

Ф и г . 3 1 7 . 

Л 

центр» О шара съ точкою А, данною впѣ шара, 
проведемъ плоскость; эта плоскость въ сѣченіи 
съ гааромъ даетъ большой кругъ Р В Р ' П , къ ко-
торому проведемъ касательную A B изъ точки А. 
Обращеніемъ полуокружности Р В Р ' около оси 
АО образуется поверхность шара; въ то-же вре-
мя касательная A B производит» поверхность 
прямаго конуса, пмѣющаго основаніемъ кругъ 
B C D , описанный прямою B E . В о всякой точкѣ 

Ф и г . 3 1 8 . Отъ разсѣченін шаровъ С и С' (фиг. 
3 1 8 ) плоскостью, проходящею чрезъ цен-
тральную линію СС', образуются боль-
шіе круги, имѣющіе общія точки А и 
В . Обращеніемъ этихъ кругов» около 
прямой С С , точка А , общая кругам» С 



и С', опишете окружность круга, перпендикулярная къ прямой С С и 
имѣющаго центръ на этой прямой. Этою окружностью опредѣляется  
пересѣченіе данныхъ шаровъ. 

1 5 8 . ІІримѣчаніе. Д в а шара, имѣющіе только одну общую 
точку, касаются въ этой точкѣ . Точка касанія двухъ шаровъ на-
ходится на ихъ центральной линіи, потому-что если чрезъ точку ка-
санія шаровъ провести къ нимъ касательную плоскость и также иро-
вести прямую перпендикулярно къ этой плоскости, то проведенная 
прямая должна пройти чрезъ центры шаровъ. Ш а р ь относительно 
д р у г а я шара можетъ имѣть пять различныхъ положеиій. Назвавъ 
чрезъ R и г радіусы данныхъ шаровъ и чрезъ d разстояніе между ихъ 
центрами, ми имѣемъ: 1) d > R + г , если первый шаръ находится 
внѣ втораго; 2 ) d R + >•, если шары касаются и з ъ - в н ѣ ; 3 ) 
d < ; R + г или d > R — г , если шары пересѣкаются; 4 ) d = 
R — r , если шары касаются изъ-внутри ; 5 ) d < R — r , если первый 

шаръ находится внутри втораго. 
1 5 9 . Теорема. Чрезъ четыре точки А , В , С, D, не лежа-

щія въ одной плоскости, можно привести сферическую поверх-
ность, но только одну такую поверхность. 

Требуется опредѣлить точку, равно-отстоящую отъ данпыхъ 
точекъ А , В , С и D (фиг. 3 1 9 ) . Если изъ центра V окружности, опп-

Фиг. 319. санной около треугольника A B C , возставленъ 
перпендикуляръ F H къ плоскости A B C , то 
имъ опредѣлитоя ( 1 7 ) геометрическое мѣето 

* V f k - e точекъ, равно-отстоящихъ отъ точекъ А , В , С. 
V Точно также перпендикуляръ E G , возставлен-

выіі къ плоскости А Б С изъ центра Е окруж-
ности, проходящей чрезъ точки A, D, С, есть геометрическое мѣсто  
точекъ, равно-отстоящихъ отъ точекъ A, D , С. Такъ какъ двѣ прямыя 
F H и E G могутъ иересѣкаться только въ одной точкѣ , то суще-
ствуете только одна точка, равно-отстоящая отъ данныхъ точекъ. 
Докяжемъ теперь, что прямыя F H и E G дѣйствительно пересѣкутся. 



Для этого проведемъ плоскость Р чрезъ средину К прямой АС пер-
пендикулярно къ этой прямой. Такъ какъ эта плоскость есть гео-
метрическое мѣсто точекъ, равно-отстоящихъ отъ точекъ А и С, то 
она должна содержать прямыя E G и F H . Прямыя K F и К Е нере-
сѣченія плоскости Р съ плоскостями A B C и АБС должны пере-
секаться, потому-что плоскости A B C и А Б С пересекаются. Прямыя 
E D и F H , находящіяся въ одной плоскости Р и соответственно пер-
пендикулярный къ двумъ иересѣкающимся прямымъ К Е и K F , должны 
пересеваться; следовательно точка О ихъ пересеченія есть центръ 
требуемаго шара. 

С л . ъ д с т в і я . Д в а шара совмѣщаются, если у нихъ четыре общія  
точки, пе лежащія въ одной плоскости. 

Если изъ центровъ окружностей, описанныхъ около граней тетра-
эдра, возставлены перпендикуляры къ гранямъ, то эти перпендику-
ляры пересѣкаются въ одной точке. 

1 6 0 . З а д а ч а . Найти радіусъ гиара. 
Изъ какой-нибудь точки Р (фиг. 3 2 0 ) сферической поверхности 

Ф и г . 3 2 0 . 

опишемъ какимъ-нибудь радіусомъ окружность круга и на ней возь-
* мемъ точки А , В , С. Отмѣривъ циркулемъ ирямолинейиыя разстоя-

нія A B , АС, В С , построимъ на бумаге треугольникъ abc, равный 
треугольнику A B C , и потомъ опредѣлимъ центръ d окружности, про-
ходящей чрезъ точки а, Ь, с; получимъ прямую ad. равную радіусу 
A D круга A B C . Чрезъ точку d проведемъ прямую перпендикулярно 
къ ad и изъ точки a радіусомъ, равнымъ полярному разстоянію В А , 



опишешь дугу до пересѣченія р съ проведеннн.чъ перпендикуляром®. 
Наконецъ изъ точки а къ прямой ар возставимъ перпендикуляр® до 
нересѣченія р' съ перпондикуляромъ рр'; прямою рр1 изобразится 
діаметръ Р Р ' шара. 

161. Задача. Чрезъ двѣ точки, данныя на шаровой по-
верхности, описать окружность большою круга. 

Изъ данных® точекъ Е и F (фиг. 3 2 0 ) , принявъ ихъ за полюсы, 
опипіемъ двѣ дуги болыпихъ круговъ; точкою Р " иересѣченія этихъ 
дутъ оиредѣлится полюсъ болыиаго круга, проходящаго чрезъ точки 
Е и F ( 1 5 1 ) . Наконецъ изъ точки Р " опишемъ окружность боль-
шаго круга. 

С Л Ѣ Д С Т В І Е . Если данныя точки суть оконечности какого-нибудь 
діаметра A B шара (фиг. 3 1 4 ) , то вопрос® допускаетъ множество 
рѣшеній, потому-что дуги болыпихъ круговъ, описанныя изъ точекъ 
А и В , совпадаютъ и образуют® окружность болыиаго круга P C I " :  
слѣдовательно всякая точка этой окружности есть полюсъ болыпаго 
круга, проходящаго чрезъ точки А и В . 

1 62. Задача. Чрезъ точку, данную на сферической поверх-
ности, описать дугу болыиаго круга перпендикулярно къ окррж-
ности данного болыиаго круга. 

Изъ данной точки А (фиг. 3 2 1 ) , припятой за полюсъ, опишемъ 

163. Задача. Рііздгьлнтъ дугу большого 
крут на деть равныя части. 

Н а поверхности шара (фиг. 3 2 1 ) опредѣлимъ двѣ точки F и G ,  
равно-отстоящія отъ оконечностей В и Е данной дуги B E и соеди-

Ф и г . 3 2 1 . дугу болыиаго круічі до нересѣчепія Р съ 
окружностью C E D даннаго большаго круга, и 
изъ точки Р . принятой за полюсъ, опишемъ дугу 
A B . Эта дуга перпендикулярна къ окружности 
C E D , потому-что ея полюсъ Р находится на 
этой окружности. 



нимъ эти точки дугою большаго круга ( 1 6 1 ) . Т а к ъ какъ плоскость 
этой дуги перпендикулярна къ хордѣ B E въ ея средииѣ, то эта 
плоскость раздѣляетъ дугу B E на д в ѣ равныя части. 

С л® д е т в ï к. Дуга F G раздѣляетъ также на двѣ равныя части 
каждую изъ дугъ малых® круговъ, проходящихъ чрезъ точки В и Е , 
потому-что эти дуги имѣютъ общую хорду B E . 

Нримгьчаніе. Прѳдъидущее рѣшеніе относится также къ вопросу, 
по которому требуется описать дугу F G большаго круга, проходя-
щую въ перпендикулярномъ положеніи чрезъ средину дуги, соеди-
няющей двѣ данныя точки шаровой поверхности. 

164. Задача. Описать окружность малаго круга чрезъ 
три точки, данныя па поверхности шара. 

Опишемъ (фиг. 3 2 2 ) дуги Е В и F Ü болыиихъ круговъ ( 1 6 3 ) 
Фиг. 322. чрезъ среднія точки дугъ A B и В С , соединяю-

щихъ данныя точки А, В и В , с , нернепдику-
лярно къ этинъ дугамъ. Точка Р пересѣченія  
дугъ E l ) и F G равно-отстоитъ отъ точекъ А , 
В и С. Наконецъ изъ точки Р , принятой за 
полюсъ, опишемъ окружность радіусомъ, рав-
нымъ полярному разстоянію Р А . 

СльдствіЕ. Этимъ построеніемъ можно найти 
полюсъ даннаго малаго круга. 

т е о р е м ы и з а д а ч и п о с т р о е н а . 
2 4 0 ) Въ нрямомъ цилиндр! построить иіаръ, касающійся къ бо-

ковой поверхности цилиндра. 
241) В ъ равиобочномъ цилиндр! возможно вписать шарь такимъ 

образомъ. чтобы оиъ касался къ основаніямъ цилиндра, а къ его бо-
ковой поверхности но наиравленію большаго круга. 

242) Въпря'момъ конус! съ круговыми осиованіемъ возможно впи-
сать шарь, касающійся къ основаиію конуса, а къ его боковой по-
верхности цо направленно малаго круга. 

243) Если ребро прямаго конуса равно а , его высота равна h и 



радіусь его основанія равенъ г, то радіусъ вписаннаго шара равенъ 
rh • r5 

г и радіѵсъ круга касашя равенъ r — - . 

244 ) Прямая ОС, соединяющая центръ О шара съ центромъ С 
круга, находящаяся внѣ шара, перпендикулярна къ этому кругу. 
Требуется доказать, что прямыя АО, ВО, DO н т. д., соединяющая 
центръ О съ точками данной окружности, иересѣкаюгъ поверхность 
шара въ точкахъ а, Ъ, d н т .д . , лежащихъ на окружности круга, иа-
раллельнаго къ данному кругу С. 

245) Чрезъ данную прямую AB возможно провести двѣ касатель-
ныя нлоскости къ данному шару. 

2 4 6 ) Если чрезъ данную прямую AB проведены двѣ илоскостп Р 
н Р', касающіяся къ данному шару, и какая-нибудь точка F прямой 
AB соединена съ точками D и Е касанія, то прямыя DF u DE состав-
л я ю т равные углы съ ирямою AB. 

247) Если двѣ пересѣкающіяся плоскости Р н Р ' касаются къ 
двумъ неравнымъ шарамъ, то прямая AB пересѣченія плоскостей Р 
и Р' пересѣкаеть центральную линію шаровъ или ея продолженіе. 

2 4 8 ) Опредѣлить центръ и радіусъ шара, касающаяся къ данной 
плоскости и къ цилиндрической поверхности, коей прямое сѣченіе  
есть кругъ. 

Ч Е Т В Е Р Т А Я Г Л А В А . 

Измѣреніе п о в е р х н о с т и т ѣ л а , пронсшедшаго о т ъ обращеція правильной лома-
ной линіи. П о в е р х н о с т ь ш а р о в а г о пояса . П о в е р х н о с т ь ш а р а . 

165. Теорема. Если двѣ прямыя AB и MX (фиг. 323) 
фиг- 323- находятся въ одной плоскости, 

то обращсніемъ прямой AB около 
MN образуется поверхность, ко-
торая измѣряется проскціею CD  

' ггрямой A B на MN, помноженною 
на окружность круга, коею ра-

дѵусъ есть перпендикуляръ E F , возставленный изъ средины Е 
прямой AB до переегьченгя F съ осью вращенія. 



1) Обращеніемъ трапеціи A C D B , въ которой углы ACD и В DC 
прямые, около прямой CD, образуется усѣченный конусъ, котораго 
боковая поверхность ( 1 3 8 ) измѣряется произведеніемъ 

2 i t . E H . A B . . . . ( 1 ) . 
Проведя прямую AG параллельно къ оси MN, получимъ два по-

добные треугольника A B G н E F H , потому-что ихъ стороны соотвѣт-
етвенно перпендикулярны. Изъ этихъ треугольниковъ получится про-
порція 

Е Н _ Е Е 

A G — A B " 

которая даетъ два равныя произведенія 
Е Н . A B = Е Е . A G . 

В ъ формулѣ ( 1 ) замѣнивъ произведете Е Н . A B равнымъ ему 
произведеніемъ E F . A G , получимъ 

2 тс. E F . A G или 2 тс. E F . CD ( 2 ) . 
2 ) Если прямая A B параллельна къ оси MN, то прямая Е Е 

обратится въ Е Н и прямая CD сдѣлается равною A B ; тогда поверх-
ность, происходящая отъ обращенія прямой A B около оси MN, вы-
разится чрезъ 

2 тс.EH.AB (3) 
3 ) Если точка А прямой A B совпадаете съ точкою С прямой 

MN, то нрямая A G совмѣстится съ осью MN и поверхность, проис-
ходящая отъ обращснія прямой A B , выразится чрезъ 

тс.BD.AB = 2 тс.EH.AB; 
Е Н E F 

цо A D = A B и E H . A B = E F . A D , слѣдовательно получится 
2 TC.EF.AD....(4). 

'• J 6 6 . Всякая ломаная линія, которая состоите изъ равныхъ пря-
мыхъ линій, составляющих» между собою равные углы, называется 
правильною ломаною линіею. Правильная ломаная линія можетъ 
быть вписана въ кругѣ и можетъ быть около него описана, потому-
что она составляет» часть периметра правильнаго многоугольника. 
Центръ и радіусъ правильной ломаной линіи суть центръ и радіусъ 



круга, вписаннаго ьъ этой ли ni и или около ноя оиисаннаго. Чтобы 
въ дугѣ круга (фиг. 3 0 9 ) вписать правильную ломаную линію, 
должно раздѣлить эту дугу на равный части ab, be, cd и т. д. и 
провести хорды ah, be, cd и т . д. Перпендикуляр®, опущенный изъ 
центра S на одну изъ равных® хордъ. называется апоѳемою пра-
вильной ломаной линіи. 

1С» 1. 1 с о р с м і і . Отъ обршщенія правильной ломаной линіи  
около оси, не пересѣкающей ея, происходить поверхность, ко-
торая кзмпря' гпся окружностью описанною крут, помножен-
ною на проекцію ломаной линіи, взятую ни оси вращснія. 

Дана правильная ломаная линія A B C D (фиг. 3 2 4 ) , имѣющая 
Ф и г . 3 2 4 . ц е н т р ъ 0 и ! Ш 0 Ѳ е м у О Е = O F = O G . 

" б Извѣстно (1G5), что поверхность Q про-

верхности, происходящая отъ обращенія прямых® ВС и CD около 
оси MN, получимъ Q' = 2 г.. О Е . be и Q " — 2 - . О Е . cd. Н а -
конецъ поверхность, происходящая отъ обращенія правильной лома-
ной липіи A B C D , равна 

q —i— q ' —i— q'' = .tt .{ab-\-bccd) = 2тт . о е . ad. 
1 6 8 . Поясомъ называется часть сферической поверхности, за-

ключенная между двумя параллельными кругами. Эти круги суть 
оси юанін нояса и разстояніе между ними есть его высота. При обра-
щеніи полуокружности P A P ' (фиг. 3 1 4 ) около діаметра Р Р ' , дуга 
D H производить поясъ, коего основанія суть круги Н Е и H L , опи-
сываемые точками I ) и Н , и высота есть цроекція E L дуги DH на 

Часть шаровой поверхности, происшедшая отъ обращенія дуги 
T D около оси Р Р ' (фиг. 3 1 4 ) , называется бферичестмъ сегмен-
тами. Круг® D E называется основаніемъ сферического сегмента и 
прямая Р Е его высотою. 

исходящая отъ обраіценія прямой А В око-
ло оси M N , измѣряется ироизведеніемъ  
2 тг.ОЕ.еіА. Назвав® чрезъ Q' и Q " по-

оси Р Р ' . 



169. Теорема. Поверхность пояса измѣряется ею вы-
сотою, помноженною на окружность большою круга. 

Разсмотримъ поясъ (фиг. 3 2 5 ) , проишедгаій отъ обращенія дуги 
A D круга около діаметра Р Р ' . Высота E F этого иояса опредѣляется  
перпендикулярами А Е и D F , опущенными изъ оконечностей А и D 

Ф и г . 3 2 5 . д у г и н а о с ь рр< Ц о т о м ъ впишемъ 
^ въ этой дугѣ правильную ломапію A B C D , 

\ коей апоѳема прямая OG, и назовемъ 
\ чрезъ Q поверхность, происходящую отъ 

обращенія липіиАВСБоколооси Р Р ' . Из-
J вѣстно, что постепсннымъ удвоеніемъ чи-

ела сторонъ правильной ломаной линіи,  
р ' каждая сторона можетъ быть сдѣлана 

меньше всякой произвольно малой величины; тогда периметръ A B C D  
такъ близко подойдете къ своему предѣлу, что разность между дугою A D  
и периметромъ A B C D будете меньше всякой произвольно малой вели-

л / 2 Л И 2 

чины, и также аноѳема OG = V OA — 4 такъ близко подой-
д е т е къ радіусу OA, что разность OA — OG сдѣлается меньше вся-
кой произвольно малой величины. При постепенном'!, приближеніи  
периметра A B C D къ дугѣ A D , поверхность Q постепенно прибли-
жается къ поверхности S пояса; слѣдовательно поверхность пояса 
есть предѣлъ, къ которому стремится поверхность Q при безконеч-
номъ увеличеніи числа сторонъ вписанной ломаной линіи. На этомъ 
основаніи поверхность пояса можетъ быть принята за поверхность, 
происшедшую отъ обращенія правильной ломаной линіи, стороны ко-
торой меньше всякой произвольно малой величины; а потому основы-
ваясь на предъидѵщемъ ( 1 6 7 ) , мы заключаемъ, что поверхность S 
пояса измѣряется окружностью OA, помноженною на высоту E F . Н а -
звавъ высоту E F пояса чрезъ h и радіусъ OA чрезъ R . получимъ 
формулу 

S = 2 t c R . h . 



1 7 0 . С Л Ъ Д С Т В І Е . Поверхности S и S ' двухъ поясовъ, прина-
длежащихъ двумъ равнымъ шарамъ, относятся между собою, какъ ихъ 
высоты h и /<'; т . е. 

s 2-К.Ь в h 
S' 2 -К .Л ' ' о т к У Д а S' " " h" 

1 7 1 . С Л Ъ Д С Т В І Е . Разсмотримъ сферическій сегментъ, происшед-
шій отъ обращенія дуги Р ' П (фяг. 3 2 5 ) около діаметра Р Р ' . По 
предъидущему ( 1 6 9 ) поверхность s сферическаго сегмента выразится 
чрезъ 

2 t c . F O . P T = tc.PP'.P'F;  

но такъ какъ ( I I , 7 5 ) = и P P ' . P ' F = Р ' П " , то 
s = тс. F D 8 , ' 

слѣдовательно поверхность сферическаго сегмента равномерна 
площади круга, коего радіуъ есть хорда, стягивающая произво-
дящую дугу сегмента. 

172. Теорема. Поверхность шара измеряется произве-
деніемъ его діаметра на окружность большаьо круга. 

Припявъ поверхность S шара за поверхность пояса, коего вы-
сота равна діаметру 2 R шара, мы получимъ по предъидущему ( 1 6 9 ) 
формулу 

S = 2 t c R . 2 R = 4 t c R 2 ;  
слѣдовательно поверхность гиара равна учегпверенной площади 
бо.тиаю круга, или она равна площади круга, коего радіусъ ра-
венъ дгаметру шара. 

ІІримѣры. 

1) Зная, что градусъ экватора содержишь 15 географиче-
ских» миль, выразить въ квадратных» миляхъ поверхность зем-
ного иііра. 

Окружность 2TCR экватора == 1 5 X 3 6 0 = 5 4 0 0 милямъ; 



откуда его діаметръ 2 R = = 5 4 0 0 X 0 , 3 1 8 3 0 9 8 8 6 1 — 
1 7 1 8 , 8 7 3 3 8 4 9 4 мил. 

Поверхность S земнаго шара = 2 t c R . 2 R = 
5 4 0 0 X 1 7 1 8 , 8 7 3 3 8 4 9 4 = 9 2 8 1 9 1 6 , 2 7 8 6 7 6 квад. мил. 
2 ) Поверхность шара равна одной квадратной сажени; его -ь-

ко сажень содержитъ радіусъ? 
Зная, что поверхность шара равна 4 t c R 2 = 1 кв . саж., мы най-

ден® R = 7 « Ѵ 4 " = V »V 0 , 3 1 8 3 0 8 8 6 = 0 , 2 8 2 1 саж. 
1 7 3 . Сл® Д С Т В І Е . Н а з в а в ъ радіусы двухъ шаровъ чрезъ R п R ' t  

ихъ діаметры чрезъ D и D ' и ихъ поверхности чрезъ S и S ' , получимъ 
S = 4 T C R 2 = TCD2 И S ' = 4 T C R ' 2 = TCD'2; 

s R» s D» откуда g, = к,г и g, = D , s , 

т . е. поверхности двухъ шаровъ относятся между собою, какъ 
квадраты ихъ радіусовъ или діаметровъ. 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

2 4 9 ) Отъ шара, коего радіусъ равенъ 2 ,4 фута, отдѣленъ поясъ, 
имѣющій высоту въ 1 ,5 фута. Вычислить поверхность этого пояса, 
(тс = 3 , 1 4 ) . 

2 5 0 ) Поверхность пояса содержитъ 106Va квад. фута и его вы-
сота равна 45/б фѵта. Вычислить радіусъ шара, которому принадле-
жит® этотъ НОЯСЪ. (тс = 2 2 / і ) . 

251) Высота сферическаго сегмента, коего поверхность содержптъ 
21 ,98 квад.фут. , равна 1,4 фута. Опредѣлить радіусъ шара, которому 
принадлежать этотъ сегментъ. (тс — 3 ,14 ) . 

2 5 2 ) Вычислить поверхность шара, коего діаметръ равенъ 4 3 > 
фута, (тс — 3 , 1 4 1 6 ) . 

2 5 3 ) Окружность большаго круга шара содержитъ 9 ,42 фута. Вы-
числить поверхность этого шара, (тс — 3 , 1 4 ) . 

2 5 4 ) Поверхность шара содержитъ 153 ,86 квад. фут. Сколько 
футъ содержитъ его діаметръ? (тс = 3 .14) . 

2 5 5 ) Вычислить поверхность пояса, коего осиоваиія, лежащіл по 
28* 



одну сторону центра шара, имѣютъ діаметры въ 4 u 2 фута, зная, 
чторадіусъ шара равенъ 2,4 фута, (тс = 3 ,14) . 

256 ) Радіусъ шара равенъ 6 фут. п центръ этого шара находится 
между основаніями пояса, конхъ радіусы равны 3 фут. п 4',2 фут. Вы-
числить поверхность этого пояса, (тс = 3 ,14 ) . 

257) Требуется плоскостью разсѣчь шаръ, коего радіусъ равенъ 
2,6 фута, такнмъ образомъ, чтобы поверхность образовавшаяся сег-
мента содержала 26 ,13 квад. фут. Опредѣлить разстояніе плоскости 
сѣчеиія отъ центра шара, (тс — 3 ,14) . 

258 ) Вычислить объемъ куба, вписаннаго въ шарѣ, коего поверх-

ность содержитъ 6,16 квад. фут. (тс = 1 і / 7 ) . 
2 5 9 ) Поверхность сферическая сегмента содержитъ 18,84 квад. 

фут. п его высота 2 футами меньше радіѵса шара. Вычислить радіусъ  
шара, (тс = 3 ,14) . 

2 6 0 ) Вычислить полную поверхность нолушарія, коего діаметръ  
равенъ 1,4 фуга. ( т с = 2 2/ 7) . 

261) Шаръ, коего радіусъ равенъ R, разсѣченъ плоскостью. Зная, 
что радіусъ образовавшаяся сѣченія равенъ г, вывести выражение для 
поверхности меньшая пзъ образовавшихся сегментовъ. 

262) Діаметръ шара 2 ,14 футами меньше окружности большая 

круга. Вычислить поверхность этого шара, (тс = 3 ,14) . 
263 ) Поверхность шара А должна равняться суммѣ поверхностей 

шаровъ В и С. Радіусъ шара В равенъ 4,5 фута и окружность боль-
ш а я круга шара С равна 15,7 фута. Сколько футъ должеыъ содер-
жать радіусъ шара А? (тс = 3 ,14 ) . 

2 6 4 ) Шаръ разсѣченъ плоскостью такимъ образомъ, что ея раз-
стоя aie отъ центра шара равно радіусу круга сѣченія, и поверхность 
отсѣченпаго сегмента содержите 14,71 квад. фута. Опредѣлить ра-
діусъ круговая сѣченія. (тс = 3 ,14 ) . 

2 6 5 ) Сумма діаметровъ двухъ шаровъ равна а и сумма нхъ по-
верхностей равна S. Вычислить діаметры этихъ шаровъ. 

т е о р е м ы . 

2 6 6 ) Поверхность шара равна боковой поверхности равнобочная 
цилиндра, описанная около шара. 



2 6 7 ) Если окружность большая круга равна Р, то поверхность 
р» 

шара выразится чрезъ — . 

2 6 8 ) Поверхность шара равна 2 з полной поверхности цилиндра, 
описанная около шара. 

2 6 9 ) Поверхность сферическая сегмента относится къ плоскости 
его основанія точно такъ, какъ діаметръ шара относится къ разно-
сти между этпмъ діаметромъ и высотою сегмента. 

270) Поверхность пояса относится къ поверхности шара точно 
такъ, какъ высота пояса относится къ діаметру шара. 

271) Обращеніемъ круга С около прямой MN, лежащей впѣ его, 
но въ его плоскости, образуется тѣло, которое называется кольцомъ. 
Длина окружности круга, описанной при обращеніи круга CD его 
центромъ С, составляете длину кольца. Поверхность кольца изыѣ- 
ряется окружностью его производящей, помноженною на его длину. 

272) Если полуокружность, раздѣленная на три равныя части AB,  
ВС, CD, обращается около діамегра AD, то поверхность S пояса 
происходящая отъ обращеиія средней дуги ВС, равна суимѣ новерх-
ностей Q n Q' сегментовъ, проясходящпхъ отъ обращенія крайних» 
дугъ AB п CD. 

273) Часть шаровой поверхности, заключенная между двумя полу-
окружностями большихъ круговъ, имѣющихъ обіцій діаметръ, назы-
вается сферически.и?» двуспщюиникомг. Поверхность сферическая 
двусторонним PCP'D измѣряется діаметромъ РР' , помноженнымь на 
дугу CD большая круга, заключенную между полуокружностями PCP  
н PDP' . 

274) Поверхность S шара составляете 4 у поверхности Q равно-
б о ч н а я конуса, оішсаннаго около иіара. 

П Я Т А Я Г Л А В А . 

О б ъ е м ъ т ѣ л а , ироисшедшаго о т ъ обращения т р е у г о л ь н и к а . О б ъ е м ъ т ѣ л а , про-
исшедшаго о т ъ обращеніа правильнаго многоугольиаго с е к т о р а . О б ъ е м ъ шаро-

в а г о с е к т о р а . Объемы ш а р а , пояса и ш а р о в а г о сегмента . 

174. Теорема. Если треугольникъ обращается около оси, 
находящейся въ его плоскости и проходящей чрезъ его вершину, 
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то образующейся объемъ измѣряется произведеніемъ поверх-
ности, описанной бокомъ, лежащимъ противъ неподвижной вер-
шины, на третью часть высоты, соответствующей этому 
боку. 

Данный треугольникъ можетъ имѣть три различный положенія  
относительно оси вращенія. 

1) Д а н ъ треугольникъ A B C (фиг. 3 2 6 ) . котораго сторона A B  
ф и г 3 2 6 лежитъ на оси вращенія MN. 

Объемъ, происходяіцій отъ 
обращенія треугольника A B C ,  
равенъ суммѣ объемовъ двухъ 
конусовъ, происходящихъ отъ 
обращенія прямоугольныхъ 
треугольниковъ ACD и B C D ,  

если высота CD находится внутри треугольника A B C . Если-же высо-
т а CD находится внѣ треугольника A B C . то образующійся объемъ ра-
венъ разности объемовъ двухъ конусовъ. При обращеніи треугольника 
A B C около оси MN, прямоугольникъ А В В ' А ' , имѣющій съ нимъ общее 
основаніе и общую высоту, производить цилиндръ. Этотъ цилиндръ ра-
венъ суммѣ или разности двухъ цилиндровъ, происходящихъ отъ обра-
щенія двухъ прямоугольнаковъ ADCA' и B D C B ' , коихъ сумма или раз-
ность равна прямоугольноку А В В ' А ' . Извѣстно ( 1 4 1 ) , что объемъ 
конуса ACD равенъ одной трети объема цилиндра ADCA' и объемъ 
конуса B C D равенъ одной трети объема цилиндра B D C B ' ; слѣдова- 
тельно объемъ, происходящей отъ обращения треугольника A B C , есть 
третья часть объема цилиндра А В В ' А ' или 

объемъ A B C = VstcCD* . A B . 
Опустивъ перпендикуляръ А Е изъ вершины А на противоле-

жащій бокъ В С , мы узнаемъ, что CD . A B = А Е . В С , потому-что 
каждое изъ этихъ произведеній выражает® удвоеппую плошадь тре-
угольника A B C . В ъ выведенной формул! объема A B C зам!нимъ 



произведете C D . A B равнымъ ему произведеніемъ А Е . В С ; получимъ 
объемъ A B C = V S T C C D . А Е . В С . 

Т а к ъ какъ произведете TCCD.BC вьіражаетъ боковую поверх-
ность конуса B C D ( 1 3 4 ) ИЛИ поверхность, происходящую отъ обра-
щснія стороны В С треугольника A B C , то 

а е 
объемъ A B C = поверх. В С . 3 . 

2 ) Вершина А треугольника A B C (фпг. 3 2 7 ) находится на оси 
вращенія MN и продолженная сторона 
С В пересѣкаетъ ось в ъ точкѣ D . Т а к ъ 
какъ треугольникъ A B C равенъ разности 
треугольниковъ ACD и A B D , то объемъ, 
происходящей отъобращешя треугольника 

A B C , равенъ разности объемовъ, происходяіцихъ отъ обращенія  
треугольниковъ A C D и A B D ; слѣдовательпо 

объемъ A B C = (поверх. DC — п о в е р х . D B ) V ' = поверх. ВС. 

3 ) Вершина А треугольника A B C (фиг. 3 2 8 ) находится на оси 
вращенія MN и сторона 
В С параллельна къэтой 
оси.Объемъ,происходя-
щий отъ обращенія тре-
угольника A B C , равенъ 
суммѣ или разности 

объемовъ, происходящих» отъ обращения треугольниковъ A B E и 
А С Е . Объемъ, происходящей отъ обращенія треугольника A B E . равенъ 
двумъ-третямъ объема цилиндра ( 1 4 1 ) , происходящая отъ обраще-
нія прямоугольника А В ' В Е , и объемъ, нроисходящій отъ обращенія  
треугольника А С Е , равенъ двумъ-третямъ объема цилиндра, проис-
х о д я щ а я отъ обращения прямоугольника А О ' С Е ; слѣдовательно въ 
обоихъ случаяхъ объемъ, происходящей отъ обращенія треугольника 
A B C , равенъ двумъ-третямъ объема цилиндра, происходящая отъ 

Ф и г . 3 2 8 . 

к с 

à 
В X MA С В' m 



обращенія прямоугольника В ' С ' С В , равнаго суммѣ или разности 
прямоугольников® А В ' В Е и АС'СЕ; т . е. 

объемъ А В С = 2/ЗТТАЕ2.ВС. 
Т а к ъ какъ произведете 2 т А Е . В С выражает® боковую поверх-

ность цилиндра, происшедшаго отъ обращенія прямоугольника В ' С ' С В , 
пли поверхность, описанную стороною В С , то 

объемъ A B C = поверх. В С . ^ . 

175. Теорема. Объемъ, происходящей отъ обращенья пра-
вильною мноюуюльпаю сектора около оси, ,гежащей въ его плос-
кости и проходящей чрезъ ею центръ, измѣряется произведе-
ніемъ поверхности, описываемой основангемъ сектора, на третью 
часть апсѳемы этой ломаной линіи.. 

Данъ правильный многоугольный сектор® OA B C D (фиг. 3 2 9 ) , 
коего центръ О лежит® на оси враіценія M N .  
Раздѣлимъ данный секторъ на треугольники 
прямыми, соединяющими его центръ О съ вер-

\ \ J У тинами основанія A B C D . Объемъ, происходя-
х^У щій отъ обращеніл этого сектора, равенъ сум-

м 0 4 мѣ объемов®, происходящих® отъ обраще-
нія полученннхъ треугольников®. Назвав® апоѳему основанія A B C D  
чрезъ а , получимъ ( 1 7 4 ) 
объемъ O A B C D = объем. А О В + объем. Б О С - f объем. СОД) 

— поверх. A B . - f - поверх. В С . | -рповерх.СЮ- | 

= (поверх. A B - f - п о в е р х . В С + поверх. CD) " 

= поверх. A B C D . " . 

1 7 6 . В ъ полукруг! M A B N (фиг. 3 3 0 ) данъ секторъ А О В , 
имѣющій ѳснованіомъ дугу A B , коей проекція на діаметрѣ MN есть 
прямая ab. Обращепіемъ полуокружности M A B N около діамстраМИ  
образуется шаровая поверхность. При этом® дута A B производить 



Ф и г . 3 3 0 . поясъ и радіусы OA и O B , ограничиваю-
щее секторъ А О В , образуют® боковыя 
поверхности двухъ конусовъ, имѣющихъ  
основаніями круги А а и ВЬ . Часть объема 
шара, заключающаяся между боковыми 

я ® q—£ д- поверхностями этихъ копусовъ и поя-

отвѣтствующій круговому сектору А О В ; слѣдовательно шаровымъ 
секторомъ называется объемъ, происходящій отъ обращенія круговаго 
сектора около еговпѣшняго діаметра. ІІоясъ, образуемый обращеніемъ  
дуги круговаго сектора, называется оспованіемъ шароваго сектора. 

177. Теорема. Объемъ шароваго сектора измѣряется  
произведеніемъ поверхности его основания па треть радіуса  
шара. 

Объемъ шароваго сектора есть предѣлъ объемовъ, происшедшихъ 
отъ обращенія правилышхъ многоугольныхъ секторовъ, виисапныхъ 
въ соотвѣтствующемъ круговомъ секторѣ , если число сторонъ ихъ 
основаній будетъ увеличено до безконечности. При этомъ безконеч-
номъ увеличвніи числа сторонъ, разность между дугою A B l ) и лома-
ною линіею A B C ! ) (фиг. 3 2 9 ) сдѣлается меньше всякой произвольно 
малой величины и разность между радіусомъ OA и апоѳемою a сдѣ- 
лается столь малою, что эти прямыя можно принять сливающимися; 
тогда поверхность s, происшедшая отъ обращенія ломаной линіи  
A B C D , обращается въ поверхность S пояса и объемъ г , происшед-
ший отъ обращенія многоугольнаго сектора O A B O D , обращается въ 
объемъ Y шароваго сектора. Такъ какъ шаровой секторъ есть тѣло,  
происходящее отъ обращенія многоугольнаго сектора, коего оспова-
ніе содержитъ безконечное число весьма малыхъ сторонъ, и апоѳема  
равна радіусу OA = R , то объемъ шароваго сектора ( 1 7 5 ) равенъ 

1 7 8 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Назвавъ чрѳзъ R радіусъ шара и чрезъ h 

сомъ A B , есть шаровой секторъ, со-

v = s . - j - . 



высоту E L пояса (фиг. 3 1 4 ) , служащая основаніемъ шаровому сек-
тору, мы получимъ.(169) поверхность пояса, равную S = 2TCR.h.  
Подставимъ эту величичину S въ формулу для объема У шаровая 
Сектора; получится 

v = 2/з TzRKh,  
т. е. объемъ шарового сектора равенъ двумъ-третямъ пАощадгг 
болыиаго круга, помноженнымъ на высоту пояс я, служащаю 
сектору основангемъ. 

1 7 9 . С Д Ѣ Д С Т В І Е . Если объемы двухъ шаровыхъ секторовъ, 
припадлежащихъ равнымъ шарамъ, суть V и У , и поверхности со-
отвѣтствующихъ ноясовъ равны S и S ' , то изъ выраженій 

v = s . * - и v ' = s ' . з 
составится пропорція 

— — л • 
V' S ' ' 

слѣдователько объемы двухъ шаровыхъ секторовъ,припадлежащихъ 
равнымъ шарамъ, относятся между собою, какъ поверхности 
соотвѣтсвующ ихъ п оясовъ. 

180. Теорема. Объемъ гиара измеряется ггроизведенгемъ 
его поверхности на одну треть ею радіуса. 

Отъ обращенія полукруга M A B N (фиг. 3 3 0 ) , в ъ которомъ про-
веденъ радіусъ OA, около діаметра MN произойдете шаръ, состоя-
ний изъ двухъ шаровыхъ секторовъ, образуемыхъ круговыми секто-
рами МОА и A 0 N . Назвавъ объемъ этихъ шаровыхъ секторовъ 
чрезъ V и vé, поверхности соотвѣтствующихъ имъ ноясовъ чрезъ .8 и 
s', и радіусъ OA чрезъ R , получимъ ( 1 7 7 ) 

V s. V s R и v' = s'. 7 s R ;  
отсюда объемъ Y шара равенъ 

Т а к ъ какъ сумма s + s ' поверхностей ноясовъ равна поверхности 
S шара, то объемъ V = S . 7 3 К -



По предъидущему ( 1 7 2 ) извѣстно, что поверхность S = 4TCR2 ;  
слѣдовательно объемъ 

ѵ 4 4тс1іА i = * t c R 3 ( 1 ) . 

Н а з в а в ъ діаиетръ шара чрезъ D, получимъ еще формулу 

V = (2). 

ПрнмѢры. 1) Вычислить объемъ шара, зная, что діа- 
метръ экватора равенъ 1718,87 милямъ. 

Вычислимъ объемъ земнаго піара по формулѣ ( 2 ) , подставивъ 
3 , 1 4 1 6 вмѣсто тс и 1 7 1 8 , 8 7 вмѣсто I ) ; получимъ 

Ѵ е . 3 , 1 4 1 6 . ( 1 7 1 8 , 8 7 ) 3 = 2 6 5 9 0 6 3 6 5 0 куб. мил. (почти). 
2 ) Вычислить радіусъ шара, содержащаго одинъ кубичеекій  

футъ. 
По формулѣ ( 1 ) мы имѣечъ 4/3TCR3 = 1 ; откуда 

ß _ = у / 3 X 0,3183098861 _ 

4 тт 4 

7 , 4 4 дюйма съ точностью до 0 , 0 1 дюйиа. 
1 8 1 . С Л Б Д С Т В І Е . Означивъ радіусы двухъ шаровъ чрезъ R и 

"R', и и х ъ объемы чрезъ V и У , получимъ V = 4/зтс113 и V = 
4/3TCR'3 ; откуда 

V R» 
V' — ЙГ«' 

т . е. объемы двухъ шаровъ относятся между собою, какъ кубы 
ихъ радіусовъ. 

ПримѢръ. Если принять радіусъ земнаго шара за еди-
ницу, то радіусъ солнца равенъ 108,5. Во сколько разъ объемъ 
солнца больше объема земнаго шара? 

Объемъ солпца во столько разъ больше объема земпаго шара, во 
сколько разъ 1 0 8 , 5 3 больше 1 ; слѣдовательно объемъ солнца соста-
вляетъ 1 2 7 7 2 8 9 , 1 2 5 объема земнаго шара. 

182. Теорема. Объемъ многогранника, описаннаго около 
шара, равенъ поверхности многогранника, помноженной на одну 
треть радгуса шара. 



Плоскостями, проведенными чрезъ центръ шара и каждое изъ 
ребръ многогранника, мы раздѣлимъ многогранник® на пирамиды. 
Эти пирамиды имѣютъ общую вершину въ центрѣ шара и основа-
нілми грани даннаго многогранника. Каждая изъ этихъ пирамидъ 
измѣряетоя произведеніемъ площади ея осяованія на одну треть вы-
соты, т . е. на одну треть радіуса шара; слѣдовательно объемъ мно-
гогранника равенъ его поверхности, помноженной на одну треть ра-
діуса шара. . 

Объемы двухъ многогранниковъ, описанных® около двухъ рав- " 
ныхъ шаровъ, относятся между собою, какъ ихъ поверхности. 

1 8 3 . - Т е о р е м а . Объемъ, происходящей отъобрагценія круго-
вого сегмента около діаметра, лежащего внѣ его плоскости, равно 
половинѣ объема конуса, коего основаніе имѣетърадіусомъ хорду 
дуги сегмента и высота равняется проекціи этой хорды на оси 
вращенія. 

Круговой сегментъ А К Б (фиг. 3 2 4 ) равенъ разности между кру-
говымъ сектором® O A K В и треугольником® О А В ; слѣдовательно  
объемъ, происходящій отъ обращенія сегмента А К Б около діаметра  
M X , равен! разности объемов®, происходящих® отъ обраіценія сек-
тора О А К В и треугольника О А В . Назвав® объемъ сектора О А К В -
чрезъ г , объемъ О А В чрезъ г;', радіусъ OA чрезъ R , хорду A B чрезъ H ,  
ея проекцію ab чрезъ h и анооему О Е чрезъ а, получимъ ( 1 7 7 и 1 7 4 ) 

V — 2 / 3 i r R г . / і и 

ѵ ' = поверх. H . g = 2/зтаг2 . /г ; 

отсюда V — V* « V = 2/зтс ( R 2 — a 2 ) . b . 

Т а к ъ какъ О А Е прямоугольный треугольник®, 

то О А 2 - О Е 2 = А Е 2 = A f 2 или R 2 — о 2 = ; слѣдователыіо 

v = » / 8 , т . н 4 ' . л = v « * h u . 

Примѣчанге. Если круговой сегмент® равенъ полукругу, то объ- * 
емъ, происходящей отъ обращенія этого сегмента, равенъ объему 



шара; слѣдовательно подставивъ H = h = MN = D въ послѣднюю  
формулу, получимъ формулу для объема шара 

V = ѴбтсБ 3 ,  
которая уже прежде ( 1 8 0 , 2 ) была выведеиа. 

184. Теорема. Объемъ шароваго пояса равенъ объему шара, 
имѣющаго дгаметромъ высоту пояса, безъ полусуммы объемовъ 
двухъ цилиндровъ, имѣющихъ высотами и основаніями высоту 
и основания пояса. 

Прямыя сС и (Л) (фиг. 3 2 4 ) суть радіусы круговъ, происшед-
іпихъ отъ разсѣченіл т а р а плоскостями, перпендикулярными къ его 
діаметру MN, и отрѣзокъ cd діаметра шара есть высота пояся, коего 
основанія суть круги сС и t/D. Объемъ V пояса cd равенъ суммѣ  
объемовъ V и ѵ ' , происходящихъ отъ обращенія круговаго сегмента 
C H D и трапеціи С Dde. Назвавъ радіусы сС и r/D чрезъ 11 и I i ' ,  
хорду CD чрезъ H и ея проекцію cd на діаметрѣ MN чрезъ h, по-
лучимъ ( 1 8 3 и 1 4 2 ) 

V = ѴстсН2.h и v' = В 2 + R . R ' ) - / 
откуда Y = Ѵвтс ( H 2 + 2 R ' a + 2 R 2 + 2 R . R ' ) . A , 

Опустивъ изъ точки D перпендикуляръ D L на прямую Сс, полу-
чимъ прямоугольный треугольникъ CDL, въ которомъ 

CD 2 = D L 2 + C L 2 = Ы 2 + ( С с — D t / ) 2 или 
C D 2 = c r f 2 - | - C c 2 + D(?2 — 2Dt7.Cc = b 2 - | - R 2 + R ' 2 — 2 R ' . R . 

Подставивъ эту величину C D 2 в ъ формулу Y , получимъ 
V = 7 e i c ( A 2 - f 3 R ' 2 + 3 R 2 ) . A или 

V = 7 б т с А 3 + 7 г ( t c R , 2 . A - | - t c R 2 . A ) , 
:гдѣ членъ 1 / o ~ h s выражаетъ объемъ шара, коего діаметръ равенъ вы-
с о т ! h даннаго пояса, a произведеніями r R ' 2 . b и TCR2./( изм!ряются 
два диливдра, иміющіе высотою прямую h и основаніями круги D d  
и С с . 

1 8 5 . С Л Ѣ Д С Т В І Е . Если основаніе Dt/ пояса равно нулю, т. е. 
ѵесли плоскость Dt/ с !ченія , перпендикулярная къ діаметру MN, сдѣ-



лается плоскостью, касательного къ шару, то поясъ С Ш с обратится 
в ъ шаровой сегментъ N O , высота cd обратится в ъ нрямую c N = H '  
и выведенная формула нриметъ слѣдующій видъ 

v ' = ѵ е т с н ' 3 _j_ v » t r r 2 . h ' ;  
слѣдовательно объемъ сферического сегмента равенъ объему шара, 
имѣющаго діаметромъ высоту сегмента, вмѣстѣ съ объемомъ ци-
линдра, имѣющаю основангемъ и высотою основаніе и высоту 
сегмента. 

ЧИСЛЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 

275) Вычислить объемъ шара, коего радіусъ равенъ 2,25 фута*) . 

276) Вычислить объемъ шара, происходящая отъ обращенія полу-

круга около діаметра, содержащая 3®4 фута. (тс = 3 , 1416 ) . 
277) Найти радіусъ шара, коего объемъ равеиъ 113 ,04 куб. дюйм. 
278) Найти діаметръ шара, коего объемъ равенъ 381 '/г куб. фут. 

279) Вычислить объемъ шаровая сектора, зная, что высота пояса, 
служащая ему осяоваиіемъ, равна 2 фут. н радіусъ шара равенъ 4,5 
фута. 

2 8 0 ) Сколько дюймовъ содержит» высота пояса, соотвѣтствую- 
щаго шаровому сектору, котораго объем» равен» 847,8 куб. дюйма, 
если радіусъ шара равеиъ 9 дюйм.? 

281) Объемъ шаровая сектора содержит» 7,85 куб. фута н вы-
сота соответствующая пояса равна 0,6 фута. Сколько футъ содер-
жит» радіусъ шара? 

2 8 2 ) Окружность болыиаго круга шара содержит» 1 ,413 фута. 
Вычислить объемъ этого шара. 

283) Вычислить объемъ шара, если площадь большая круга со-
держит» 78,5 квад. дюйм. 

2 8 4 ) Если радіусъ шара увеличить иа 0,3 дюйма, то его объемъ 
увеличится на 6 ,89544 куб. дюйма. Вычислить діаметръ этого шара. 

2 8 5 ) Вычислить поверхность шара, коего объемъ содержит» 1 ,76625 
куб. дюйма. 

* ) Для р ѣ ш е н і я э т и х ъ в о и р о с о в ъ долшао в з я т ь г = 3 , 1 4 . 



286) Вмѣстпмость шара равна 9 ,944 куб. дюйм, п разность между 
его наружнымъ и внутрениимъ діаметромъ составляетъ 1 футъ. Вы-
числить діаметры. 

287) Вычислить объемъ шароваго сектора, когда пзвѣстио, что 
высота его пояса равна 1 футу н поверхность шара содержите 50 ,24 
квад. фут. 

2 8 8 ) Вычислить объемъ шара, вішсаныаго въ кубѣ, коего діаго- 
наль равна 12 дюйм. 

2 8 9 ) Вычислить объемъ пояса, коего нижиее основаніе отстоите 
отъ центра шара на 0,4 фута, разстояиіе между основаніямн равно 
1,5 фута и радіусъ шара равеиъ 2,4 фута. 

2 9 0 ) Вычислить объемъ пояса, зиая, что радіусы его осиованій  
содержать 2 н 3 фута, и его высота равна 2 фут. 

291) Шаръ разсѣченъ двумя параллельными плоскостями, отстоя-
щими отъ точки его поверхности на 0,8 фута и 1,8 фута. Вычислить 
объемъ образовавшаяся пояса, зная, что радіусъ шара равенъ 2 ,4 
фута. 

2 9 2 ) Вычислить объемъ шароваго сегмента, зная, что его высота 
равна 0,6 фута и діаметръ шара равенъ 3 фут. 

293) Іііаръ, коего діаметръ равенъ 2'/г фут., раздѣленъ плоскостью 
на двѣ части. Вычислить объемы этпхъ частей, зная, что радіусъ  
круга сѣченія равенъ 1 футу. 

2 9 4 ) Высота шароваго сегмента, коего объемъ содержите 7 ,235 
куб. фут., равна 1,2 фута. Сколько футъ содержитъ радіусъ соотвѣт- 
ствующаго шара? 

2 9 5 ) На сколько объемъ равнобочная конуса, коего ребро равно 
2 фут., больше объема шара, вписаннаго въ конѵсѣ такпмъ образомъ^ 
что онъ касается къ основанію п боковой поверхности конуса. 

2 9 6 ) Въ прямом» конусѣ, высотою въ 12 дюймовъ, вппсанъ шаръ, 
касающійся къ основапію и боковой поверхности конуса. Вычислить 
объемъ конуса, зная, что діаметръ шара равенъ 6 дюйм. 

297) Вычислить объемы двухъ шаровъ, зная, что разность пхъ 
радіусов ь равна 1 футу и разность пхъ поверхностей составляетъ 62,8 
квад. фут. 

2 9 8 ) Сумма объемовъ двухъ шаровъ равна 1172,266 куб. дюйм, и 
сумма ихъ радіусовъ равна 10 дюйм. Вычислить діаметры этихъ ша-
ровъ. 



2 9 9 ) Разность поверхностей двухъ шаровъ равна 16,94 квад. 
дюйм, и объемы этихъ шаровъ относятся между собою, какъ числа 

22 
216 и 125. Вычислить діаметры этихъ шаровъ. (тг = У ) . 

т е о р е м ы . 

3 0 9 ) ЕСЛИ поверхность шара равна S, то его объемъ выразится 
S / S  

чрезъ g у — . 

301) ЕСЛИ поверхности куба и шара равны, то объемы этихъ тѣлъ  
относятся между собою, какъ числа У - и ] / 6. 

3 0 2 ) Объемъ шара равенъ 2 з объема цилиндра, ошісаннаго около 
шара. 

3 0 3 ) Объемъ шара равенъ объему прямаго конуса, коего высота 
равна радіусу шара, a радіусъ основаиін равенъ діамегру шара. 

3 0 4 ) Если іиаръ, котораго радіусъ равенъ К , разсѣченъ двумя 
параллельными плоскостями, отстоящими отъ какой-нибудь точки 
шаровой поверхности на Л п h ' , то объемъ образовавшаяся иояса 
выразится чрезъ тг [(А —/, ' ) 2 R — 1 я(}ія — Ä'4)]. 

3 0 5 ) Если около круга описаны квадрате и правильный треуголь-
ник® такимъ образом®, что сторона квадрата совпадает® съ бокомъ 
треугольника, то обращеніемъ всей фигуры около высоты треуголь-
ника, проведенной перпендикулярно къ совместившимся сторонам®, 
образуются шаръ, цилиндръ и конусъ, коихъ объемы относятся между 
собою, какъ числа 4, 6, 9. 

3 0 6 ) Если около круга, коего радіусъ равенъ R , описанъ ква-
дратъ ABCD и ыа его сторон! AB построенъ равнобедренный тре-
угольник!, Е А В , коего вершина лежитъ иа окружности круга, то 
обраіценіемъ фигуры около высоты E F треугольника ЕАВ образуются 
конусъ, шаръ и цилиндръ, коихъ объемы относятся между собою, 
какъ числа 1, 2, 3. (Архимедова теорема). 

3 0 7 ) Чрезъ точку А дуги АМВ круговая сектора АМВС проведена 
касательная, равная х о р д ! AB. Требуется доказать, что при обра-
щены фигуры около радіуса АС прямоугольный треугольникъ АЕС 
образуете прямой конусъ, равномерный шаровому сектору, образую-
щемуся круговымъ секторомъ АМВС. 

3 0 8 ) Если прямыя АС и AB (фиг. 328) равны, то обращеніемъ 



равнобедреннаго треугольника ABC около оси MN происходит» объ-
ем», равный 2/з объема цилиндра, коего высота равна боку ВС и ра-
діусъ основанія равен» выеотѣ АЕ треугольника. 

3 0 9 ) Обраіценіемъ параллелограма ABCD последовательно около 
двухъ смежных» сторонъ AB и ВС образуются два объема V и V , 
которые обратно нропорціональны этим» сторонамъ. 

ПРИЛОЖЕНІЕ АЛГЕБРЫ КЪ ГЕОМЕТРІИ. 

В ы р а ж е н і е д и н і й , площадей и о б ъ е м о в ъ числами. Однородность выражений. 
В о з с т а н о в л е н і е однородности. Построеніе а д г е б р а и ч е с к и х ъ Формулъ. Р ѣ ш е н і е  

г е о м е т р и ч е с к и х ъ з а д а ч ъ спомощіею А л г е б р ы . Отрицательный рѣшенія . 

1 8 6 . Во второй части Планиметріи весьма часто встречалась 
надобность выражать линіи числами; такъ например» при рѣшенія  
задачи ( 8 5 , I I ) : „раздѣлить прямую въ крайнем» и среднем» отно-
шеніи" мы выразили данную нрямую A B числом» а, предположив», 
что отношение между этою прямою и какою-нибудь единицею m  
длины равно а . 

Извѣстно, что для вычисленія какой-нпбудь площади должно 
составить произведете двухъ чисел», выражающих» отношеиія двухъ 
линій къ какой-нибудь единицѣ, и для оиредѣленія какого-нибудь 
объема, должно перемножить три числа, полученный отнееепіемъ трехъ 
линій к » какой-нибудь единицѣ; следовательно для площадей и 
объемовъ н ѣ т » надобности употреблять особых» означеній. 

Наоборот» : всякое отвлеченное число можетъ быть изображено 
линіею, если отвлеченная единица будетъ замѣнена какою-нибудь еди-
ницею длины и потом» будетъ построена линія, отношение которой къ 
•единицѣ длины равно-данному числу; такъ напримѣръ число У 2 мо-

29 



жетъ быть изображено гипотенузою равнобедреннаго прямоугольнаго 
треугольника, котораго катетъ равенъ какой-нибудь единицѣ длины. 

Означеніе линій числами даетъ возможность примѣнять алгебри-
ческіл дѣйствія къ рѣшенію геометрическихъ задачъ. Рѣпіеніе гео-
метрической задачи спомощіею Алгебры состоите изъ трехъ частей : 

1 ) составленія унавненія по условіямъ заданнаго вопроса, 2 ) р ѣ - 
шенія уравненія, и 3 ) ностроенія найденной величины неизвѣстной,  
т . е. составленія чертежа по полученному рѣшенію уравненія. 

1 8 7 . Приведете геометрическихъ задачъ къ уравнеяіямъ и рѣ - 
шеніе сихъ послѣднихъ будетъ разсмотрѣно впослѣдствіи; а теперь 
познакомимся съ свойствами численныхъ выраженій, означающихъ 
линій, площади и объемы, и съ построеніемъ формулъ. 

В ъ выраженіи числа я , Ь, с суть отношенія лииій А , В , С 
V В с 

къ какой-нибудь единицѣш, т . е. а — т , Ь = п і , с — ; слѣдова-
ат . Ът ab . m 

тельно данное выражеше произошло отъ выражѳшя r ) i / = — - — , 
в ъ которомъ m есть единица. В ъ этомъ выраженіи единица m вхо-
дите множителемъ только одинъ разъ, а потому оно называется вы-
раженіемъ первою измѣренія и означаете линію. В ъ числителѣ 

а>Ъ 
выраженіл г , единица повторяется множителемъ четыре раза, а в ъ 
знаменателѣ три раза; слѣдовательно оно перваго измѣренія. Каждое 

« сі*ъ а 3 ь г 

изъ выражеши a1, Г , у 1 5 с 6 , называется выражетемъ 
втораго измѣренгя и означаетъ площадь. Выражспія я 3 , a2b, abc, 
У аяЬс2 суть третьяго измѣренія и означаютъ объемы. В с ѣ выра-
женія, которыхъ измѣренія выше третьяго, не означаютъ геометри-
ческихъ величипъ. Замѣчательны выраженія "ö , ft ft и т . д . , въ 
которыхъ цзмѣреніе числителя равно измѣренію знмменателя; они на-
зываются выражениями нулевою измѣренія. 

Одночленныя выраженія одно и того-же измѣренія называются 
однородными. Возможно произвести сложеніе и вычитаніе только 



надъ однородными одночленами. Полученная сумма или развовть 
должна быть величина однородная съ данными одночленами ; а потому 
всякій многочленъ, коего члены суть величины однородный, пазы* 

вается однороднымъ; такъ напримѣръ а 2 — 4 a f - f - р однородный 
многочленъ, втораго измѣренія, 

1 8 8 . Если при рѣшеніи какого-нибудь геометрическаго вопроса 
отношеніе каждой линіи къ какой-нибудь единиц! означалось буквою 
и ни одна изъ линій не принималась за единицу, то выраженіе не-
извѣстной, полученное изъ составленнаго уравпенія. должно быть одно-
родное. В ъ самомъ дѣлѣ , означивъ отношенія данныхъ линій къ ка-
кой-нибудь единиц! буквами a, b,c,d— и отношеніе искомой линіи  
къ той-же единиц! буквою х, получимъ выраженіе х, которое должно 
состоять изъ однородныхъ членовъ перваго измѣренія, потому-что 
( 1 8 7 ) всякій многочленъ составляется сложеніемъ и вычитаніемъ  
однородныхъ одночленовъ, и образовавшаяся сумма или разность 
должпа быть одпого измѣренія съ каждымъ одночленомъ. Такъ на-

прим!ръ получивъ ьыраженіе х = в , г д ! А и В два многочлена, мы 
зам!чаемъ, что изм!реніе числителя А единицею выше изм!ренія знамс-
нателя В , потому-что число х означаетъ линію; слѣдовательно члены 
дробпаго выраженія в должны удовлетворять условіямъ однородности. 

Точно также въ выраженіи х = V в , полученномъ изъ уравненія 
В ж 2 = А , каждый изъ многочленовъ А и В долженъ быть однород-
ный, и кром! того измѣреніе многочлена В должно быть двумя еди-
ницами ниже измѣренія многочлепа А . 

Принявъ за единицу одну изъ линій, входящихъ в ъ заданный 
вопросъ, мы можемъ получить для иеизвѣстной выражсніе неодно-

. . а — Ъг + ас* родиое, такъ напримѣръ выраженіе х = - а Ѣ _ получилось не-
одпородымъ, потому-что одна изъ данныхъ линій принята за еди-
ницу. Для возстановлеяія однородности, должно ввести множителем® 
линію, принятую за единицу, такимъ образомъ, чтобы выражение 

29* 



удовлетворяло условіямъ однородности. В ъ полученном» выраженіи  
Числитель и знаменатель содержат» члены перваго, в т о р а я и третьяго 
•змѣреній; но измѣреніе числителя должно быть единицею выше 
измѣренія знаменателя ; следовательно предположив», что пропущена 
данная линія m , принятая за единицу, мы должны помножить на т3 

длен» а перваго измѣренія въ числителѣ, на m 2 членъ — Б 2 в т о р а я 
измѣренія въ числителѣ и членъ — Б перваго измѣренія въ знамена-
теле, наконец» на m членъ а с 2 третьяго измерения въ числителе и 
членъ г2 в т о р а я измеренія въ знаменателе. После этого получится 
выражепіе 

am* — bbn* -f acbn »i(am* — b'm ас*) 
Х а*Ь — Ът* + c*ïn а*Ь — Ьт* + е.*m * 

Этимъ введеніемъ множителя m и tfro степеней выраженіе х не 
изменяется, потому-что m— 1 . Если известно, что неоднородное 

выражепіе V аозначает» линію, то каждый членъ подко-
ренной величины долженъ быть в т о р а я измѣренія. Предположив», 
что данный линш отнесены къ единице т, мы помножим» членъ а 

Ьс о 
н а m и член» на тл; тогда получится выраженіе 

л / I Ьст* л/ f , Ьст\ 
V am -+- - у т(а + ). 

1 8 9 . Гешеніемъ уравненія, составленная по условіямъ геоме-
трическая вопроса, получается выражепіе, показывающее, какія  
именно геометрическія построенія должны быть произведены для полу-
чѳнія искомой линіи. Чтобы познакомиться съ построеніемъ алгебраи-
ческих» выраженій предлагаются слѣдующіе примеры. 

1 ) Выражоніе х = означает» четвертую пропорціональную  
трехъ прямыхъ а, Б, с, построеніѳ которой известно ( 6 7 , I I ) . 

2 ) Изъ в ы р а ж е н і я л ; = h(. составив» пропорцію , опи-
шемъ на прямой В С = с полуокружность (фиг. 1 7 1 ) . Потомъ отло-
жимъ хорду В А = Б и изъ А опустимъ перпендикуляр» A D на діа- 
метръ В С ; получимъ отрезок» B D = х . 



3 ) Выраженіе х = ] / ab, получаемое изъ пропорціи ° = » 
означает® среднюю пропорціональную между прямыми я и Построе-
ніе ея извѣстно ( 7 6 , I I ) . 

4 ) Выраженіе х — у/а2 -\-Ъ2 означает® гипотенузу прямоуголь-
наго треугольника, коего катеты суть а и Ь. Построеніе прямой х 
извѣстно. 

Выраженіе х = у а2 — ъ 2 означает® катетъ прямоугольнаго 
треугольника, пмѣющаго гипотенузу а и катетъ Ъ. Построеніе пря-
мой X извѣстно. 

5 ) Чтобы построить выраженіе х — , построим® четвертуй 
пропорціопальную / прямыхъ a , b, d ; слѣдователыю получимъ / = 
- J и X = . Потомъ построим® четвертую пропорціовальную пря-
мыхъ / , с, е для полученія прямой х. Такимъ-же образом® строится 

àbedef * 
выраженіе х — 

6 ) Чтобы построить выраженіе х = а у/ 3 , внесем® множитель 
а под® радикал®; получимъ выражсніе х = | / З а 2 = у/я.За, ко-
торое строится по примѣру ( 3 ) . 

7 ) Чтобы построить выраженіе х = " | / 3 , сдѣлаемъ преобра? 

зованіе x = f / = ]/а2— = Va2 — ( \ ) 8 . Послѣднес ш - 

раженіе строится по примѣру ( 4 ) . 
8 ) В ъ выраженіи х — - - Ь ' отдѣлимъ общій множитель с за 

скобки; тогда получимъ выраженіе х = J 0 ' ч в ъ котором® х есть 
четвертая пропорціопальная прямыхъ a - f - b, с я d. Построеніе ея  
извѣстно ( 6 7 , I I ) . 

9 ) Преобразовав® выраженіе х = у а2 — ab, получимъ выра-
женіе х - У а(а — Ь), которая построеніе извѣстно ( 7 6 , 2 , I I ) . 

1 0 ) Выраженіе х = " Ь представится въ слѣдующемъ видѣ 



— 1 5 0 — 
ab , bcf тт ab 

» = — П о т о м ъ построимъ прямую g = -g- по примѣру ( 1 ) , 

прямую А = l"Jd по примѣру ( 5 ) и наконецъ прямую х = д — А. 

1 1 ) Чтобы построить выраженіе х = / я 2 А2 — cd, предпо-
ложпмъ е 2 = я 2 —J— А 2 и f 2 — cd. Потомъ построимъ е — / я 2 + А 2 

(по 4 ) и / = Y cd (по 3 ) . Наконецъ построимъ х — j / e 2 — f 2 

(по 4 ) . 

1 2 ) Выраженіе х — 2 ( ] / 5 — 1 ) означаетъ бокъ правильнаго 
десятиугольпика, вписаннаго въ к р у г ѣ , коего радіусъ В ( 9 9 , I I ) . 
Преобразовав'!, это выраженіе, получимъ 

Построимъ сперва я = ] / R 2 + ( к и потомъ х = а— 14 

1 3 ) Выраженіе х — V Д Ь* преобразуется въ 

г _ л/1Г+Ь* Г& + » 
* — * 4 - f 4 — 

Построимъ прямоугольный треугольникъ A B C по даннымъ ка-
тетамъ A B = а и В С = А. К ъ гипотенуз! АС изъ ея средины В 
возставимъ перпендикуляръ D E = ' / « А С и проведемъ прямыя А Е и 
С Е . К а т е т ъ С Е образовавшаяся равнобедреннаго прямоугольиаго 
треугольника А Е С равенъ х. 

2 ) Чтобы построить выраженіе 

- = Ш + І Е т Ж 
гдѣ m и n какiя-нибудь числа, построимъ с — Ь ' (по 2 ) и d — 

ĵ l ffg . 
a — = « — с. Потомъ построимъ е = — d — — (я. — - ) и 

f — с-\-е = 4 + ( а — 4 ) . Наконецъ построимъ х = / я / . 

1 9 0 . Задача. Въ тредюльникѣ вписать квадратъ такимъ 
образомъ, чтобы одна сторона ею помѣстиласъ на сторонѣ тре-



угольника, a противолежащія ей вершины пришлись на двухъ 
остальныхъ сторонахъ треугольника. 

шины D должно найти разстояніе B D , т . е. гипотенузу прямоуголь-
наго треугольника B D G , коего катетъ D G есть бокъ искомая ква-
драта; слѣдовательно для рѣшенія вопроса должно найти стороны пря'-
моугольнаго треугольника B D G , а для этого необходимо сравнить 
его съ подобнымъ ему прямоугольнымъ треугольникомъ А В Н , въ ко-
торомъ всѣ строны извѣстны. Назвавъ сторону A B чрезъ с, разтояніе  
B D чрезъ X, высоту А Н чрезъ h и бокъ D G чрезъ у , получимъ нро-

порцію д = ft откуда?/ 1) . Такъ какъ образовавшееся 
уравненіе содержитъ двѣ неизвѣстныя х и у , то оно недостаточно 
для рѣшенія вопроса. Требуется составить еще уравненіе, содержащее 
неизвѣстныя х и у. Для этого возьмемъ подобные треугольники A D E  
и A B C и назовемъ сторону ВС чрезъ а ; тогда получимъ ft = ? 

(I С 

и у = ' с х .а... ( 2 ) . Сравненіемъ уравненій ( 1 ) и ( 2 ) мы нолу-

чимъ уравненіе 

тельпо прямая х — В І ) есть четвертая пропорціоналыіая прямыхъ 
а, с и в—{—/і, ностроеніе которой, по примѣру задачи ( 6 7 , 1 1 ) произ-
водится вотъ такъ: продолживъ сторону В С = а, отложимъ часть 
C K = h, соединимъ точки А и К и проведемъ чрезъ С прямую CD 

Ф и г . 3 3 1 . Нредноложимъ, что вопросъ рѣ - 
шенъ и что построенъ требуемый 
квадратъ D E F G (фиг. 3 3 1 ) . При 
вішмательномъ разсмотрѣніи чер-
тежа мы замѣчаемъ, что для нострое-
иія требуемая квадрата достаточ-

11 С, H F С \ но найти его вершину D (или вер-
шину Е ) . Для опредѣленія вер-



параллельно къ прямой АТС. Потомъ изъ точки D опустимъ перпен-
дикуляр® D G и В С , чрезъ D проведемъ D E параллельно къ В С п 
наконец® изъ Е опустимъ перпендикуляр® E F H a B C ; получится тре-
буемый кваратъ D E F G . 

Вѣрность произведенная построенія доказывается слѣдующимъ 
B D В С 

образом®: по параллельности прямыхъ А К и DC мы имѣемъ — 
B D а п т ч ас или - - - = a + f i , откуда B D = * = в + ъ . 

ІІримѣчанге I. Геометрическим® доказательством® повѣряется  
произведенное ностроеніе, а не самое рѣшеніе предложенная вопроса. 
Однако вѣрность рѣшенія задачи зависит® преимущественно отъ 
в ѣ р н а я составленія и рѣшенія уравненія, а потому, если возможно-
должно повѣрять полное рѣшеніе предлагаемой задачи. Полное и гео-
метрическое доказательство п р е д ы д у щ а я рѣшенія состоитъ въ слѣ -

D 0 B D Т Т Л A T T 
дующем® : д н = В А по параллельности прямыхъ D G и А Н , и 
B D В С 
ВА п о параллельности прямыхъ CD и К А ; отсюда полу-

D G В С DG а • Т і Г 1 ah „ чится А Н = в к или h слѣдовательно D G = я + л . По-
D E A D T t n A D C K 

том® в с = A B по параллельности прямыхъ D E и В С , и Л В = щ 
D E C K 

по параллельности прямыхъ прямыхъ DC и А К ; отсюда в с = в к 

или " J j слѣдовательно D E = - h . И такъ мы узнали, 

что прямыя DG и D E равны. 
ІІримѣчаньё II. Предложенная задача рѣшается еще следую-

щим® образом®: изъ вершины А опустимъ перпендикуляр® А Н 
на иротиволежащій бокъ В С и изъ вершины В возставимъ к ъ 
В С перпендикуляр® B L , равный В С . Соединив® точки L и Н , по-
лучимъ точку D пересѣченія прямыхъ A B и L H ; этою точкою опре-
дѣлится вершина искомая квадрата. 

Лримѣчаніе III. З н а я , что А в = | А или Ук ~ ~ ,получимъ 

у = Л . Потомъ подставив® въ это равенство ~ f h вмѣсто х , по-



лучимъ У = „ f h ' Площадь квадрата D E F G равна ?/2 = 

площадь треугольника А Б С равна ft и отношеніе между этими 
2 ah TT 7 • 2а' 1 / 

площадями равно hyt. При « = h это.отногаеше равно 4 а , = / г , 
a если а > h или а < h , то отношеніе между этими площадями 
меньше V 2 ! слѣдовательно площадь квадрата, вписанная въ трс-
угольникѣ, равна половинѣ площади этого треугольника, если осно-
ваніе В С = я равняется высотѣ А Н = h. 

191. Задача. Въ данномъ треуголшиюъ ABC (фиг. 332) 
вписать прямоуголгмикъ на сторонѣ В С такимъ образомъ, что-
бы его площадь относилась къ площади ABC точно такъ, какъ 
относятся между собою числа m и п. 

Назовемъ сторону В С чрезъ а, высоту А Н чрезъ h, стороны D E  
Фиг. 332. я ])Q. искомая прямоугольника чрезъ у и г, и 

л. разстояніе А К чрезъ ж. Площадь D E F G = t / 2 , 
площадь A B C = ft и по заданію - f t - f t - = 
m m ah /т -, ТІ 

— , о т к у д а y z = п - j - . . . . ( I ) . Изъ по-
добныхъ треугольниковъ A D E и A B C выво-

п с il p г / • D E А К il X 

л (ж * д и т с я лропорція в с = л н или а — h к о -

торая, по умноженію ея предъидущихъ членовъ на г, обращается въ 
у г _ а * з „ а я ч т 0 _ х н = г = h — X, мы замѣнимъ множи-а h 

тель z третьяго члена послѣдней пропорціи чрезъ h — х; получимъ 

Ж ( И ) . Подставивъ величину уг ( I ) въ уравненіе ( I I ) , 

получимъ 
n 2 h » 2 
h . і/ 1n h2 , h* h I V h ,h т.. 

отсюда X = ' 2 " Ь 4 — 2 ± 2 ( — • — * ) • 

Чтобы для X получилась величина возможная, дробь должна 
равняться Ѵг или должна быть меньше V 2 » т - е. искомый прямо-

ft* + 1 
\ к 

/ к \ 



угольник» долженъ равняться половинѣ д а н н а я треугольника, или 
долженъ быть меньше его ноловины. Если дробь >"-=1/г,т. е. ис-
комый прямоугольник» равенъ половинѣ д а н н а я треугольника, то 
получится X — ; значит» сторона D E проходит» чрезъ средину 
высоты А Н и чрезъ среднія точки сторонъ A B и АС. Построеніе  
этого прямоугольника не представляет» затрудненія. Если дробь 

~ < 1 / 2 , то радикалъ К ( 2 ™ h) полученнаго корня х 

меньше 2 , и для х получатся двѣ положительныя величины. Для 
построенія зтихъ величинъ х раздѣлимъ высоту h въ точкѣ M на двѣ 

i t M i . . . h m 7 

равныя части и отложимъ A L = — л ; тогда получимъ M L = 2 — - п. 

Потомъ построив» среднюю пропорціональную MN между прямыми 

AM и M L , получим» MN = ( * — / , ) . Н а к о н е ц ъ , чтобы по-

строить X, должно MN приложитькъ 2 , или MN вычесть изъ \ ; а 
для этого опишемъ полуокружпость изъ точки M радіусомъ M N ;  
получимъ для X двѣ величины A K и A K ' . Проведя чрезъ К 
и К ' прямыя D E и D ' E ' параллельно къ боку В С , получимъ вершиы 
D и Е , D ' и Е ' прямоугольпиковъ D E F G и D ' E ' F ' G ' , удовлетворяю-
щихъ вопросу. 

192. Задача. Въ данномъ квадрант A B C D (фиг. 333) 
вписать другой квадратъ такимъ образомъ, чтобы площади 
этихъ квадратовъ относились между собою, какъ числа m и п. 

Назовем» сторону A B д а н н а я квадрата чрезъ а, сторону а ' В ' 
Фиг. ззз. ^ искомаго квадрата чрезъ х и разстояніе А А ' 

чрезъ у. По равенству треугольников» A A ' D ,  
В А ' В ' , С В ' С , C 'D'D мы имѣемъ A D ' = DC'  
= с в ' = в а ' = а — у . Площадь A B C D = а 2 , 
площадь A ' B ' C ' D ' = х2 = у2 + ( а — у ) 2 и по 
заданію = . О т с ю д а с о с т а в и т с я уравненіе 



2 / 2 + ( « — У ) 2 = 2 или у 2 — а у + ~ " а 2 = 0 ;  

слѣдовательно у = f 

нецъ получится выраженіе а — у = ™ + у1 ^ к о т о . 
рое легко можетъ быть построено. Для этого раздѣлимъ прямую A B  
= а на i n равпыхъ частей и возьмемъ такихъ частей 2 т — п отъ 
В до Е ; отрѣзокъ B E = 2 " ' і и па. Потомъ построимъ среднюю про-
порціональную B F между прямыми A B и B E , и отложимъ прямую 
мую B F на сторояѣ A B отъ ея средины M до А' и до А " ; тогда 

А А ' = а + B F = а + Ѵ а ^ Щ ~ п •а и А А " = « - B F = 
2 2 4и> 2 

a - і / 2 m — и 

Эчотъ вопросъ только тогда возможен», если 2 т — п или 2 m > « ,  
т . е. возможно вписать квадратъ, котораго площадь не меньше поло-
вины площади данпаго квадрата ; елѣдовательно наймем,шгй ква-
дратъ, который можетъ быть вписать въ данномъ квадратѣ , получится 

при 2 т — п и А А ' • 

193. Задача. Построить прямоугольник?,, коею периметры 
равенъ р и площадь равна q2. 

Назвавъ двѣ смежныя стороны искомая прямоугольника чрезъ 
X и у, получимъ у — I ж и xy — q2\ отсюда х( 2 — x ) — q2 или 

X 2 — і І х - \ - q 2 — 0 ; слѣдовательно 

Замѣчательно, что составленныя уравневія даютъ только два 
различные корня; слѣдовательно большая сторона прямоугольника 

р а в н а - J - + Ѵ ^ — q i и меньшая сторона равна ^ — V Ç — q 2 . 



Вопросъ только тогда возможенъ, если q 2 < ( ± ) * или q 2 = 

т . е . наибольшей прямоугольник®, удовлетворяющій условіямъ 

задачи, получится, если его площадь равна площади квадрата, по-
строенная на четвертей части д а н н а я периметра. 

194. Задача. Дана трапеція A B C D (фиг. 334), въ кото-
рой основаніе A B = 16 фут., основаніе CD = 5 фут. и высота 
равна h. Оеееъ точнее Е , данной на сторонѣ A B и отстоящей 
отъ вершины к на 14 футъ (и отъ В на 2 фут), должнораз-
дѣлить трапецію надвеь части такимъ образомъ, чтобы часть f  

прилежащая къ АЕ, была вдвое меньше части, прилежащей къ 
B E . Опредѣлитъ разетоянге D F прямой раздѣла отъ вер-
шины D . 

Назвав® разстояніе D F чрезъ х , получимъ C F = 5 — х , пло-
L щадь A E F D = ( 1 4 - ) - * ) \ «площадь B C F E 

ч h A E F D 14 + X , , 
= ( ' - Х Н И BCFE / 2 ; 0 Т " 

в сюда мы имѣемъ 2 8 + 2ж = 7 — xw х= —3; 
слѣдовательно прямая раздѣла не может® пе-

ресекаться съ стороною CD, т. е. вопросъ не возможенъ. Отсюда мы 
заключаемъ, что отрицательное число, выражающее длину прямой, по-
казывает® невозможность рѣшенія, происшедшую отъ несообразности 
заданных® уоловій. 

Примѣчаніе. ІІо заданію вопроса можно было иредвидѣть невоз-
можность рѣгаенія. Дѣйствительно, если мы соединим® точку Е съ 
вершиною D , то разстояніе D F — х обратится въ нуль и отношеніе  
-U ' ' ' сдѣлается равным® 2 ; слѣдовательно чтобы точка F находи-
лась между С и D на сторон! CD. это отношеніе должно быть боль-
ше 2 ; но такъ какъ по заданію отношеніе равно У з , т. е. меньше 
2 , то прямая раздѣла не может® перес!катьея съ стороною CD. Что-
бы части данной трапеціи составляли данное отношеніе, прямая раз-



дѣла должна пересѣкать сторону A D . Назовемъ точку перееѣченія  
этихъ прямыхъ чрезъ G, и отношеніе прямыхъ A D и A G чрезъ у . 
Площадь A B C D = ( 1 6 + 5 ) - ^ д і л о щ а д ь А Е І ) = 1 4 . 2 и ^ е В ~ 
16-1-15 3 A E D A D » A B C D 3 у " и также А Е 6 = д д : = г/, слѣдовательно A E G - = 2 и 

A B C D — A E G Зу — 2 „ . . г 

- — A E G = % . Т а к ъ какъ по заданію должно быть 
A B C D — A E G 2 3 « — 2 ' 2 0 

A E G ~ = + Г ' Т 0 = 1 И У = 2 -

Отсюда слѣдуетъ, что прямая раздѣла должна пройти чрезъ сре-
дину стороны A D . Означивъ чрезъ F ' точку пересѣченія продолжен-
ной прямой раздѣла еъ продолженною стороною CD, получимъ D F ' =  
А Е = 14 фут. Отсюда мы видимъ, что найденная величина х =—3 
также не находится на продолжепіи стороны CD; слѣдовательно рѣ - 
шеніе X = — 3 не имѣетъ никакого смысла. 

195. Задача. Требуетсяраздѣлитъ прямую AB = а (фиг. 
335) на двгь части такимъ образомъ, чтобы квадраты этихъ 
частей относились между собою, кака числа m и п. (Предпо-
лагается , что m < п). 

Предположивъ, что вопросъ рѣшенъ и что точка Е раздѣляетъ  
прямую A B на требуемый части, назовемъ отрѣзокъ А Е чрезъ ж; 

Фиг-335. тогда Е В = « — х и по заданію 
X ï)l 

п • Изъ этой цронорціи  

составится уравненіе  

{n—m)x2-\-2amx—та2—0...{!), 
изъ котораго получится 

X = —а—( — m і ? тп ). и — m 4 m 

Т а к ъ какъ по заданію п > т, то У тп > V т2 или V тп>Ѣ]  
слѣдовательно для х получатся двѣ величины : положительная и 
отрицательная. Чтобы опредѣлить значеніе отрицательная корня, 



подставим® въ уравненіе ( 1 ) — х ' вмѣсто х * ) ; получимъ уравненіе 
(О) 

( a - f x ' ) * п ѵ ^ а 
Это уравненіе показывает®, что требуется найти такую точку, 

чтобы квадрат® ея разстоянія отъ точки А относился къ квадрату 
разстоянія отъ В , которое больше п е р в а я разстоянія числом® а, 
точно такъ, какъ относятся между собою числа m и п. Для выпол-
ненія этихъ условій отложим® первое разстояніе отъ А въ сторону, 
противоположную той, по которой мы отложили положительную вели-
чину х\ сдѣдовательно отложив® х' = х на продолжепіи прямой В А , 
влѣво отъ А , мы найдем® точку Е ' , которой разстояніе отъ В равно 
a - f - х'. Положительный корень х' уравненія ( 2 ) или отрицательный 
корень X уравнепія ( 1 ) соотвѣтствуетъ слѣдующему вопросу: найти 
такую точку Е ' въ противоположной сторонѣ относительно 
разстоянія А Е , чтобы квадраты ся разстоянгй отъ точекъ А 
и В относились между собою, какъ числа m и п. Замѣчательно.  
что уравненія ( I и 2 ) соотвѣтствуютъ одному и тому-же вопросу: на 
прямой, проходящей чрезъ точки А и В , найти точку (или нѣ- 
сколъко точекъ) такимъ образомъ, чтобы квадраты ея разстоя-
нгй отъ точекъ А и В составляли данное отношеніе. 

Построеніе рѣшенія вопроса дѣлается вот® такъ : чрезъ точ-
ку В прямой A B проведемъ прямую B F = п и на ней отъ F  
до G отложим® F G =• m ; тогда отрѣзокъ B G = п — т. Соеди-
нив® точки А и G, и проведя чрезъ F прямую F C параллельно к ъ 
. п А С m m 

A G , получимъ âb~ п — т и A C = — „ -_ m , потому-что прямая 

А С находится относительно точки А в ъ сторонѣ, противоположной 
положительным® разстояніямъ точекъ прямой а отъ А . Чтобы по-
строить радикал® выраженія х, мы имѣемъ п т у/ тп = 

1 а. а — у, гдѣ у есть средняя пропорціональна меж-

* ) Си. § 1 9 части I I «Начальной Алгебры», - Соч. А Л ё в е 1 8 6 8 г . 



ду прямыми CA и СВ ( = w _ _ w я ) ; слѣдовательно описавъ полу-
окружность на прямой В С и возставивъ перпендикуляръ A D изъ А , 
соединимъ точки С и D ; ирямая CD = у . Наконецъ, чтобы по-

да , а /— 
строить выраженіе — н — т а + І Г ^ й Г * т п ~ х > опишемъ 
окружность изъ точки С радіусомъ C D ; пересѣчеиіемъ ея съ прямою 
A B и съ продолженіемъ этой прямой опьедѣлятся точки Е и Е ' , со-
отвѣтствующія обѣимъ величинамъ корня х. 

Относительно вопросовъ, дающихъ два корня съ противополож-
ными знаками, должно руководствоваться слѣдующими замѣчаніями: 

1) Д в а корня уравненія часто даютъ два возможныя рѣшенія  
предложенной задачи ( 1 9 1 и 1 9 2 ) . 

2 ) Во мпогихъ случаяхъ одинъ изъ корней составленная урав-
ненія противорѣчитъ условіямъ вопроса. Если корень со знакомъ 
„мипусъ" означаетъ длину линіи, то имъ должно принебрегать(194) . 

3 ) Иногда отрицательный корень даетъ возможность представить 
предложенный вопросъ въ общемъ видѣ, которому удовлетворяютъ два 
корня съ противоположными знаками ( 1 9 5 ) . 

ЗАДАЧИ. 

310) Построить выраженія: 1) х — а J--—; 2) и 3) х — 

. ah+fcd-, 4) 5) 
6) X = Ѵа2— Ь3 + с3 — df+~gh. 

а 
311) Возстаыови гь однородность въ выраженілхъ; 1) х = с £/*+ —ер cl 

9 ï і 7 s bc2d п. Р/аѢ d , ч i/" 2 b 

312) Въ равяосторонсемь треугольник!, к о е я бокъ равенъ а и 
высота равна А, вписать квадраіъ. 

313) Между сторонами д а н н а я угла ABC провести прямую па-



раллельно къ данной прямой D E такимъ образомъ, чтобы образовался 
треугольник», равномѣрный данному треугольнику LMN. 

314) Дана точка А, отстоящая на е отъ центра круга, коего ра-
діусь равенъ г. Отъ точки А требуется нровестн сѣкущую ABD та-
кимъ образомъ, чтобы хорда BD равнялась дайной ирямой а. 

315) Въ четверти круга, коего радіусъ равенъ г , вписать круг», 
касающійся къ дугѣ и радіусамъ четверти круга. 

316) Въ данномъ кругѣ , коего діаметръ равенъ d, вписать ирямо-
угольникъ, равномѣрпый данному квадрату о 2 . 

317) Построить квадратъ, въ которомъ разность между діагональю  
X и бокомъ у равна d. 

318) Построить равнобедренный прямоугольный треугольникъ, въ 
которомъ сумма гипотенузы я и катета у должна равняться прямой а. 

319) Построить прямоугольный треугольникъ, коего гипотенуза 
должна равняться ирямой а и 1) сумма катетовъ х н у должна рав-
няться прямой Ь, или 2) разность катетовъ х и у должна равняться 
прямой d. 

3 2 9 ) Построить прямоугольный треугольникъ, въ которомъ сумма 
катетовъ х н у должна равняться ирямой а н перпендикуляръ, опу-
щенный изъ вершины прямаго угла иа гипотенузу х, долженъ рав-
няться ирямой 1ь. 

321) Построить прямоугольный треугольникъ такимъ образомъ, 
чтобы одинъ катетъ равнялся данной прямой я, а другой катетъ былъ 
средиею иропорціональною между прямою а и гипотенузою х. 

322) Построить равностороннін треугольникъ, въ которомъ 1) сумма 
его основанія х и высоты у должна равняться данной прямой а, и 
2 ) разность между основаніемъ х и высотою у должна равняться дан-
ной прямой Ь. 

323) Обратить данный равпосторонній треугольникъ, коего сто-
рона равна а, въ рааномѣрный ему квадратъ. 

324) Обратить данный квадратъ, коего сторона равна а, въ рав-
номѣрный ему равносторониін треугольникъ. 

325) Построить равнобедренный прямоугольный треугольникъ, 
коего периметръ долженъ равняться данной прямой а. 

326) Требуется раздѣлнть треугольникъ ABC прямою DE, парал-
лельною къ боку ВС, на части, проиорціональныя чпсламъ m и п. 

327) IIa діаметрѣ AB круга даны двѣ точки D и Е , равно-отстоя-



щія отъ центра С. Требуется опредѣлнть на окружности такую точку 
F , чтобы радіусъ СВ былъ среднею нроиорціональною между суммою 
и разностью разстояиій FD и F E . 

328) Построить такой треугольник® ABC,, въ которомъ бокъ ВС 
равнялся бы прямой а и высоты BD и СЕ, соотвѣтетвующім сторонамъ 
АС = х u AB = t/, равнялись бы прямымъ h и 7.\ 

3 2 9 ) Въ равностороннемъ треугольник! ABC вписать другой рав-
ностсрсшіій треугольник®, коего плоіцадь должна относиться къ 
площади ABC тичио такъ, какъ относятся между собою числа m и п. 
(См. 192). 

3 3 0 ) Требуется продолжить данную прямую такимъ образомъ, 
чтобы она и ея продолжеиіе составляли произведете, равное площади 
даииаго квадрата. 



Результаты численныхъ вопросов», доказательства 
теоремъ и рѣшенія задачъ построенія. 

1 ) И з ъ точки С опустимъ J _ CD 
на А Б . и изъ D возставимъ _ L  
D E къ A B . Потомъ проведемъ 
плоскость чрезъ DC и D E . 

2 ) См. теор. 1 3 . 
3 ) Сдѣлавъ С В = CD = С Е и про-

ведя прямыя A B , A D , А Е , до-
кажемъ равенство треѵгольпи- 
ковъ A B C . A D C , А Е С (см. 1 7 ) . 

4 ) Чрезъ точку А и прямую В С 
проведемъ плоскость Р , которая 
пересѣчетъ D E в ъ точкѣ M. По-
томъ соединимъ А и М. 

5 ) См. 2 1 . 
6 ) и 7 ) См. 1 8 , 1. 
8 ) В ъ плоскости Р проведемъ к а -

кую-нибудь прямую В С и чрезъ 
А перпендикулярно къ В С 
( 1 9 , 2 ) проведемъ плоскость Q,  
пересѣкающуюея съ плоскостью 
Р по направленію А Е . Нако-
нецъ въ плоскости Q возставимъ 

1 изъ А к ъ А Е . 
9 ) Чрезъ А и В перпендикулярно 

къ плоек. Р проведемъ плоек. 

Q, пересѣкающуюся съ плоек. Р 
по направленію CD. К ъ прямой 
A B изъ ея средины Е возста-
вимъ _]_ E F до пересѣченія F  
съ CD. Чрезъ E F перпендику-
лярно къ плоек. Q проведемъ 
плоскость, пересѣкающѵюся съ 
плоек. Р по направленію G H .  
Прямая G H удовлетворяете во-
просу. 

1 0 ) Изъ А опустимъ J _ АС на 
плоек. Р и т . д . 

1 1 ) Чрезъ В проведемъ прямую 
B E I ! къ CD, и чрезъ A B и B E  
проведемъ плоскость. 

1 2 ) Чрезъ А проведемъ плоек. Q ,  
пересѣкающуюся съ плоек. Р по 
направленію В С . В ъ плоек. Q  
проведемъ чрезъ А прямую II къ 
В С . 

1 3 ) Чрезъ А проведемъ д в ѣ пря-
мыя II КЪ ІІЛОСК. Р . 

1 4 ) Чрезъ A B и точку Е пересѣ- 
чепія плоскости Р съ CD про-
ведемъ плоек. Q ; эта плоскость 



пересѣчстъ плоек. Р по на прав-
лен! ю прямой E F , перпендику-
лярной къ С Б . Прямыя A B и 
С Б перпенд. къ СБ и лежать 
въ плоек. Q ; слѣдов. они па-
раллельны между собою и т. д. 
(26). 

1 5 ) Чрезъ А проведемъ А Е іі къ 
В С и A G II къ Б Е и потомъ про-
ведемъ плоек, чрезъ A F и A G . 

1 6 ) Прямая С Б , параллельная къ 
E F , должна бытьЦкъ плоек. 
A B F E ( 2 6 ) . Прямая С Б так-
же ||къ A B ( 2 7 ) . Точно также 
объясняется, что E F !! Къ A B . 

1 7 ) Прямая, проведенная чрезъ 
В IIкъ C D , должна находиться 
въ каждой изъ данныхъ плоско-
стей и т. д. 

1 8 ) Чрезъ CD проведемъ плоек. 
РI I къ A B и чрезъ Е Е плоек. 
QII къ A B . Прямая пересѣченія  
этихъ плоскостей удовлетво-
ряете вопросу. 

1 9 ) Изъ точки А плоскости Р опу-
стимъ _1_ A B на плоек. Q и раз-
дѣлимъ его на части АС и СВ, 
пропорціональныя къ m и и. По- 1 

томъ проведемъ чрезъ С плоек. I 
MII къ плоек. Р и т. д . ( 3 8 ) . 

2 0 ) Соединивъ А и В , проведемъ 1 

плоек. Р перпендикулярно къ 
A B . В ъ плоек. Р возьмемъ точку 
С и соединимъ ее съ А и В ; по-
лучимъ прямоугольный треуг. 
A B C , въ которомъ В С АС — 
A B 2 и т. д . 

2 1 ) Чрезъ M проведемъ плоек, 
перпендикулярно къ ребру В С . 

2 2 ) Параллельпо къ гранямъ A B C  
и D B C проведемъ плоскости Р 
и Q, отстоящія отъ этихъ гра-
ней на E F и т. д. 

2 3 ) Описавъ окружность чрезъ А , 
В , С, опустимъ изъ ея центра 
О _J_ OD на плоек. Р . 

2 4 ) Изъ А, С, Е опустимъ пер-
пендикуляры А а , С с , Е е на 
плоек. Р ; тогда плоскости A B « ,  
СБе , E F e параллельпы и т. д . 

2 5 ) Изъ какой-нибудь точки Q  
прямой A B опустимъ J _ CD па 
одну изъ плоскостей, и прове-
демъ плосіс. чрезъ A B и CD и 
т. д. 

2 6 ) См. теор. 3 8 . 
2 7 ) Изъ M возставимъ к ъ А В _[_ 

В С до лересѣчепія С съ MN и 
соединимъ А и С ; тогда 
А С 2 — В С 2 — A B 2 -

2 8 ) Плоскости M и Р иересѣкаютъ  
плоскость Q по направленію пря-
мыхъ A B и CD. Между плоско-
стями M и Р проведемъ плос-
кость N _ L къ A B ; эта плос-
кость пересѣчетъ плоек. Р по 
направленію прямой E F , пер-
пендикулярной къ плоек. Q и 
т . д. ( 4 9 ) . 

2 9 ) Проведемъ плоек, чрезъ д в ѣ  
изъ данныхъ прямыхъ, еще 
плоскость чрезъ двѣ другія пря-
мыя и т. д. 

3 0 ) Чрезъ A B проведемъ плоек. 
зо* 



Р||КЪ CD, И _L I i ! ЭТОЙ плоек, 
проведемъ плоек. Q, пересекаю-
щуюся съ CD въ Е . Наконецъ 
изъ Е опустимъ _[_ E F на A B .  
Существуетъ только одна пря-
мая E F , удовлетворяющая во-
иросу. В ъ еамомъ дѣлѣ , прове-
демъ между A B и CD какую-
нибудь прямую G H , и еще F К 
и Н Ы і к ъ C D ; тогда E F _ L  
къ плоек. L H F K . Если бы пря-
мая G H была _1_ къ A B и CD,  
то она же была бы J _ также 

• къ плоек. L H F K ; елѣдов. пря-
мыя G H и E F были бы ! и ле-
жали бы въ одной нлоск. ; чего 
быть не можетъ. 

3 1 ) Проведемъ чрезъ A B и CD  
плоскости II къ E F ; нересѣче- 
ніемъ этихъ плоскостей онредѣ- 
лится требуемая прямая. (См. 
задачу 1 7 ) . 

3 2 ) Чрезъ произвольную точку N 
проведемъ равныя прямыя NG,  
N H , N K II къ A B , CD, E F .  
Чрезъ G , H , К проведемъ плоек. 
Q, и Ii къ ней прямую чрезъ M  
и т . д . 

3 3 ) Трегранные углы S A C D и 
S A B D симетрически равны. 

34)Прямаяпересѣченія плоскостей, 
раздѣляющихъдва двугранных® 
угла по-ноламъ, нсѣми точками 
равяо-отстоитъ отъ трехъ гра-
ней треграпнаго угла; слѣдова- 
тельно этою прямою опредѣлмтся  
третья искомая плоскость. 

3 5 ) На ребрахъ S A , S B , SC от-
ложим® равныя части S D , S E ,  
S F и чрезъ D, Е , F проведемъ 
плоскость ; она пересѣкаегся съ 
плоек. M, P , Q но направленію  
прямых®, нересѣкающихся въ 
одной точкѣ и т . д. 

3 6 ) Чрезъ S B проведем® плоек. 
D B S таким® образомъ, чтобы 
образовался двугранный угол® 
A B S D , равный двугранному 
углу B A S D ; тогда [ _ A S D  
— / . B S D и слѣдов. L A S Ç =  
/ . B S D - f - / . C S D ; но такъ какъ 
/ _ B S D - f - / . C S D > L B S C ,  
то / . A S C > / . B S C . 

3 7 ) См. доказ. 3 6 . 

3 8 ) Плоскости B S C и A S C , пер-
пеидикулярныя къ на и sb, J _  
къ плоек, asb ; слѣдов. и прямая 
SC перееѣченія илоек. B S C и 
A S C _ L къ плоек, ash. Если 
нлоск. Ьна пересѣкается съ гра-
нями A SC и B S C но направле-
нію прямых® hd и аЛ, пересѣ- 
каюіцихся въ точкѣ d ребра S C ,  
то по перпендикулярности этих® 
прямыхъ къ SC двугранный 
/ _ B C S A измѣряетея углом® 
adb. Такъ какъ въ четыреуг. 
asbd углы das и dbs прямые, 
то ash = 1 8 0 ° —adb или asb = 
I S O 0 - B C S A . Точпо также 
получимъ hsc = 1 8 0 ° — B A S C  
и r.sa = 1 8 0 ° — А В 8 С . На обо-
рот®: по перпендикулярности 



плоскостей asb, bsc, а*с къ SC,  
S A , S B мы имѣемъ A S B = 
1 8 0 ° — a-icb, B S C = I S O 0 —  
bsac и A S C = 1 8 0 ° — c*bq. 

3 9 ) Назовемъ чрезъ a, h, с плое-
кіе углы треграннаго угла, коего 
грани J _ къ ребрамъ даннаго 
треграннаго L ; тогда (доказ. 
3 8 ) А = 1 8 0 ° — а , В = 
1 8 0 ° — Ь , С = I S O 0 — 0 ; от-
куда А + В + С = 5 4 0 ° — 
(а + А + г ' ) > но а + 5 + ç < 
3 G 0 0 и b + с > 0 ; слѣдов.  
А + В + С > 5 4 0 ° — 3 6 0 ° 
или А + В + 0 1 8 0 0 и 
А + В + С < 5 4 0 ° . 

4 0 ) Чрезъ ребро S A многогрпн. 
/ _ S A B C и каждое изъ 

остальных» ребрь (кромѣ 2 бли-
жайшихъ) проведя плоскости, 
зіы раздѣлимъ L S A B C . . . на 
n — 2 трегр. угловъ. В ъ каж-
домъ изъ нихъ сумма двугр. 
у г л о в ъ / > . 1 8 0 ° ; слѣдов. сумма 
всѣхъ двугранныхъ угловъ > 
( » — 2 ) 1 8 0 ° или > 2(/г — 2 ) 
прям, угловъ. Такъ какъ каждый 
двугр. / _ меньше 2 прям, угловъ, 
то сумма и двугр. угловъ мепь-
гое 2и прямыхъ уг. 

4 2 ) 1 2 9 , 6 квад. фут. 
4 3 ) 2 5 футъ. 
4 4 ) 1 5 фѵтъ. — 4 5 ) 6 футъ. 
4 6 ) 3 ф . ; 4 7-2 ф- ; 2 2 7-э ф. 
4 7 ) 2 3 , 8 9 6 фут. 
4 8 ) 1 2 , 2 5 фут. 

4 9 ) V 2 ( Р + Ѵ ^ Ѵ ^ ) ; 

ХЛѵ-Ѵ*-^). 
5 0 ) Бокъ основ. = 

—2а + V (За' + ЗР)2 . 

Высота = і 
5 1 ) 4 ф.. 6 ф., 3 0 ф. 
5 2 ) Проведя діагонали АО и E G  

(фиг. 2 7 0 ) , получимъ паралло-
логр. A C E G , котораго діагонали  
A G и С Е дѣлятся въ точкѣ О 
ихъ пересѣчепія взаимно на 2 
равныя части. Проведя диаго-
нали А Н и B G , получимъ па-
раллелогр. ABGH,котораго діа- 
гонали A G и В Н пересѣкаются  
въ срединѣ О прямой AG и т. д. 

5 3 ) Проведя діагоналп А Н и B G .  
получимъ прямоу г. A B G H и т . д . 

5 4 ) В ъ параллелошга. A G (фиг. 
2 6 9 ) проведемъ діагональ A G  
и въ грапи B C G F проведемъ 
діагональ B G ; получимъ пря-
моугольные треугольники A B G  
и B C G , изъ которыхъ выво-
дится A G 2 = A B 2 + В С 2 

+ B F 2 -
5 5 ) См. доказ. 5 4 . 
5 6 ) Продолживъ (фиг. 2 7 1 ) CG  

до С , F G до F ' . H G до Н ' за 
вершину G . иолучимъ трегр. 
L H ' G C ' F ' , равный трегр. 
L B A E D . Почему? 

5 7 ) См. теор. 8 0 . 
5 8 ) 2 8 человѣкъ. — 5 9 ) 7 2 фута. 



6 0 ) 5 7 , 7 2 8 куб. фут. 
6 1 ) 2 3 8 2 / u куб. саж. 
6 2 ) 4 фута. - 6 3 ) 7 2 9 кубовъ. 
6 4 ) В ъ 8 2 часа 1 0 5 / в минуты. 
6 5 ) Н а 1 , 5 5 8 фута. 
6 6 ) 2 4 6 0 7 а куб. вергак. 
6 7 ) 4 , 8 4 9 7 фута. 
6 8 ) 3 5 , 0 3 2 5 фут. 
6 9 ) 2 1 4 , 0 7 2 куб. фут. 
7 0 ) 4 7 а фута. 
7 1 ) 1 9 2 куб. фут. 
7 2 ) 6 7 , 3 4 0 1 6 куб. фут. 
7 3 ) Потому - что ребро двойнаго 

куба равно а у 2. 
7 4 ) 1 десиметръ. 
7 5 ) 1 7 3 , 4 8 5 8 куб. фут. 
7 6 ) [ | ( - 1 + Ц З ) ] \ 

7 7 ) 9 5 , 6 пуда. 
Q 

тпр 7 8 ) Длина = m у , ширина 

= и ^ в ы е о т а = q 
V V тпр " 

7 9 ) 1 1 2 0 куб. фут. 
8 0 ) 6 7 г фут., 4 7 г фут. 
8 1 ) 1 7 S I 1 / * куб. дюйм. 
8 2 ) Н а прямой A B , которая рав-

на еуммѣ двухъ прямыхъ А Е = 
m и Е В = п , построимъ кубъ 
A B C D a b c d и чрезъ Е проведемъ 
прямое сѣченіе E F G K J _ къ 
А В Б я . На А я и ad отложимъ 
части A L и я М , равныя m, и 
проведемъ чрезъ L и M прямыя 
сѣчеиія _ L къ aADrf и A B C D ;  
получимъ кубъ на т , три пря-
моуг. параллелоп. съ основа-

ніемъ тп и высотою m, три 
прямоуг. параллелоп. съ осно-
ваніемъ и 2 и высотою m и кубъ 
съ ребромъ п. 

8 3 ) 1 3 7 3 / э э куб. фут. воды. 
8 4 ) 7 7 ? / g 4 куб. саж. 
8 5 ) Почти 3 2 2 / т фута. 
8 6 ) 1 0 7 4 9 3 7 кусковъ. 
8 7 ) 1 7 , 0 1 куб. ф. 
8 8 ) 3 , 2 4 куб. ф. 
8 9 ) 1 V« фута. 
9 0 ) В ъ прямой трегр. призмѣ  

A B Gabe проведемъ чрезъ В b  
плоек. ВБг/D _ L къ А Сея. По-
томъ на DC, D B и D'7 постро-
имъ прямоуг. параллелопипедъ 
B E C D è e e d . Прямыя треугольи. 
призмы ВСВБсе? и ВСЕЬее рав-
ны ; почему? Призма B C D ü e d —  
7апараллелоп. BECDftecrf. Объ-
емъ B E C D beed = C D + X B D 

r d 
и A B D a M = А Б Э я . 2 ; слѣ- 
доват. A B C abc =  
( C D + + A D r f « ) . B D = 
. n B D 

АСся. 2 . 
9 1 ) Почти на 4 , 7 вершка. 
9 2 ) 1 1 , 0 8 7 4 4 квад. фута. 
9 3 ) 1 3 8 , 7 2 квад. фута. 
9 4 ) я ф Ѵ + 4 А 2 . 
9 5 ) 4 фута. — 9 6 ) 5 футъ. 
9 7 ) 1 5 8 , 1 квад. дюйм. 
9 8 ) Боковое ребро = 2 0 . 6 1 5 5 ф. 

бокъ основанія = 1 0 фут. 
9 9 ) 1 , 9 0 4 4 кв . фут. 
1 0 0 ) 5 фут. и 8 фут. 



1 0 1 ) {a - f - b) V [a — b)*. 
1 0 2 ) 8 футъ. 
1 0 3 ) Ребро = 1 0 ф. и бокъ оспов. 

= 1 2 ф. 
1 0 4 ) 1 1 7 , 4 8 8 квад. фут. 

м і і 
1 0 6 ) Ом. теор. 8 0 . 

SA SC A B _ СВ 
* АЕ CG 1 И ÄD ~ CF 

= I ; слѣдов. D E il къ В 8 , F G 
II къ B S и D E = V 2 B S , F G =  
» / « B S и т. д. 

1 0 8 ) Прямыя D E , E G , G F , D F  
образуют® параллелогр. D E G F .  
Проведя діагонали E F и D G ,  
пересѣкающіяся въ 0 , получимъ 
треуг. E F G и E F D , изъ кото-
рых® имѣемъ E G 2 ~ h F G 2 —  
7 « E F 8 H - 2 G 0 2 = 
7 « D G , D F 8 + E D 2 = V « E F a  

+ 2 ] ) о * = ' / « E F 3 + ' V « D G 2 '  
Отсюда получится 
s b 2 + a c 2 ^ 2 ( e f 2 + d g 2 ) . 

1 0 9 ) s b 2 + a b 8 = v « s a 2 + 
2 b d 2 » s 0 4 * a c 8 — v ^ s a h -
2 c d 2 - s b 2 + a b ' ! + s c ^ 4 - a c 2 

= s a 2 4 - 2 ( b d 2 4 - c d 8 ) ; но  
b d 2 4 - c d 2 = V » b c 4 - 2 d e " ; 
слѣдов. и т . д. 

1 1 0 ) Проведя D F , F E , E G и D G ,  
получимъ параллелог., въ кото-
ром® діагонали D E и F G вза-
имно дѣлятся на двѣ равны ча-
сти и т . д. 

1 1 1 ) Начертим® треуг. a b c , рав-
ный основанію A B C пирамиды 
S A B C , и потомъ треугольники 
s a b и s'bc, равные боковым® гра-
ням® S A B и S B C . Изъ s опу-
стим® _ L se на ab и изъ s' J _  
s'f на be; эти перпендикуляры 
пересѣкутся въ d. Изъ d къ sd  
возставимъ _]_ <Ш и изъ е ра-
діусомъ se опишемъ дугу такъ, 
чтобы она пересѣклась съ | 
(въ точкѣ H ) ; прямая effl рав-
на высотѣ пирамиды. Почему 1 

1 1 2 ) 3 8 9 . 7 куб. фут. 
1 1 3 ) 5 3 , 3 5 0 4 куб. фут. 
1 1 4 ) 9 , 0 9 3 9 3 6 куб. фут. 
1 1 5 ) 2 5 , 4 5 5 2 0 4 куб. фут. 
1 1 6 ) 1 0 , 7 5 2 куб. фут. 
1 1 7 ) 2 0 , 6 6 9 7 9 куб. фут. 
1 1 8 ) 2 0 5 8 куб. фут. 
1 1 9 ) 1 3 , 8 5 фут. 
1 2 0 ) Почти 2 фута. 
1 2 1 ) 4 фута. — 1 2 2 ) 2 фута. 
1 2 3 ) 1 8 , 3 фута. 
1 2 4 ) Почти 9 3 пуда. 
1 2 5 ) 1 0 7 , 3 куб. фут. 
126) * (а*+Ъ*-\-аЬ). 
1 2 7 ) 1 4 4 квад. фут. 
1 2 8 ) 4 , 2 фут. 
1 2 9 ) 6 фут. 
1 3 0 ) 3 фут. и 5 фут. 
1 3 1 ) 1 0 , 8 8 2 4 8 дюйм. 
1 3 2 ) 3 2 , 4 2 3 0 4 куб, фут. 
1 3 3 ) 3 3 / 4 квад. фут. 
1 3 4 ) 8 , 4 ф. , 1 0 , 8 ф . , 1 6 , 8 ф. 

' 1 3 5 ) 6 3 , 4 8 9 6 куб. фут. 



1 3 6 ) 6 1 6 1 / » 8 куб. саж. 
1 3 7 ) 1 0 7 2 7 2 куб. саж. 
1 3 8 ) См. теор. 1 0 2 . 
1 3 9 ) Построенный иараллелоли-

иедь вдвое больше треугольной 
призмы, построенной на ребрахъ 
S A , АС, A B . а эта призма вдвое 
больше данной пирамиды и т. д. 

1 4 0 ) Прямыя A D , B D и CD, раз-
дѣляющія углы В А С , A B C и 
А С В по-поламъ, пересѣкаются  
въ одной точкѣ D . Т а к ъ какъ 
чрезъ D и вершину S должны 
пройти три упомянутая плоско-
сти, то они иерееѣкутся по на-
правленію прямой S D . 

1 4 1 ) Прямая пересѣченія каж-
дых ь двухъ проведепныхъ пло-
скостей должна быть _]_ къ осно-
ванію; но изъ вершины пирами-
ды возможно опустить на осно-
ваніе только одинъ _[_; слѣдов.  
всѣ прямыя пересѣченія плоско-
стей должны оовмѣститься съ 
этимъ пернендукуляромъ. 

1 4 2 ) Нараллелограмъ E F G 1 I , ко-
его вершины судь средн я точки 
Е , F , G , H ребръ A B , В С , SC,  
•SA, II къ грани A C S . Прямыя, 
проведешшя чрезъ Е и F со-
отвѣтственио II къ ребрамъ CS  
и A S , находятся въ плоскости 
параллелограма E F G H и пере-
сѣкаются въ одной точкѣ S ' , ко-
торая соотвѣтствуетъ вершинѣ  
S . Точно также получатся точки 
А ' , В ' , С , соотвѣтствующія вер-

шинамъ А, В , С. Потомъ до-
кажемъ, что пирамида S ' A ' B ' C '  
равна ішрамидѣ S A B C . 

1 4 3 ) Плоскости A S D и CSD, ко-
торыми раздѣлены двугранные 
углы B A C S и B C S A по-поламъ, 
пересѣкаются по направленію  
S D . Изъ какой-нибудь точки Е 
прямой S D опустимъ перпенди-
куляры E G , Е Н , E F на грани 
A B S , A C S h B C S ; тогда E G = 
E H = E F . Плоскость, проведен-
ная чрезъ E F и E G , _ L къ гра-
нямъ B C S и A B S . Означивъ 
точку пересѣченія этой плоско-
сти съ ребромъ B S чрезъ L и 
проведя E L , F L и G L , полу-
чимъ равные треуг. E F L и E G L ,  
а потому F L E = G L E и 
E L раздѣляетъ / _ F L G по-по-
ламъ; слѣд. плоек. S B D раздѣ- 
ляетъ двугранный /_ A B S C на 
двѣ равныя части. 

1 4 4 ) Означимъ чрезъ I I каждый 
изъ равныхъ перпендикулярокъ, 
опущенныхъ изъ А, В , С на 
противолежащія гранни, чрезъ 
А, А', А" перпендикуляры, опу-
щепные изъ 1) на противолежа-
щія грани, чрезъ Р каждую изъ 
площадей бок ішхъ граней и 
чрезъ Q объемъ пирамиды ; 
тогда 3Q ' = P . H и Щ — 
Р ( 7 г + А ' + A" ) ; слѣдов. и проч. 

1 4 5 ) Отрѣзки GO и ОН прямой 
G H , пересѣкающейсл съ E F въ 
О, должны быть равны. Прове-



демъ чрезъ АС и B D двѣ па-
раллельныя плоскости и чрезъ Е 
плоскость II къ проведенпымъ 
плоскостям!.. Такъ какъ эта пло-
скость должна пройти чрезъ F ,  
то она вмѣщаетъ въ себѣ E F и 
О, и раздѣляетъ G H въ О на 
д в ѣ равныя части. 

1 4 6 ) 1 8 квад. фут. 
1 4 7 ) 1 1 5 7 / 8 к в . ф . ; 1 6 7 / в к в . ф . 
1 4 8 ) 2 4 фут. и 2 2 фут. 
1 4 9 ) " У 4 . 
1 5 0 ) На 4 , 6 2 7 9 фут. 
1 5 1 ) 1 5 7 , 4 6 4 куб. фут. 

чачі1 

1 5 2 ) 1 , 8 ф у т . — 1 5 3 ) - 3 - ( 2 b » _ ä » } • 
1 5 4 ) 2 , 7 фут. и 1, 6 фут. 
\ЬЬ) \ Ѵ Ah (Ah — ЗУ У. 

1 5 7 ) 1 2 , 5 1 5 куб. фут. 
1 5 8 ) Если число ребръ нсѣхъ гра-

ней равно и, то миогогранпикъ 
нмѣетъ Z' ребръ. Почему мио-
гограиникъ содержнтъ п пло-
скихъ угловъ? 

1 5 9 ) На сколько тетраэдров!, мо-
жетъ быть раздѣлена всякая пи-
рамида? Всякій многогранішкъ  
можетъ быть раздѣленъ на пи-
рамиды , нмѣющія общую вер-
шину внутри многогранника или 
въ одной изъ его вершиіп. и т. д. 

1 6 0 ) Проведя AI) и С о, получимъ 
ABOS HOS BS „ ' 
AbCS - ICS = bS ' ІІ0Т0МЪ 

OACS _ ACS SA.SC j j 
bacS acS Sa.Se 

ABCS _ SA . SB.SC 
Н е Ц Ъ ~äbcS~ ~~~ Sa .Sb.Sc' 

1 6 1 ) Площадь основаяія A B C пра-
вильнаго тетраэдра S A B C D = 

' ' . Высота S H есть катетъ 
прямоуг. треуг. S G H , коего гипо-
тенуза есть ребро A B , а другой 
катетъ А Н есть радіусь окруж-
ности, описанной около треуг. 

A B C . Такъ какъ АН =• у , 

то S D = ; v 3 2 h S A B C = ' 7 , - | 2 2 -
IfiOT S B D _ A B D _ BD 
1 1 ) 4 : 'SACD ~ A C D ~ CD • І І І К Ъ 

какъ точка I) равно-отстоитъ 
отъ S A B и S A C , то пирамиды 
D A B S (или S A B D ) и D A C S  
(или S A C D ) нмѣютъ общую вы-

SABD SAB 
С 0 ТУ И SACD = SAC И Т- Д-

1 6 3 ) Д в ѣ топки А и В располо-
жены симетрически относительно 
плоскости, проведенной чрезъ 
средину С прямой A B _ L къ 
этой прямой. Вершины А и а , 
В и Б, С и с треугольниковъ A B C  
и abc суть спметрпческія отно-
сительно плоек., если она про-
ведена J _ къ А с , В Б и Cr чрезъ 
среднія точки D , Е , F этихъ 
прямыхъ. Т а к ъ какъ A D = «1),  
В Е = 6 Е , С Е = е Е , то равныя 
прямыя ВС н Бе суть спцетри- 
ческія относительно E F . Также 
A B = ah, AC = aç и слѣдов.  
треуг. A B C = треуг. ehe. Изъ 



какой-нибудь точки g плоек. р 
возставимъ къ ней перпендику-
ляры, нересѣкающіеся съ пло-
скостями треугольниковъ въ 
точкахъ h и л. Плоскости в о й 
и А Ш а I к ъ плоек. Р , слѣдов.  
прямая к к ихъ пересѣченія  
также къ плоек. р и къ e f  
Отсюда слѣдуетъ, что K L = AL  
(прямыя к/г и e f пересекают-
ся въ L ) и такъ какъ A D = a D ,  
то прямыя А К и ак суть симе-
трическія относительно I ) L и 
h g = h<7; слѣд. два треуг., ко-
торыхъ ,вершины расположены 
симетрически относительно пло-
скости, равны и находятся въ 
плоскостях» симетрическихъ. 
Такъ какъ поверхности двухъ 
мпогогранниковъ могутъ быть 
раздѣлены натреугольники, рас-
положенные но двасиметрически, 
то всякой точкѣ перваго много-
гранника соответствуете симе-
трипеская точка па поверхности 
втораго многогранника. 

1 6 4 ) См. доказ. 1 5 9 . 
1 6 4 а ) Можно разделить эти мно-

гогранн. насиметрич. тетраэдры; 
но два симетрич. тетраэдра рав-
номерны; следов, и т. д. 

. л . . O A O B ОС , , 
165> Оа=0Ъ= Ос > СЛѣА°В" Сѣ"  

ченіе abc тетраэдра OABC || къ 
основанію A B C и ему подобно. 
Также грани abd a A B D II и по-
добны и т. д. 

1 6 6 ) 1 4 1 , 3 квад. фут. 
1 6 7 ) 2 5 ф у т . — 1 6 8 ) 2 , 1 фут. 
1 6 9 ) На 2 5 , 6 1 квад. ф. больше. 
1 7 0 ) 8 4 , 7 8 куб. фут. 
1 7 1 ) 7 6 3 , 0 2 кѵб. фут. 
1 7 2 ) На 4 3 , 2 куб. фут. 
1 7 3 ) 6 , 8 1 8 фута. 
1 7 4 ) 5 У з д ю й м . — 1 7 5 ) ~ 

D 
4 т: А 

1 7 6 ) g ( 2 Т — TCÜ2). 
1 7 7 ) 2 t c R 4 И 6 t c R 2 . 
1 7 8 ) . 1 6 - " 
1 7 9 ) 8 Ѵ ( 2 т с Т — P 2 ) . 
1 8 0 ) Діаметръ = 2 ф . н л и = 4 . 7 4 

ф.; в ы с о т а = 8 ф . или = 1 , 4 2 ф. 
1 8 1 ) 2 ( j + у + ѵ а ) . 

1 8 2 ) Діам. = V = 
1 8 3 ) 2 7 2 ф у т . — 1 8 4 ) 5 футъ. 
1 8 5 ) 3 3 фут. — 1 8 6 ) 1 5 футъ. 
1 8 6 ) 11 ф у т . — 1 8 8 ) 3 1 , 4 куб. ф. 
1 S 9 ) 1 , 3 5 4 куб. ф. и 2 , 6 4 6 куб. ф. 
1 9 0 ) 2 Уз фута. 
1 9 1 ) Прямыя пересечснія двухъ 

нараллельныхъ идоск. третьего 
плоскостью параллельны между 
собою и также производящія ци-
линдрич. поверх, параллельны. 

1 9 2 ) а) Т а к ъ какъ производящія 
прямаго цилиндра къ его 
основапіям», то они _]_ также къ 
прямымъ, находящимся въ осно-
вапіяхъ, а прямыя, происшед-
шія отъ пересеченія основаній  
плоскостью, II между собою и 
т. д. Ь) Прямыя пересеченія 



основаній съ плоскостью, прохо-
дящею чрезъ ось цилиндра, суть 
діаметрыоснованій; слѣдов. обра-
зовавшіеся прямоуг. равны. 

1 9 3 ) Соединимъ точку С, лежа-
щую внѣ основанія цилиндра, 
съ какою - нибудь точкою I ) 
производящей A B . В с ѣ точки 
прямой CD,кромѣ В ,лежатъ внѣ  
цилиндра. В ъ самомъ дѣлѣ , про-
ведемъ E F чрезъ точку Е пря-
мой CD II къ A B . Эта прямая 
должна пересѣкаться съ ВС, и 
такъ какъ точка F пересѣченія  
находится внѣ цилиндра, то и 
E F лежитъ внѣ цилиндра. 

1 9 4 ) Чрезъ A B и ось С С проведя 
плоскость, получимъ трапецію  
A B D E , коей бокъ D E , прохо-
дящій чрезъ центръ С оснона-
ванія, есть діаметръ. Такъ какъ 
C D = C E , то также A F = B F  
( F есть точка ііересѣченія нря-
мыхъ С С и A B ) . 

1 9 6 ) 5 9 , 6 6 квад. фут. 
1 9 7 ) 3 8 3 / в квад. фут. 
1 9 8 ) 1 5 3 , 3 4 6 2 квад. фут. 
1 9 9 ) Ребро = 1 5 ф.; высота = 

1 4 . 8 5 ф. 
2 0 0 ) Діам. =• 1 6 фут.; в ы с о т а = 

1 5 фут. 
2 0 1 ) Ребро = 8 , 5 ф.; діам. = 8 ф. 
2 0 2 ) Д і а м . = 4 ф . ; в ы с о т а = 3 3 / * ф. 
2 0 3 ) Д і а м . 1 = 2 , 8 фут.; в ы с о т а = 

1 1 , 9 1 ф. — 2 0 4 ) 4 фута. 
2 0 5 ) В ы с о т а = 2 , 4 фут . ; д і а м . =  

1 „ 4 ф . 

I 2 0 6 ) Д і а м . = 1 ф . ; ребро = 8 ф. 
2 0 7 ) 4 , 1 3 куб. фут. 
2 0 8 ) 2 8 , 7 6 4 6 6 куб. ф. 
2 0 9 ) 5 , 5 4 7 3 3 3 куб. фут. 
2 1 0 ) 3 , 4 3 3 5 9 куб. фут. 
2 1 1 ) 1 1 0 9 . 9 9 куб. фут. 
2 1 2 ) 5 , 6 2 ф. — 2 1 3 ) 3 6 футъ. 
2 1 4 ) 5 1 4 , 8 ф . — 2 1 5 ) 1 , 2 3 8 4 ф . 
2 1 6 ) А = 1 6 , 4 8 5 куб. ф . ; В = 

6 , 2 8 куб. ф. 
2 1 7 ) 3 2 куб. ф . — 2 1 8 ) 16 ф. 
2 1 9 ) 1 1 3 , 0 4 квад. фут. 
2 2 0 ) 3 1 4 , 7 8 5 квад. ф. 
2 2 1 ) 3 6 футъ. 
2 2 2 ) Р е б р о = 5 ф. ; высот - 4 , 9 5 7 ф. 
2 2 3 ) ; Г е б р о = 5 , 2 ф.; в ы с о т а = 4 , 8 ф . 
2 2 4 ) 2 ф. и 0 , 5 фут. 
2 2 5 ) 5 ф. и 2 фут. 
2 2 6 ) 3 фута и 1 фут. 
2 2 7 ) Вычисливъ вмѣстимость боч-

ки но формул ѣ  
»/.itА ( В 2 + R r + r 2 ) , полу-
чимъ 4 2 , 6 4 1 2 куб. фут . ; это 
число слишкомъ мало. Для нолу-
ченія болѣе точнаго числа упо-
требляется формула 
ѴзтсА ( 2 R 2 + г 2 ) , по кото-
рой ваѣстимоеть бочки равна 
4 6 , 9 1 1 6 куб. ф. 

2 2 8 ) 9 1 , 8 3 8 7 2 кѵб. ф. 
2 2 9 ) 1 9 , 9 2 4 куб. ф. 

2 3 0 ) g ( 1 9 R 2 + r 2 + 7 R r ) ; 

g t 7 ( R 2 + r 2 ) + 1 3 R r ] ; 

~ ( R 2 + 1 9 r 2 + 7 1 C ) . 
2 3 1 ) 3 фута. 



2 3 2 ) , / ' r ( R - / " f t " ) ; 
/ R ' 4 - r *  радіусъ = у — + . 

2 3 3 ) Радіусы = 5 фут. и 3 фут.; 
высота = 1 2 фут. 

2 3 4 ) К р у г ъ , проведенный чрезъ 
средину ребра, равенъ половннѣ  
основанія конуса и т. д. 

2 3 5 ) Доказательство основывается 
на происхожденіи прямаго ко-
нуса отъ обраіценія ирямоуг. 
треуг. около его катета. 

2 3 6 ) V = У з т с В С 2 . A B , 
Ѵ ' = Ѵ з т с А В 2 . В С ; слѣдоват.  
и т. д. 

2 3 7 ) Выводится изъ общей фор-
мулы, выражающей объемъ пря-
маго конуса. 

2 3 8 ) Назвавъ радіусъ основа-
нія конѵса чрезъ R , ПОЛУЧИМЪ 

R 2 = / 2 — h2—(l - j - h) (/ — h)  
и т . д. 

2 3 9 ) Соединимъ I ) съ какою-ни-
будь точкою Е производящей 
НС и проведемъ S G чрезъ S и 
какую-нибудь точку F прямой 
D E ; прямая S G нересѣчетъ ка-
сательную въ точкѣ G , лежащей 
впѣ конуса; слѣдов. прямая S G  
лежитъ внѣ конуса и т. д. 

2 4 0 ) Представимъ себѣ шаръ, ко-
его радіусъ равепъ радіусу осно-
ванія цилиндра к коего центръ 
находится на оси цилиндра. 
Большой кругъ К шара, парал-
лельный къ освоению цилиндра. 

пернендикуляренъ къ его оси и 
производящим.; слѣд. произво-
днщія цилиндра касаются къ 
шару въ точкахъ, лежащихъ на 
окружноси большаго круга. 

2 4 1 ) Разсѣчемъ цилиндръ плос-
костью. проходящею чрезъ его 
ось P F ; получимъ квад. A B C D .  
Вписавъ въ этомъ квадратѣ  
окружность P E P ' К круга, пред-
ставимъ себѣ, что фигура обра-
щаетсяоколо осиРР ' ; тогда квад. 
A B C D образуете равнобочный 
цилиндр!., а окружность P E P ' F  
произведете шаръ. Прямая E F ,  
соединяющая противоположиыя 
точки Е и F касанія, есть діа- 
метръ круга P E F P , перпенди-
кулярный къ оси Р Р ' ; слѣдов.  
E F опишете большой кругъ, ко-
его окружность находится на по-
верхности цилиндра. 

2 4 2 ) Р а з с ѣ ч е м ъ конусъ плоскостью, 
проходящею чрезъ его ось; по-
лучимъ равпобедр. треуг. S A B .  
коего высота SC равна оси ко-
нуса. Вписавъ въ этомъ треуг. 
окружность C E F , пррдсташшъ 
себѣ, что фигура обращается 
около оси SC; тогда треуг S A B  
образует!, конусъ, а окружность 
C E F произведете шаръ. При 
этомъ перпендикуляръ E G . опу-
щенный изъ точки Е касанія на 
высоту SC,опишете .малый кругъ, 
коего окружность находится на 
поверхности конуса,-



2 4 3 ) Должно вывести ііронорцію  
изъ подобных® прямоуг. треѵг. 

. 2 4 4 ) Требуется доказать , что 
прямыя АО, В О , DO и т . д . , 
соединяющія центръ О съ точ-
ками данной окружности, пере-
секает® поверх, шара съ точ-
к а х ъ a , b , d и т. д . , лежащих® 
на окружности круга, параллель-
на го къ данному кругу С. 

2 4 5 ) Изъ центра О шара опустимъ 
I CD на A B , и на CD опишемъ 

окружностьвъ плоскости .перпен-
дикулярной къ A B . Эта окруж-
ность псресѣчетъ поверх, шара 
в ъ т о ч к а х ъ В и Е . Наконецъ про-
ведем® плоек, чрезъ D и A B ,  
и еще плоек, чрезъ Е и A B . 

2 4 6 ) Основан ія перпендикуля-
ров®, онущенныхъ изъ точекъ D  
и Е касанія на A B , совпадают®; 
а потому образуются равные тре-
угольники. 

2 4 7 ) Основанія перпендикуляров®, 
онущенныхъ изъ центров® ша-
ровъ на A B , совпадают®. 

2 4 8 ) Назовем® чрезъ С центръ 
шара, каеаіщагося къ цилин-
дрич. поверх, по направлеиію  
окружности б »лыпаго круга CD  
и къ данной плоек. Р въ точкѣ  
F . Центръ С находится на оси 
С С цилиндрич. поверх, и C F 

1 къ плоек. Р . Плоек. Q, про-
веденная чрезъ С С и C F , _]_ 
къ плоек. Р . Прямая A B пе-
ресѣченія плоскостей Р и ( j пе-

ресѣкаетъ производящая DD' и 
Е Е ' и касается къ окружности 
большаго круга D F E - Т а к Ъ какъ 
эта окруж. касается къ D D ' ,  
Е Е ' , A B , то должно найти 
центръ окружности круга, ка-
сающейся кътремъ данным® пря-
мымъ. 

2 4 9 ) 2 2 , 6 0 8 квад. фут. 
2 5 0 ) 3 1 / 2 ф у т . — 2 5 1 ) 2 , 5 фуг. 
2 5 2 ) 7 0 , 8 8 2 3 5 квад. фут. 
2 5 3 ) 2 8 , 2 6 квад. фут. 
2 5 4 ) 7 фут. 
2 5 5 ) 1 2 . 9 6 1 9 2 квад. фут. 
2 5 6 ) 3 4 5 , 2 3 9 5 5 2 квад. фут. 
2 5 7 ) 1 футъ. 
2 5 8 ) 0 . 5 2 7 9 9 7 куб. фут. 
2 5 9 ) 3 фута. - 2 6 0 ) 4 , 6 2 кв . ф. 
2 6 1 ) 2 tcR ( R — v R 2 — r 2 ) . 
2 6 2 ) 3 . 1 4 кв. ф. 2 6 3 ) 5 , 1 4 ф. 
2 6 4 ) 2 фута. 
2 6 5 ) I + ' /2 V / 2 S = ^ ; 

« il ./2S — -S* 
•i — /» У — 

2 6 6 ) См. теор. 1 2 6 и 1 7 2 . 
p 

2 6 7 ) Діаметръ шара = -_ и р р» 
поверхность шара — Р . _ = п . 

2 6 8 ) Полная поверхность Q пря-
маго цилиндра, описаннаго око-
ло шара, коего радіусъ равенъ 
R , выразится чрезъ бтсІС и т. д. 

2 6 9 ) Назвав® хорду, соотвѣтствую- 
щую д у г ! сферическаго сегмента 
чрезъ /, высоту сегмента чрезъ 
h, діаметръ ніара чрезъ D , по-



верх , сегмента чрезъ S , радіусъ  
его основанія чрезъ г и площадь 
этого основапія чрезъ Q, полу-
чимъ S = тс?2 и Q = - г 2 ; но 
D I H R 
L = T И R = D - A ' 0 T W 

7 2 = D . A и r * = h . ( D - h ) ; 
слѣд. и т . д . 

2 7 1 ) Проведемъ діаметръ А Е Ц к ъ  
оси M N и д і а м е т р ъ Е Б X къ ней. 
Потомъ раздѣлиіъ полуокруж-
ность A F E на и весьма малыхъ, 
но равных® частиц® A G , G H ,  
Н К и т. д. и полуокруж. A D E  
на такія-же частицы A G ' , G ' H ' ,  
H ' К ' и т. д . Опустив® изъ то-
чекъ A , G , Н , К перпен-
дикуляры А а , Gу?, Н / г . . . на MN  
и продолжив® F I ) до пересѣче- 
в і й / е ъ MN, получимъ четыре-
угольнпки Art.oG, A < ç G ' , G / / i H ,  
G 'ghW и т. д . , которые мы мо-
жем® принят® за трапеціи. Обра-
щеніемъ этихъ трапецій около 
MN образуются усѣчешше кону-
сы съ круговыми осповапіями.  
Сумма боковыхъ поверхностей 
этих® конусов® составляет® по-
верхность кольца. Изъ средины 
m дуги A G опустимъ miMN_|_  
тр, проходящій чрезъсредину п 
дуги А в ' ; т о г д а боковая поверх-
ность, происшедшая отъ обра-
щенія дуть A G и A G ' , выра-
зится чрезъ ä t c A G (nip - j - njrj]  
но тр — Of-\-mo и np—Gf— 
то (о есть точка пересѣчепія  
прлмыхы»2? и А Е ) ; слѣдов. по-

лучимъ 2 ~ A G . 2 С / . Точно та-
кимъ-же образомъ узнаем®, что 
боковая поверх., происшедшая 
отъ обращения дуг® G H и G ' H ' ,  
выразится чрезъ 2 т : . 2 С / . G H  
и т. д. 

2 7 2 ) Проведя радіусы O B и ОС, 
получимъ равные равносторонніе  
треуг. А О В и COD, въ кото-
рых® изъ В и С опустимъ нер-
нендикул. В b и Ос на A I ) ; тогда 
kb — bO — O c = c D или A i = 
D e = V « b e ; Q = 2 т с В 0 . А і ,  
Q' = 2 t c B 0 . D c , Q + Q' =  
4 т с В 0 . A i и S = 2 т с В 0 . і с =  
4 т с В 0 . А і и т . д . 

2 7 3 ) Сферическій двусторонникъ 
P C P ' D содержится въ шаровой 
поверх. 8 столько раз®, сколько 
раз® дуга CD содержится в ъ 
окруж. M болыиаго круга, т . е . 
PCP'D CD PCP'D 

s = м ; о т к у д а - - g - = 

"'и'рр' • ^ а к ъ к а к ъ S - M . P P ' , 
то и P C P ' D = C D . P P ' . 

2 7 4 ) В ъ кругѣ вписан® одпосто-
стороиній треуг. B D E и чрезъ 
вершину В _1_ къ боку D E про-
ведемъ діаметръ В А . Т а к ъ 
какъ радіусъ круга , вписан-
наго въ равностороннем® тре-
угольник! B D E , равенъ R ; то 
радіусъ круга, описанпаго око-
ло этого треуг. , равенъ 2 R и 
бокъ D E = 2 R У 3 . Обраще-
иіемъ круга A D B и треугольни-
ка B C D около д ;аметра A B 



образуются шаръ и равнобочный 
конусъ. Полная поверх, этого 
конуса равпа 9 r R 2 и поверхность 
образовавтагося шара = 4 i c R 2 ;  
слѣдов. и т . д . 

2 7 5 ) 4 7 , 6 8 8 7 5 куб. дюйм. 
2 7 6 ) 2 7 , 6 1 1 7 1 8 куб. дюйм. 
2 7 7 ) 3 дюйма. — 2 7 8 ) 9 футъ. 
2 7 9 ) 8 4 , 7 8 куб. фѵт. 
2 8 0 ) 5 дюйм. — 2 8 1 ) 2 , 5 фут. 
2 8 2 ) 8 2 , 4 куб. дюйм. 
2 8 3 ) 5 2 3 7 з куб. дюйм. 
2 8 4 ) 2 . 4 дюйм. 
2 S 5 ) 7 , 0 6 5 квад. дюйм. 
2 8 6 ) 3 фут. и 2 фут. 
2 8 7 ) 8 , 3 7 3 3 3 куб. фут. 
2 8 8 ) 4 1 . 5 6 8 куб. дюйм. 
2 8 9 ) 2 0 , 0 1 7 5 куб. фут. 
2 9 0 ) 4 5 , 0 0 6 куб. фут. 
2 9 1 ) 1 4 , 0 2 5 куб. фут. 
2 9 2 ) 1 , 4 6 9 5 2 куб. фут. 
2 9 3 ) 0 , 8 5 0 4 1 6 и 7 , 3 2 6 6 6 куб. 

фут. 
2 9 4 ) 2 фута. 
2 9 5 ) Н а 1 . 0 0 7 1 куб. фут. 
2 9 6 ) 2 2 5 , 7 9 8 куб. дюйм. 
2 9 7 ) 1 1 3 , 0 4 и 3 3 , 4 9 3 куб. ф. 
2 9 S ) 1 2 и 8 дюйм. 
2 9 9 ) 4 , 2 и 3 , 5 дюйм. 
3 0 0 ) Объемъ шара равепъ 

гдѣ S поверх, шара. 
3 0 1 ) Назвавъ чрезъ а ребро куба 

и чрезъ R радіусъ шара, мы 
имѣейъ R = \ Ѵ * и объемъ 

4 З а ' . / 6 , . / 6 

шара = Зтс. 4 _ V = а 1 
и т. д. 

3 0 2 ) Если радіусъ іпара равенъ 
R , то объемъ описаннаго цилип-
д р а ' = 2 T C R 3 И Т. Д. 

3 0 3 ) Назвавъ чрезъ R радіусъ  
шара, мы получимъ объемъ ко-
нуса = 4 /muR : i . 

3 0 4 ) Изъ прямоуг. треуг. СОе 
(фиг. 3 2 4 ) , въ которомъ катетъ 
ОС = R п катетъ Ос = R — с N 

— 2 
= R — h , получимъ Ce — 
R 2 - т ( R - к ) 2 = » 2 RA — h 2 .  
Замѣнивъ величину С « 2 в ъ ф о р -
мулѣ ( 1 8 5 ) , выражающей объ-
емъ шаронаго сегмента, полу-
чимъ V = 7«тг//3 + 

б 2 ) = r . r h 2 — 
jLzjzh ' -— 3 ( 3 R —К). Объемъ 
V образовавтагося пояса равенъ 
разности объемовъ ѵ и ѵ' двухъ 
сегментовъ, коихъ высоты суть 
h и h ' ; слѣдов. V = ѵ — » ' = = 
"g2 ( 3 R —• A) — " " '* (3 R — h') = 
t R ^ - A + R - 7 з ( А — A ' 3 ) ] . 

3 0 5 ) Ребро этого описаннаго ко-
нуса есть бокъ правильного 
треуг., описаннаго около круга, 
коего радіусъ = Е ; слѣдов. это 
ребро = 2RV 3 и радіусъ оено-
ванія конуса = R y 3 . Изъ вы-
раженія X 2 ~ ( 2 R у ' З ) 2 — 
( R у 3 ) 2 = 9 R 2 узнаемъ, что 
высота X конуса = 3 R . Объемъ 
К этого конуса = 3 t c R 3 , объ-



емъ L шара = 4 / з т с К 3 и объемъ 
M опнсаннаго цилиидра=2тс11 3 ; 
слѣдов. и т . д . 

3 0 6 ) См. J6 3 0 5 . 
3 0 7 ) Обьемъ V ( 1 7 7 ) шароваго 

R 
сектора А М В С = S . гдѣ i l  
есть радіусъ CA и S выражаетъ 
поверх, сферическаго сегмента, 
происшедшаго отъ обращенія  
дуги А М В ; во ( 1 7 1 ) S=TC .AB 2 >  
слѣдов. Ѵ = т с . А В 2 - g . Объемъ 
У прямаго коиусц, происшед-
шаго отъ обращенія прямоуг. 

— 2 к . 
треуг. А Е С , равенъ тс.АЕ"-/ 
слѣдов. и т. д. 

3 0 8 ) Отъ обращенія прямоуголь-
ника ВС С В ' (фиг. 3 2 8 ) про-
исходить цилиндръ, коего объ-
емъ Ѵ = тсАЕ2.ВС. ВЪ то-же 
время равные прямоугольные 
треуг. A B B ' и А С С произво-
дить два конуса, коихъ объемы. 

. „ 2 » с , суть V — тсАЕ • и V — 

ТСАЁ2.В6С. ОтсюдаV — ( г + ѵ ' ) 
= 2/зтг А Е 2 . В С . 

3 0 9 ) Изъ В оиустимъ J _ D B на 
A B и X D F на В С . Отъ обра-
щенія параллелограма около A B  
происходить объемъ V = 
TCDE'-AB И ОТЪ обращенія па-
раллелограма около В С происхо-
дить объемъ Y ' = tcDF2.BC; ОТ-

V _ D E 2 . A B 
сюда ѵ , — D F 2 B ^ J НО 

d e . a b = d f . b c = площади 
А В С І ) , слѣдов. y. = D F ' Изъ 
подобныхъ прямоугольнычъ тре-
угольниковъ a d e и c d f мы 

DE AD ВС 
имѣемъ jj-p - 1 ) С ^ А В ; слѣдо-

V ВС 

вательно у г = А В . 

3 1 0 ) 1 ) Построимъ а 2 + А 2 = + и 
и* 

потомъ X — *г . 2 ) Построимъ 

d + bfT; С • Сдѣлаемъ ab —  

у\ cd—г2 я т. д. 4 ) - = 
(а — Ь)(а» + ab + Ь')^ у р 0 С Т р 0 И В Ъ 

ab —у1 и иотомъ квадратъ з2, 
равный суммѣ квадратовъ я 2 + 
у1 - f - А 2 , цолучимъ X — 
у (а - Наконецъ постро-

(а — b)z л/—-имъ — — ' —V И Х = у VZ. 

5 ) y a 2 + / ä 4 + с 

^ а 2 + А V • По-
с» 

строимъ h = у, потомъ 
у A2 - j - у2 = з и наконецъ 
X — Va2 -У Ьз нт.д. 6 ) С д ѣ - 
лаемъ df = у2 и gh —з2; по-
лучимъ 

Ж = у ai+c'i+zi—^+y2)  
И Т. д. 

3 1 2 ) Сторона квадрата равна 
а» 

* = Т+Ъ> 



3 1 3 ) Обратимъ треуг. L M N въ та-
кой равномѣрный ему треуг. 
L ' M ' N ' , чтобы его уголъ рав-
нялся 1_ A B C . Потомъ постро-
имъ между В А и ВС треуг. B G H ,  
равный треугольнику L ' M ' N ' и 
проведемъ чрезъ G прямую G K II 
къ Б Е и т . д . х - V B K . B D . 

3 1 4 ) A B = ж = 
- Ч 2 ± Ѵ е * - г 2 + al . 
Отрицательный корень не удо-
влетворяетъ воиросу. 

3 1 5 ) Разстояніе центра пскомаго 
круга отъ данной дуги, взятое 
по прямой, раздѣляющей дан-
ный прямой / _ на двѣ равныя 
части,равно ж = — я - 4 - V 2а2. 
Опредѣлить значеніе отрица-
тельнаго корня. 

3 1 6 ) Основаніе = 
У g r + 2 а ' + У Л* — 2а*. 

2 ' 
высота = 
j/d» + 2а* — V - La'. 

3 1 7 ) ж = d{2 + V2); 
y = d{l + У 2). 

3 1 8 ) ж = a ( 2 — 1 / 2 ) ; 
y = « ( — 1 + v 2 ) .  

3 1 9 ) i ) ® } = 4 - ± v ? ; - ( 2 v . 

h - v ® * + a 2 .  

i 3 2 2 ) 1 ) ж = 2 я ( 2 — l / З ) ; 
y = « ( - з + г ц з ) . 

2 ) ж = 2 6 ( 2 + ] / 3 ) ; 
у = 6 ( 3 + 2 Ѵ З ) .  

! 3 2 3 ) Бокъ квадрата = 
V J P T s . 

3 2 4 ) Бокъ треугольника = 2 а 

У а' 
а* 

3 2 5 ) Катетъ ж = а + У — у ' 
Который изъ корней удовлетво-
ряетъ вопросу? 

3 2 6 ) Означивъ В С чрезъ а, вы-
соту треуг. чрезъ А, высоту тра-
пеціи B C E D чрезъ у и D E чрезъ 
ж , получимъ ж = V—"г- а2. 

' J т + п 
3 2 7 ) Означивъ чрезъ z разстояніе  

CG перпендикуляра F G , опу-
щеннаго изъ F на діаметръ A B ,  
DC = С Е чрезъ а , F C чрезъ г , 
F D чрезъ ж и F E чрезъ у , по-

Ъ* 
лучимъ Z — 4а". 

3 2 8 ) ж = 
, к У c*-h* + hV с*бб~к* 

y=h'- h^w • 

-——S—С-. -- — 



О Ш И Б І Ш И О П Е Ч А Т К И . 

Стран. Стр. Напечатано. Должно быть. 
9 в ъ ФИІ . 234 пропущена прямая F C . 

3 2 3 с в е р х у о с т а л м і ы х ъ о с т а л ь н ы х ъ у г л о в ъ 
41 въ ФИГ. 2 7 1 четвертая вершина верхняго основанія параллелопипеда дод-

я;ва быть названа буквою Н. 
42 в ъ ФИГ. 2 7 2 пятая вершина сѣченія F L K I I должна быть названа буквою G.  
46 15 с в е р х у bfghaedc bfghkaedc 
64 в ъ ФИГ. 286 пропущена прямая М Т . 
7 1 в ъ ФИГ. 2 9 1 пропущены прямыя А Е и С Е . 
9 3 2 снизу 2 2 5 . 125 . 
94 8 с в е р х у многоугольникъ многоугольникъ, 

1 0 9 2 с в е р х у отяованій равны основаній равны 
R и R ' подобны, R и R ' , подобны, 

116 в ъ ФИГ. 3 1 4 пропущены прямыя А Р , C P , ІЗР и СО. 
146 4 снизу янмменатсля знаменателя 
1 5 6 в ъ ФИГ. 3 3 4 пропущена буква G. 

--л/уѵлда о/ѵ 



0 Г Л А В Л Е Н 1 Е . 

н а с т ь iii . 

ОТДѢЛЪ I. 

О плоскости. 

П е р в а я г л а в а . Плоскость и пряная линія. Опредѣленіс положе-
нія плоскости. У с л о в і я , которыми должна у д о в л е т в о р я т ь пря-
мая, перпендикулярная к ъ плоскости. С в о й с т в а перпендикуляра 
и н а к л о н н ы х ъ , п р о в е д е н н ы х ъ о т ъ точки до плоскости 

В т о р а я г л а в а . Параллельность плоскостей и п р я м ы х ъ лпиій . . 
Т р е т ь я г л а в а . О двугранномъ у г л ѣ . Прямой двугранный у г о л ъ . 

Плоскій у г о л ъ , с о о т в ѣ т с т в у ю щ і й двугранному углу . Отношеніе 
д в у г р а н н ы х ъ у г л о в ъ равно отношенію с о о т в ѣ т е т в у ю щ и х ъ имъ 
п л о с к и х ъ у г л о в ъ . Перпендикулярныя плоскости. Проекція пря-
мой линіи на плоскости 

Ч е т в е р т а я г л а в а . Многогранные у г л ы . В с я к і й плоскій у г о л ъ много-
граннаго угла, меньше суммы в с ѣ х ъ о с т а л ь н ы х ъ у г л о в ъ . В ъ много-
гранномъ у г л ѣ с ъ исходящими у г л а м и , сумма в с ѣ х ъ п л о с к и х ъ 
у г л о в ъ меньше ч е т ы р е х ъ п р я м ы х ъ у г л о в ъ . Р а в е н с т в о трегран-
н ы х ъ у г л о в ъ 

ОТДЪЛЪ II. 

Многогранники. 
СТРАН 

П е р в а я г л а в а . Призма. Параллелопипедъ. Сѣченія призмы и па-
раллелопипеда. Р а в е н с т в о д в у х ъ призмъ. П о в е р х н о с т ь призмы . 3 9 — 45 

В т о р а я г л а в а . О б ъ е м ъ параллелопипеда и призмы 4 5 - 5 7 
Т р е т ь я г л а в а . Пирамида. С ѣ ч е н і е пирамиды. Р а в е н с т в о ппра-

мидъ. П о в е р х н о с т ь пирамиды 57 6 3 . 
Ч е т в е р т а я г л а в а . Объемы пирамиды, усѣченной пирамиды с ъ 

параллельными основаніями и у с ѣ ч е н н о й призмы 6 3 — 7 8 . 
П я т а я г л а в а . Подобные многогранники. Отношение и х ъ п о в е р х -

ностей и о б ъ е м о в ъ . Правильные многогранники 7 6 — 9 0 . 

СТРАН. 

3 — 13. 
13 — 20 . 

2 0 — 3 2 . 

3 2 — 38 . 



ОТДѢЛЪ III. 

О круглых® тѣлахъ. 
С Т Р А Н 

П е р х а я г л а в а . Происхожденіс цилиндрической п о в е р х н о с т и . 
ГГряной цилиндръ с ъ к р у г о в ы м и оенованіяыи. Б о к о в а я п о в е р х -
н о с т ь , полная п о в е р х н о с т ь и о б ъ е м ъ прямаго цилиндра. Р а з в е р -
т ы з а п і е цилиндрической п о в е р х н о с т и на плоскости 9 1 — 1 0 1 . 

В т о р а я г л а в а . Происхожденіе конической п о в е р х н о с т п . Прямой 
к о н у с ъ с ъ к р у г о в ы м ъ о с н о в а н і с м ъ . У с е ч е н н ы й к о н у с ъ с ъ к р у г о -
выми оеновнніями. Б о к о в а я п о в е р х н о с т ь , полная п о в е р х н о с т ь и 
объ- н ь прямаго п усЪченнаго к о н у с а . . ' . ' . ' 1 0 1 — 1 1 5 . 

Т р е т ь я г л а в а . Ш а р о в а я п о в е р х н о с т ь . Ш а р ъ . С ѣ ч е н і е шара . 
Б о л ь ш о й к р у г ь ш а р а . Малый к р у г ъ . П о л ю с ы к р у г а . К а с а т е л ь н а я 
п л о с к о с т ь . Задачи 1 1 5 — 1 2 6 . 

Ч е т в е р т а я г л а в а . Илмѣреніе п о в е р х н о с т и т ѣ л а , происшедшаго 
о т ъ обращеція правильной ломаной ЛИНІИ. П о в е р х н о с т ь гиаро-
в а ю п о я с а . П о в е р х н о с т ь ш а р а 1 2 6 — 1 3 3 . 

П я т а я г л а в а . О б ъ е м ъ т ѣ л а , происшедшаго о т ъ обращенія т р е -
у г о л ь н и к а . О б ъ е м ъ т ъ л а , происшедшаго о т ъ обращения правиль-
ного многоугольного с е к т о р а . О б ъ е м ъ ш а р о в а г о с е к т о р а . О б ъ -
е л и ш а р а , пояса и шарового с е г м е н т а 1 3 3 — 145 . 

Приложѳніѳ Алгебры къ Геометріи. Выраженіе липій, пло-
щадей и о б ъ е м о в ъ числами. Однородность выраженій. В о з с т а н о -
вленіе однородности. І І о с т р о е н і е а л г е б р а и ч е с к и х ъ Формулъ. Р ѣ -
шеніе г е о м е т р и ч е с к и х ъ з а д а ч ъ спомощіею А л г е б р ы . Отрица-
т е д ь н ы я р ѣ ш е н і я 1 4 5 — 1 6 1 . 

Результаты чиеленныхъ вопросовъ, доказательства тео-
ремъ и рѣшенія задачъ построенія 162. 

Ч 
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П е р в о н а ч а л ь н ы я у п р а ж н е н і я въ Ариѳметикѣ 
Сочиненіе А . Леве . Ц ѣ н а 5 0 копѣекъ. fl 

К у р с ъ А р и ѳ м е т и к и и собраніе ариѳметиче-
С К И Х Ъ з а д а ч ъ . Оочиненіе А . Л е в е . Восьмое издааіе. Цѣна 

1 рубль. Щ \ f 

Это сочтена одобрено Мгмистершвомъ Нарѳднаго 
Просвѣщенія. 

А р и ѳ м е т и к а д л я н а ч а л ь н ы х ъ н а р о д н ы х ъ учи-
лигцъ. І і а к ъ руководство, одобрена Учснымъ Комитетомі 
Министерства Народного Просвѣщенія, в ъ употребленго 
въ начальныхъ народныхъ училищах®. Сочиненіе А . Л е в е . Цѣна 
1 0 коп. 

Н а ч а л ь н ы я основанія Г е о м е т р і и и собраніе 
г е о м е т р и ч е с к и х ъ з а д а ч ъ . Сочнненіе А . Леве . Вт 
трех® частях®. Ц ѣ н а 1 рубль 2 5 копѣекъ. 

Н а ч а л ь н а я А л г е б р а и собраніе алгебраиче-
С К И Х Ъ з а д а ч ъ . Сочиненіе А . Леве . В ъ четырех® частяхъ 
Изданіе второе, дополненное. Ц ѣ н а 1 рубль 2 5 кон. Продаете,і 
также двумя отдѣльными книжками: части 1 - я и 2 - я за 6 5 коп. 
и части 3 - я и 4 - я за 6 0 коп. 

Означенныя сочинѳяія можно получать во всѣхі 
книжных® магазинах® въ С.-Петербург® и Москвѣ. 










